Estimacion de parametros

De manera general, un proceso de inferencia estadistica hace referencia a
la extraccion de una muestra aleatoria de una poblacidn, la cual tiene
una distribucién de probabilidad que contiene uno o varios parametros
desconocidos, sobre los cuales es posible realizar dos tipos de inferencia: i)
estimaciéon puntual o por intervalo y ii) contrastes o pruebas de hipotesis
sobre cada uno de los parametros. En el presente capitulo se desarrollan
procesos de inferencia estadistica focalizados en la estimacidon de parametros;
se inicia con algunos conceptos basicos asociados a la estimacién puntual vy,
luego, se determina un intervalo de confianza para estimar algunos de los
parametros usuales en estadistica inferencial basica, entre ellos, el intervalo
para estimar la media y proporcién poblacionales, la diferencia de medias y de
proporciones poblacionales, la varianza y el cociente de varianzas. El capitulo
cuatro se dedica la prueba de hipotesis.

3.1. Estimacion puntual

Varios de los aspectos tedricos considerados en esta seccion son asumidos o
adaptados de los conceptos expuestos al respecto por diversos autores, entre
ellos: Bickel & Doksum (1977), Canavos (1988), Devore (2008), Freund y
Miller (2000), Gutiérrez, et al. (2008), Lindgren (1993), Meecker & Escobar
(1998), Mayorga (2003), Macchi et al. (2014) y Walpole, Myers, Myers &
Ye (2007). A continuaciéon se indican algunos conceptos y propiedades
alusivos a los estimadores, y se describe el método de estimacién de maxima
verosimilitud.
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3.1.1 Propiedades de los estimadores
Recuérdese que un estimador T'es una funcién de las variables que conforman
una muestra aleatoria, pero que no incluye ningtin parimetro 0 ; de hecho, T

es otra variable aleatoria y, por lo tanto, es posible determinar su valor esperado
E(T)y su varianza Var(T). La varianza de T se expresa de la siguiente manera:

Var(T) =E (T —E(T))’
Se define el error cuadratico medio del estimador T de la siguiente manera:
ecm(T) =E(T -0Y
Ahora, la anterior expresion se puede descomponer asi:
2 2
ecm(T) =E(T -8) =E (T —E(T) +(E(T) -9))
2 2
ecm(T) =E(T —E(T)) +2E (T —E(T))E(T) —8)) +(E(T) -9)
ecm(T) =E(T —E(T)) +2((E(T) —E(T))(E(T) —8)) +(E(T) -8)’
Como el doble producto se anula, entonces, la anterior expresion toma la forma:

ecm(T) =E (T —E(T))2 +(E(T) _9)2
Al valor
B(T)=E(T) -6

se le denomina el sesgo del estimador 7.

Enseguida se indican algunas caracteristicas susceptibles de presentarse en un
determinado estimador.

3.1.1.1 Insesgamiento

Se dice que un estimador T para el parametro O es insesgado si su sesgo es cero,
es decir, T es insegado si

B(T) =E(T) -8 =0

En otras palabras, T es insesgado si el valor esperado del estimador T es igual
al parimetro 0 ; luego para verificar si T es insesgado se ha de verificar la
siguiente igualdad:
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E(T) =

Ahora,si T es un estimador insesgado, entonces el error cuadratico medio de T
es igual a la varianza de T, es decir:

ecm(T) =E(T —E(T)) +(E(T) 0) =E(T —=E(T))’ =Var(T)
Ejemplo 3.1. Analizar si el promedio muestral X es insesgado.

Efectivamente, como se cumple que:
E(X) =W

entonces, se concluye que X es un estimador insesgado para el parametro
media poblacional Y.

Ejemplo 3.2. Determinar si la proporcién muestral p es un estimador insesgado.

En efecto,

E(p)=p

Luego, entonces, se concluye que p es un estimador insesgado para el parimetro
proporcion poblacional p .

Ejemplo 3.3. Establecer si la varianza corregida S* es un estimador insesgado.

Debido a que se satisface que

E(S?) =0

2 . . , .
se concluye que S”es un estimador insesgado para el parimetro varianza
: 2
poblacional 0°.

Ejemplo 3.4. Analizar si la varianza muestral S° es un estimador insesgado.

Puesto que, por definicidn, la varianza muestral y cuasivarianza se relacionan
mediante la siguiente igualdad:

A n A
S?=—"—_g"? 0 S?=—""g"?
n—1 n
entonces, resulta que

E(SZ):E(”—_ISZJJ—_IE(S*Z) ol
n
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L 2 . .

Lo anterior indica que S es un estimador sesgado o no insesgado para el
’ : : 2

parametro varianza poblacional 0°.

3.1.1.2 Insesgamiento asintético

Un estimador T del parametro 0 es asint6ticamente insesgado si

LimE(T) =0

n—o
Ejemplo 3.5. Analizar si la varianza muestral S* es un estimador asintéticamente
insesgado.

La varianza muestral y la cuasivarianza se relacionan mediante la siguiente

igualdad:
s2=""lg
n
Entonces,

1, 1. 1
LimE(S2)=LimE(n SZ]:Limn—E(Sz) = Lim’—g?=¢"

n—>0 n—>0 n n—0 n n—>0 n

Por lo tanto,
Lim E(S*) =0

. . . 2 . . L, . .

Lo anterior indica que S~ es un estimador asintéticamente insesgado para el
, . . 2

parametro varianza poblacional O~

3.1.1.3 Eficiencia relativa

Si T,y T, son estimadores para el parimetro © y se cumple la siguiente
desigualdad:
Var(T}) <Var(T,)

entonces, el estimador T es relativamente mas eficiente que el estimador T,
En consecuencia, el estimador con menor varianza es el mas eficiente; ademas,
de la definicién se tiene que

var(Ty _,
Var(T,)
3.1.1.4 Consistencia

Antes de indicar la propiedad de consistencia, se presenta la denominada
desigualdad de Tchebychev. Sea X una variable aleatoria con varianza finita,
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entonces, para todo € >0 se satisface la siguiente desigualdad (Blanco, 2004):

La propiedad de consistencia se enuncia de la siguiente forma: si la sucesion de
estimadores T', T, ..., T del parametro 0, entonces, T es consistente si

Lim P(|T, -8] =& ) =0

n—oo

Ejemplo 3.6. Analizar si el promedio muestral es un estimador consistente para
el parametro M.

Se sabe que para cualquier muestra de tamano n,

E(X,) =H
Aplicando la desigualdad de Ttchebychev a la variable promedio muestral, resulta:
X
PR, -t 2e) <
debido a que
— o’
Var(X,) =—
n

al tomar el limite en ambos miembros de la tGltima desigualdad y reemplazar el
valor de la varianza del promedio resulta:
2

Lszq —H‘ >.E)<Lzm0-—2

n—o n—ow pe

El limite de la parte derecha de la desigualdad es cero, y las probabilidades del
lado izquierdo resultan mayores o iguales que cero, en consecuencia:

0 <Lszq M| >£)<0

n—oo

Por lo tanto,

Lszq —H‘>E) 0

n—oo
Lo anterior indica que X , es un estimador consistente para el parametro media
poblacional Y.
3.1.1.5 Robustez

Intuitivamente, un estimador T es robusto si es insensible a datos extremos, es
decir, no se deja afectar por la presencia de datos extremos.
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Ejemplo 3.7. Hustrar si el promedio muestral es un estimador robusto para el
parametro M.

Sea X: el peso de unos vacunos en kilogramos

Los datos recolectados para una muestra de tamao cinco fueron: 400, 399, 401,
395, 405. El promedio muestral es 400 y la mediana también es de 400 kg.

Ahora, se ha tomado una segunda muestra, resultando un dato extremo; esta
muestra presenta los siguientes datos: 400, 399, 401, 405, 300.

En este caso, la muestra apenas ha cambiado un valor correspondiente al peso;
sin embargo, el peso promedio en esta muestra es de 381, “ha disminuido de
manera importante, se ha dejado afectar por el dato extremo 300”’; en cambio,
la mediana sigue siendo 400 kg; lo anterior indica que la mediana muestral es
un estimador robusto, y el promedio muestral es un estimador no robusto.

3.1.2 Estimacion de parametros por el método de maxima verosimilitud

En el proceso de estimaciéon puntual de parametros es posible utilizar diversos
métodos: el de maxima verosimilitud, el de los momentos, el del pivote, por analogia,la
estimacién bayesiana, entre otros (Aubone & Waohler, 2000; Cao & Van Keilegom,
2006). Por ser el mas usual, a continuacién se trata el método de estimacion
maximo verosimil y se proporcionan algunos ejemplos alusivos.

St X, X,,...,X, es una muestra aleatoria para estudiar la variable aleatoria X

con funcién de densidad de probabilidad:
S (x,%,5.0,%,,0)

donde O esun parametro o un vector en el espacio de parametros ® < R”,entonces
la funcidn de verosimilitud se denota y se define de la siguiente manera:

L®) =L(x,,x,,...,x,,0) =|'_|1 f(x,0)
Se dice que un estimador 7 =#(X,,X,,...,X,) es un estimador maximo

verosimil del parametro O si el valor particular de ¢ =#(x,,X,,...,X,) es tal que
el supremo de L siguiente:

Sup{L®)/Beco}

se alcanza cuando ¢ =0 . En este caso t recibe el nombre de estimador maximo
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verosimil de © (Mayorga, 2003). Es de anotar que si =0 maximiza a L(0),

entonces ¢ =0 también maximiza a Ln (L(e))

Ejemplo 3.8. Enseguida se obtiene el estimador para el parametro p del modelo
de probabilidad de Bernoulli (Burbano et al., 2014), por el método de maxima
verosimilitud.

Para una variable aleatoria X, cuya funcién de probabilidad esta dada por:

fx,p)=p1-p)~

donde p es el parimetro de la variable aleatoria X del modelo de Bernoulli,
esta toma los valores 0, 1; si se considera una muestra aleatoria X, X,,..., X,
de una poblacién con f(x, p) = p*(1- p)"™,la funcién de verosimilitud es:

Lp)=]r a-p)"

Donde los x; son observaciones correspondientes a las variables aleatorias

X, X, X, .

n

Se trata de encontrar un valor del parametro de tal manera que se maximice la
tuncién de verosimilitud:

L(p)=p"(1-p) " .p2(1-p)..p"(1-p)~™
L(p) — pxl+x2+...+xn (1 _ p)HHWH?(XI +Xy . 4X,)

L(p)= p (1= p)z
Ln (L(p)) =In (pzl_”]x, (1- p)”’Z;’ﬂ j
Ln(L(p)) = Zl x.Ln (p) +(n —Z L]xi )Ln (1-p)

Ahora,se hace uso del calculo diferencial para derivar parcialmente con respecto
al parametro p:

%(anm))%(z,. xLn(p) )+—(( D )L"(l—P))
2 @) =3 (2] -5 )
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Igualando a cero se tiene:

2o =3[ L) s6-50 )L ) =
5 (2] -2 )

p p
1=pX % =p -3 %)
DI OB DI
np=y" x

n

X.
_ =171
p_i
n
n
z- 1xi
A i
p_i
n

Esta tltima expresion corresponde al estimador de maxima verosimilitud del
parametro p de la distribucion de Bernoulli.

Ejemplo 3.9. Para la variable aleatoria X con distribucion de Poisson, determinar
el estimador maximo verosimil. La funcién de probabilidad correspondiente
esta dada por:
Ne?
— s1x=0,1,2,3,........
f(X,e) = x!

0 en otro caso.

donde A =0 es el parametro de la variable aleatoria X con modelo de Poisson;
si se toma una muestra aleatoria X, X,,..., X ,la funcién de verosimilitud es:

n?

2 NN
L\ = Ae

i=l xv!
i

donde los x; son observaciones correspondientes a las variables aleatorias

X, X, X,

Se trata de encontrar un valor del pardmetro de tal manera que se maximice la
funcién de verosimilitud:
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Nie M) [ Nze™ Nre ™)
L(}\):( : J[ 5 j( e

}\xl +x, +..tx, e—n)\

L\ =

x!x, x|

Ahora, aplicando el logaritmo natural, resulta:
Ln(L(N)) =Ln(>\)z x, +Ln (e_’”‘ )—Ln(x1 Ix,l.x, ")
i=

A continuacidn, se realiza el cilculo de la derivada parcial con respecto al
parimetro A .
mﬂuQ»_lix_
oA =T

i=

Igualando a cero, resulta:
1 n
— ) x,—n=0
A

Por lo tanto,

~ n
A =—Z X,
=

n

Esta Gltima expresion corresponde al estimador de maxima verosimilitud del
pardmetro A de una variable aleatoria con distribuciéon de Poisson.

Ejemplo 3.10. Para la variable aleatoria X, con posible funcién de densidad de

probabilidad, definida por:

¥ sixe(0,1)

en otro caso.

f(x,9)={0

donde © >0 es el pardmetro de la poblacién.

Como se trata de un modelo no usual, inicialmente se ha de analizar si f
corresponde a una funcién de densidad para la variable aleatoria X.
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En efecto,si © >0 y la variable aleatoria X toma valores x en el intervalo (0,1),
entonces,

f(x,0)=0x"" >0
Enseguida se ha de probar que

o}f(x,e)dx |

Esta integral se descompone de la siguiente manera:
0 0 1 0
[ £Ce.@)dx= [ f(x.0)dx+ [ f(x.0)dx+ [ f(x,0)dx
e S 0 1

T f(x,0)dx =j|)‘ Odx +j.9xe_ldx+ Tde =x° ‘; =1-0=1
2 7 ! 1

En consecuencia, la funcién f si es una densidad de probabilidad para la
variable aleatoria X. Para la muestra aleatoria X, X,,..., X, la funcién de
verosimilitud es:

L(®) =M16x°* =(x7).6x*)..0x"")

Donde los x; son observaciones correspondientes a las variables aleatorias

X, X, X,

Se trata de encontrar un valor del parametro de tal manera que se maximice la
funcion de verosimilitud,

L®) =0"(x,.x,..x,)°"
Ahora, aplicando el logaritmo natural, resulta:
Ln(L(©)) =nLn® +(© —1)Ln(x, .x,..x,)

Luego, se realiza el calculo de la derivada parcial con respecto al parimetro 0

dLn(L(©)
% =g +Ln(x,.x,...X,)

Igualando a cero, se tiene:
n

5 +Ln(x,.x,..x,) =0
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Por consiguiente,
_ —n
Ln(x,.x,...x,
& —n
Ln(x,.x,...x,

Esta altima expresion corresponde al estimador de maxima verosimilitud del
parametro 0.

3.2 Estimacion por intervalo

Se trata de determinar un intervalo de la forma (a,b) que contenga al parametro
O de interés con una alta probabilidad (1-0); a esta se le denomina nivel de
confianza o nivel de confiabilidad. En esta seccion se obtienen los intervalos
de confianza para estimar la media y la proporcién poblacional, la diferencia de
medias y la diferencia de proporciones, el intervalo para la varianza poblacional
y para el cociente de varianzas poblacionales.

De manera sintética, se trata de determinar los valores a y b tales que
P(a <6 <b) =1 —x

Una representacién grafica de esta situacion se observa en la Figura 3.1.

Figura 3.1 Intervalo de confianza

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
3.2.1 Intervalos de confianza para estimar la media poblacional

Ahora, se especifica un intervalo de la forma (a,b) que contenga el parametro
M con un nivel de confianza de (1-0). Se busca determinar los valores a y b
tales que

P(a <p <b) =1 -
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Al valor a se le denomina limite inferior del intervalo, y al valor b se le llama
limite superior. Una representacion grafica de esta situacién se visualiza en la
Figura 3.2.

Figura 3.2 Intervalo de confianza para la media poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R..

Caso 1. De la expresion 2.1 se tiene que

/4

X —
=2 H N
o)
Jn
Luego, en concordancia con la distribuciéon normal estandar, se trata de
determinar

P(Z, <7 <7 _,) =1
X -y

N

P(Z, <

<7 ) =10

z L1 an

Figura 3.3 Intervalo de confianza sobre la curva normal

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

En concordancia con la Figura 3.3, la funcién de densidad de una variable
aleatoria Z con distribuciéon normal estandar permite escribir:
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_u <Z o

S 4

) =l -«

De aqui se deduce que

<ypy<x+z . 2

N +

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
al que se le calcula la probabilidad, resulta:

P(=X +Z, —) =1

P(X ~Z,—=2p 2X ~Z, 9 =1

N +Ta

La anterior expresion se escribe de la siguiente forma:

PX -7 L <pu<¥-7z.%) =1«

+ T + 7

Debido a que la curva normal es simétrica, resulta que:
Zy =L 4
2 2

Usando la igualdad anterior en la expresion que le precede, se tiene que:

(o) = (0)
ZI_QTSH SX"‘Zl_gT) =1—0(
An *An
Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la media poblacional cuando

se conoce la desviacidon estandar poblacional estd dado por la expresion 3.1,
para cuando se muestrea de una poblacional infinita.

P(X -

ne(X-7 . L ¥+7 .2

SRR (3.1)

o : . : .
Al valor T se le denomina error estandar, para estimar la media poblacional
n

usando el promedio muestral (Gutiérrez et al., 2008).

o . . -
Al valor Z , — se le denomina error de estimacion, porque hasta ese valor

%
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puede diferir el estimador puntual denominado media muestral del parimetro
media poblacional (Gutiérrez et al., 2008).

Caso 2. De la expresion 2.3 se tiene que

tiene distribucion t-student con n -1 grados de libertad, luego se trata de

determinar
P(tQ <t <t ,) =1«
2

><|

—u

P(t, < <t,_,)=1-&

/\
_,// \T\"i

o2 EI o'l

o

Figura 3.4 Intervalo de confianza sobre la curva t-student

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

De acuerdo con la Figura 3.4, la funcién de densidad de una variable aleatoria
t con distribucion t-student permite escribir:

A

P(tli <X —M <t

e

LI,

1-5 \/;
De aqui se deduce que

P(=X +t, S < =<=X 4, i) =] -

n n
Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
involucrado en el cilculo de la probabilidad, resulta

S

P(X —ty >U=X—t  —)=1-&
\/_

1-2

§|c/:>
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La anterior expresion se escribe de la siguiente manera:

<X - ai)=1—0(

3 e
SN

Puesto que la curva t-student es simétrica, se tiene que:

P(X —t

Usando la igualdad anterior en la expresion que le precede, se deduce que:

P(X -, i <X+ S) =1 —&

SN s W

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la media poblacional cuando
se desconoce la desviacion estandar poblacional y el tamafio de la muestra es
inferior a 30; cuando se muestrea de una poblacién infinita esta dado por la
expresion 3.2:

A

S S
X+t —)

P (5.2)

Caso 3.Al proceder de manera similar a como se obtuvo el intervalo de confianza

presentado por medio de la expresion 3.1, pero utilizando la expresion 2.2, que
estableci6é que

e (X -1,

1-%

I\)

X-p
o [ [N=n
Jn\VN-1
se deduce que el intervalo de confianza para estimar la media poblacional

cuando se conoce la desviacidn estandar poblacional corresponde a la expresion
3.3 para cuando se muestrea de una poblacional finita de tamafio N:

7= ~N(0,1)

ne(X-7 Nn X+ N =n

J_ «/_ = (3.3)

Caso 4.Al realizar un proceso semejante al desarrollado para obtener el intervalo
de confianza indicado a través de la expresion 3.2, pero usando la expresion 2.4,
se estableci6 que:

fo XM

Al
Jn

ﬁ
N
N—
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tenia una distribucion f-student con n— 1 grados de libertad; por consiguiente, se
deduce que el intervalo de confianza para estimar la media poblacional cuando
se desconoce la desviacidn estandar poblacional corresponde a la expresion 3.4
para cuando se muestrea de una poblacional finita de tamano N.

be (X -, N=n X+t N =n

T S AER -

Ejemplo 3.11. En la empresa de lacteos T&R, la cantidad de leche depositada
por la maquina A en cada una de las bolsas se distribuye normalmente con
desviacion estandar de 5 mililitros; se toma una muestra aleatoria de 16 bolsas de
tal maquina y se encuentra un contenido promedio de 900 mililitros. Construir
un intervalo de confianza del 98 % para estimar la verdadera media de llenado
en la produccion que se haga a través de la maquina A.

En este caso, se tiene:

n =16
X =900
o =5

Ademas,
- =098 =« =0.02

X 001
2

En la Figura 3.5 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal

estandar para un 99 % de probabilidad.

'l =0.01 058 N] =0.01

Z

ol

1]

233 2 Z) gn=233

Figura 3.5 Valor de Z en una curva normal estandar

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Z  =Z

- =
2

=233

0.99 —
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Luego el intervalo de confianza es:

0) 0)

e X-Z_,—=,X+Z ,—)
T =
Reemplazando los valores, resulta:
pe| 900-2.33(—=),900+2.33(—= )J
[ f Ji6

Realizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

pe (900 -2.33(1.25),900 + 2.33(1.25))
Luego,
e (900 -2.9125,900 + 2.9125)

Finalmente,

ue (897.08,902.91)

En conclusion, con un nivel de confianza del 98 % se puede afirmar que
el promedio poblacional de llenado de leche de las bolsas producidas por la
maquina A esta ente 897.08 mililitros y 902.91 mililitros, aproximadamente. Lo
anterior indica que de cada 100 muestras que se tomen, en 98 se encuentra el
parametro M.

Ejemplo 3.12. En una muestra aleatoria de 10 latas de un producto se obtuvo
un peso neto promedio de 184 g, con una desviaciéon estindar corregida de 3
g; si se asume que los datos provienen de una distribucién normal, determinar
un intervalo de confianza del 95 % para estimar el verdadero peso promedio de
las latas del producto en la poblacién.

I —x =95% =0.95

SEE 0.05
o =0.
n =10
X =184 ——0025
8 2

En la Figura 3.6 se observa el valor de t obtenido al leer una tabla de la
distribucién t-student con n — 1 = 10 — 1 = 9 grados de libertad para un

0.975 = 97.5 % de probabilidad.
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|
i 3 = 7 5D
EIJ.."]= _2_252 J—D.u = 4.464

Figura 3.6 Valor de t en una curva t-student con n = 9 grados

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..

t
1—-

=1)975.9 =2.262

o
2

Asi, el intervalo de confianza es:
S

1-04\/;

S

e (X -t X+t
H ( + \/;)

1

©
ok

Al reemplazar los valores se tiene:

Me (1 84 — 2.262(i), 184+ 2.262(%))

V10 J10

Haciendo las operaciones de tipo aritmético se obtiene:
ue (184 -2.262(0.9487),184 + 2.262(0.9487))

Entonces,

pe (184 -2.1459,184 + 2.1459)

Por consiguiente,

ue (181.85,186.15)

En conclusion, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que el peso
promedio de las latas del producto en la poblacional estid entre 181.85 gy
186.15 g, aproximadamente. Lo anterior indica que en 95 de cada 100 muestras
tomadas se encuentra el parimetro |J .

Ejemplo 3.13. Este ejemplo es adaptado de Gutiérrez et al. (2008). En un
proceso de inyeccién de plastico, una caracteristica de calidad del producto
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(disco) es su grosor, que ha de ser de 1.21 mm, con una tolerancia de £0.09
mm. En este contexto, el grosor del disco debe estar en un rango de 1.12y 1.30
mm, para aceptar que el proceso de inyeccion resulto satisfactorio. Para evaluar
esta caracteristica de calidad, durante una semana se ha realizado un muestreo
sistematico en una de las lineas de produccidn, seleccionando cuatro muestras
de tamafio 20 y una de tamano 21, bajo normalidad, para finalmente obtener
una muestra de n = 101; de alli se obtienen la media muestral y la desviacion
estindar corregida, que tuvieron los siguientes valores: X =118 mm y
§'=0.0259 mm. Hallar el error estindar para estimar la media, construir un
intervalo de confianza del 95 % para estimar la media poblacional y determinar
el error de estimacion.

En primera instancia, el error estindar para la media es:

$0.0259  0.0259
Jn 101 10.0498
Ahora, para construir el intervalo de confianza se tiene en cuenta que:
1 - =95% =0.95
o =0.05

=0.002577

X —0.025
2

En la Figura 3.7 se observa el valor de t obtenido al leer una tabla de la
distribucién t-student con n — 1 = 101 — 1 =100 grados de libertad para un
0.975 = 97.5 % de probabilidad.

t o =lygrsie =1.984

Figura 3.7 Valor de t en una curva t-student con n = 100 grados

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
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Asi, el intervalo de confilanza es:

= S S
He(X -t ,—, X+t ,—)
1-8 \/; 19 \/;
Al reemplazar los valores se tiene:
pe(l 181 984(0 0259) 1.18+1 984(0 0259)]
V10 V101

Haciendo las operaciones de tipo aritmético se obtiene:
e (1.18 -1.984(0.002577),1.18 + 1.984(0.002577))
Entonces,
Me (1.18—0.00511,1.18+ 0.00511)
Por lo tanto,
we (1.17489,1.18511)
En conclusién, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que el grosor
promedio de los discos en la poblacional estd entre 1.17489 mm y 1.18511
mm, aproximadamente; estos resultados indican que tal grosor se encuentra
dentro de los valores especificados de calidad. Lo anterior significa que en 95

de cada 100 muestras tomadas se encuentra el parimetro i, correspondiente
al grosor promedio en la poblaciéon de discos.

Finalmente, el error de estimacidn es:

S 0.0259

1%\/_—1984(\/_) =0.00511

El valor 0.00511 indica que hasta ese valor puede diferir el estimador puntual

X del pardmetro .

3.2.2 Intervalos de confianza para estimar la proporcion poblacional

Nuevamente se trata de construir un intervalo de la forma (a,b) que contenga
el parametro p con un nivel de confianza de (1 — d). Se busca determinar los
valores a y b tales que:

P(a =p <b) =1 -

Una representacion grafica de esta situacion se observa en la Figura 3.8:
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Figura 3.8 Intervalo de confianza para la proporcion poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Caso 1. De la expresion 2.5 se tiene que

7=L"L _N(,1)
Pq
n

Para un tamafio de muestra n lo suficientemente grande, se asume que

z=L_L _N(,1)
P9
n

Asi entonces, de acuerdo con la distribucidon normal estandar (ver Figura 3.3),
se tiene:

P(Z, <7 <Z,_,) =1«

Pz, <L <7 )=1-
2 i 2
V n

Esta expresion se escribe de la siguiente forma:

3

A A A A

Pz, L <p-p=<z_, P =1
*\ n *\ n
De aqui se establece que
P(—-p+Z, L] <-p=<—p+Z, ﬂ) =1 —«
\'n *\'n

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
al que se le calcula la probabilidad, resulta:
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A A

P(p-2, L 2p2p-z_, [Py =1«
2 n 2 n

Esta expresion se escribe de la siguiente manera:

P(p~7,_, /% <p <p—7Z, %) =1 -

Puesto que la curva normal es simétrica, resulta que

Z, =7

g 1=

(S}

Usando la igualdad anterior en la expresion que le precede, se tiene que

A A A A

P(p~2,_, % <p<p+Z_, %) =1 -

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la proporcién poblacional
cuando se muestrea de una poblacional infinita se especifica en la expresion 3.5.

pe[ﬁ_zlgw +Z,1 ]
’ ’ (3.5)

Al valor |24 se le denomina error estindar para estimar la proporcidon

A A

n G
poblacional usando la proporcion muestral, y al valor Z P49 e le llama
error de estimacion. vn

Caso 2. Ahora, si se muestrea de una poblacion finita de tamano Ny el tamano
de la muestra es “grande”, entonces se deduce que

P—p
g N-n

7= ~N(0,1)

Para un tamafno de muestra n lo suficientemente grande, se asume que

7 =Af9;p ~N(0,1)

pPq [N-n
n \N-1

Realizando un procedimiento similar al efectuado para el caso 1, se establece
que el intervalo de confianza para estimar la proporcién poblacional cuando
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se muestrea de una poblacién finita de tamano Ny el tamafio de la muestra es
“grande” es aquel que se indica en la expresién 3.7.

pe ﬁ_ng ﬂ N_n ’ﬁ-i_Z,Q m N_n
N VY N=1 SN I N=1
3.7)

Ejemplo 3.14. Un jugador de baloncesto produce 140 aciertos en 400
lanzamientos al aro en entrenamientos seleccionados de manera aleatoria.
Construir un intervalo de confianza del 99 % para estimar la verdadera
proporcion de la efectividad del jugador.

En primera instancia, se define asi X: nimero de aciertos en la muestra de 400
lanzamientos, luego

n =400
p=2=19 435
n - 400

qg=1-0.35=0.65
Adicionalmente,

- =0.99 -« =0.01

X —0.005
2

En la Figura 3.9 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal
estandar para un 0.995 = 99.5 % de probabilidad.

o'l = 0.005 0.09 N]:E.EEE

Z - 2.58 Z Z;

]

1

|

-

Figura 3.9 Valor de Z en una curva normal estandar

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Z =2y =258
L .
2

Luego el intervalo de confianza es:
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. / pq .
pe[p_zlts ) p+Zl,
n

Jﬁ
n
Reemplazando los valores, resulta:
* *
pe035-258 222009 35,5 55 (032009
400 400

Realizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

pe (0.35-2.58(0.0238) , 0.35+ 2.58(0.0238))

ol

Luego
pe (0.35-0.0614 , 0.35+0.0614)
En consecuencia,

pe (0.2886, 0.4114)

En conclusion, con un nivel de confianza del 99 % es posible afirmar que
la verdadera proporcion de la efectividad del jugador (en la poblacion de
entrenamientos) se encuentra entre el 28.86 % y 41.14 %. Lo anterior indica
que en 99 de cada 100 muestras tomadas se encuentra el parametro p .

3.2.3 Intervalos de confianza para estimar la diferencia de proporciones
poblacionales

Ahora se pretende construir un intervalo de la forma (a,b) que contenga al
pardmetro p, — p, con un nivel de confianza de (1 — d). Se busca determinar
los valores a y b tales que:

P(a <p, —p, <b) =1 —x

Una representacion grafica de esta situacion se presenta en la Figura 3.10.

Figura 3.10 Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.
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De la expresion 2.6 se tiene que:

Para tamafos de las dos muestras #, y n, grandes, se asume que:

plql 4 P> pz%
n, n,

En concordancia con la distribuciéon normal estandar (ver Figura 3.3), resulta:

P(Z, <7 <Z,_,) =1 -«

P(Z <p1 p2 (pl p2) <Z )=1_(x
’ pl% +p2q2
nl n2

La anterior expresion se escribe de la siguiente manera:

P(Zu_ ’plql n P4, <p—p—(p—p) SZH_ P4, n P49, ] _l-a
N n, N n,

De aqui se establece que:

P[_(ﬁl_ﬁ2)+z 1’P14]1+P24]2 <—(p-p,)< (p1 pz)"'Z plql"'%J:l_a
N n, n n,

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
involucrado en el calculo de la probabilidad, resulta:

D4, P . P P
((pl A e A VR S R e 22]:1—0(

| n, n n,

Esta expresion se escribe de la siguiente forma:

4, , P - pds i
P[(pl P4y — 22 <p-p, (i -P)-Zs #-‘_—J:l—d
N n, N on n,
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Puesto que la curva normal es simétrica, resulta que:

Z, =7

g 1=

(S}

Usando la igualdad anterior en la expresion que le precede, se tiene que:

p[@l—ﬁz)—zl_g BB g7, ﬂ&jla
1 2 1 2

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la diferencia de proporciones
poblacionales se especifica en la expresion 3.8.

bd, , b

’ (ﬁl_ﬁ2)+zl_g %-'-%]

Pi—P e[(ﬁ1 _ﬁz)_Zl_g
2 n2

Ejemplo 3.15. Un candidato a la presidencia de la reptblica de Colombia tiene,
en una muestra aleatoria de 500 ciudadanos seleccionados en el departamento
de Boyaca, el 60 % de la intencion de voto, y en una muestra aleatoria de 450
ciudadanos tomada en el departamento de Cundinamarca logra un 56 % de la
intencién de voto; construir un intervalo de confianza del 98 % para estimar la
verdadera diferencia de proporciones.

En este caso se tiene:

Boyaca Cundinamarca

n, =500 n, =450

p,=0.6 p, =0.56
q,=1-0.6=04 q,=1-0.56=0.44

Ademas,

- =0.98 = a =0.02

X 001
2

En la Figura 3.11 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal
estandar para un 0.99 = 99 % de probabilidad.
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a1 =0.01 0.98 N} =0.01

Zyp=-233 . Zp gy =233

Figura 3.11 Valor de Z en una curva normal estandar

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Z  =2Z,,=233
a=%
2

Luego, en concordancia con la expresion 3.8, el intervalo de confianza es:

A A

: A%+m@j

P4, n
n

P ) (pl_ﬁz)-l_zl_% -

1 n2 nl n2

b~ P e[(ﬁ1 _152)_21_%

Reemplazando los valores, resulta:

[(0.6—0.56)—2.33\/ (06X04) , 060049 (0.6—0.56)+2.33\/ 0804, (0'56)(0'44)]
5 450 50 450

R ealizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

P,y €((0.6-0.56)~2.3340.000480 + 0.000547 , (0.6-0.56)-+2.330.000480+0.000547 )

Luego:
p-D, € ((0.6—0.56)—2.33(0.0320) : (0.6—0.56)+2.33(0.032))

En consecuencia,

P~ p, (0.04-0.0746 , 0.04+0.0746

Finalmente,

p—p€ (—0.0346 : 0.1146)

En conclusion, con un nivel de confianza del 98% se establece que la verdadera
diferencia de proporciones poblacionales se encuentra entre -3.46% y 11.46%.
Lo anterior indica que en 98 de cada 100 muestras tomadas se encuentra el
parametro p, — p,.
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Adicionalmente, en este ejemplo se infieren las tres situaciones siguientes:
)p—p,=0 = p=p,y;

i)P—P,>0 = p>py;

iti) Py — P> <0 = p<p,

3.2.4 Intervalos de confianza para estimar la diferencia de medias poblacionales

En este apartado se determina un intervalo de la forma (a,b), de modo que este
contenga el paraimetro H; —H, con un nivel de confianza de (1 — d). Se busca
especificar los valores a y b tales que:

P(a <y, —H, =b) =1 —x

Una representacion grafica de esta situacion se observa en la Figura 3.12.

o2 N:
... - -— - =

a2 Ly = Ay ]

Figura 3.12 Intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..

Caso 1. De la expresion 2.7 se sigue que:

Z =Xl _XZ _(I"ll _HZ) NN(O,I)

Mediante la distribucidon normal estandar, se trata de determinar:

P(Z, <7 <Z,_,) =1 -

)_(1 _)?2 _(ul _uz)

P(Z, < <7,_)=1-
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La anterior expresion se escribe asi:

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
para el cilculo de la probabilidad, resulta:

=1-a
2 2
0-—1"'&3”1_“23()?1_)?2)_25 =1-a
n, .

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la diferencia de medias
poblacionales cuando se conocen las respectivas desviaciones estandar
poblacionales estd dado por la expresion 3.9.

o . o
6,0

5 ()?1 _)?2)"'21,%

(3.9)
2 52
Al valor ,[—-+—% se le denomina error estindar para estimar la diferencia
nooom
o, .0,
de medias poblacionales. Al valor Z_ =L +=2 e le denomina error de
. .-, 2
estimacion. m L
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Caso 2. De la expresion 2.8 se sigue que

¢ =A_/1 _)?2 —(K —H,)
I 1
7+7
LI

tiene distribucion t-student con n, + n— 2 grados de libertad, donde de S,
se obtiene mediante la siguiente expresion, a partir de datos provenientes de
muestras independientes de poblaciones normales:

o = [(m =DSF +(n, DS]
i n, +n,—2

Luego, se trata de determinar:

P(t, <t <t_,) =1 -«

)_(1 _)_(2 _(ul _uz)

P(t, < <t ,)=1—-&

Figura 3.13 Intervalo de confianza sobre la curva t-student

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

De acuerdo con la Figura 3.13,1a funcion de densidad de una variable aleatoria
t con distribucién f-student permite escribir:

De aqui se deduce que:
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T ¥ /1 ! S o 11
P(—(XI—XZ)H;,SP n_+n_5_(111_“2)5_()(1_Xz)Hl,%Sp n_+n_j:1_a
1 2 1 2

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
involucrado en el calculo de la probabilidad, resulta:

v _¥ /1 1 = = 11
P((XI_X2)_thp n_+n_Z(HI_HZ)Z(XI_Xz)_tl_%Sp n_+n—J:1_a
1 2 1 2

La anterior expresion se escribe de la siguiente manera:

T % /1 ! = o 11
P((XI_XQ)_tl—‘;Sp n_+n_£ul_u2S(Xl_X2)_t%Sp n——i—ﬂ—j:l—q
! 2 1 2

Puesto que la curva t-student es simétrica, se tiene que:

t, =—t

o 1<

)
)

Usando la igualdad anterior en la expresion que le precede, se establece que:

7 _¥ /1 1 > o 11
P((X1_Xz)_tl_%sp n_+n—SH1—|J2£(X1—X2)+tl_%Sp n—+n—]:]—q
o , o

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la diferencia de medias
poblacionales, cuando se desconocen sus correspondientes desviaciones
estandar poblacionales y el tamano de las muestras, es inferior a 30; bajo el
supuesto de varianzas poblacionales iguales (homocedasticidad) esta dado por
la expresion 3.10.

v v ’1 1 = = 1 1
ul_u2e((Xl_X2)_t1_%Sp n_+n_3(X1_X2)+t1_%Sp n_+n—J
o N\ m ) 340

Caso 3. Al proceder de manera similar, pero utilizando la expresion 2.9, se
obtiene que: - —
=X1 _Xz _(IJ1 _uz)
;2 Q2
St
LU

t

con ¢ grados de libertad. Se deduce que el intervalo de confianza para estimar
la diferencia de medias poblacionales cuando se tienen muestras inferiores a
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30 y se desconocen las desviaciones estandar poblacionales, pero considerando
varianzas poblacionales desiguales (heterocedasticidad), corresponde a la
expresion 3.11.

L §2 312 L §2 312
ul_u2€ (XI_X2)_t],2 _1+_25 (Xl_X2)+t]7a7 _1+_2
2 \} n,n, *\'n, n, (3.11)

Caso 4. Al realizar un proceso semejante, pero usando la expresion 2.10, se
establecié que:

)_(1 _)?2 —(Hl _Uz)
S LS

n,.n

Z =

~ N(0,1)

Luego se deduce que el intervalo de confianza para estimar la diferencia
de medias poblacionales cuando se desconocen las desviaciones estindar
poblacionales, pero las muestras tienen tamanos superiores a 30, estd dado por
la expresion 3.12.

— sz g2 L $r o §
W-Wel (X -X)-Z , |+, (X -X)+Z . 20422
2 nl I’l2 2 I’Z] 1’12 (312>

Ejemplo 3.16. En una muestra aleatoria conformada por 22 bolsas de jugo de
la marca A se obtiene un contenido medio de 10 g de fibra con una desviacién
estandar corregida de 1.2 g; en otra, conformada por 25 bosas de esta clase de
jugo, pero de la marca B, se obtuvo un contenido promedio de fibra de 9.8 g,
con una desviacion estandar de 0.95 g; se supone que las muestras provienen
de poblaciones normales. Construir un intervalo de confianza del 95 % para
estimar la diferencia de contenido medio de fibra entre las marcas A y B del
mencionado jugo.

En este caso se tiene:

Marca A Marca B
n =22 n, =25
X, =10 X,=98

A

9
S =12 S, =0.9695
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El valor de la desviacion estindar corregida para la marca B se obtiene de la
siguiente manera:

n,

S? = 1522 =§(0.95)2 =0.9401 — S, =0.9695

2
Ademas,

- =0.95 = & =0.05

X —0.025
2

En la Figura 3.14 se observa el valor aproximado de f obtenido al leer una tabla
t-student con n +n,-2=22+25-2=45 grados de libertad, para un 0.975=97.5 %
de probabilidad. En este caso se obtendra un intervalo de confianza considerando
que las varianzas poblacionales son iguales y se recurrira a la expresion 3.10.

twi=_ 2014 I.az=2014

Figura 3.14 Intervalo de confianza sobre la curva t-student

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

t o Slogrsas =2.014

2

Ahora se calcula Sp ast:

(n, =1)S? +(n, =1)S? \/21(1.2)2 +24(0.9695)" _ [52.8024
S = = = =J1.1733 =1.083
’ \/ n, +1,-2 22 +25 -2 45

Luego, usando:

vy _ v /1 1 S o fl 1
ul_u2e£(X1_X2)_tl%Sp n_+n_ ) (Xl_X2)+tl—%Sp n_+n_J
1 2 1 2

Y reemplazando los valores, resulta:

11 11
- 10-9.8)—2.014(1.083), |—+—, (10-9.8)+2.014(1.083), | — +—
b uZE[( ) (1.083)y—+25 » ( ) (1.083), 25]
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Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

W, —H, € ((10-9.8)—2.014(1.083)(0.2923) , (10—9.8)+2.014(1.083)(0.2923))

Luego,
H,—H, €(0.2-0.6375, 0.2+0.6375)

Finalmente,

W, —H, € (-0.4375 , 0.8375)

En conclusion, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que la diferencia
de medias poblacionales referidas al contenido de fibra en el jugo de las marcas
A vy B esta entre -0.4375 y 0.8375 g. Lo anterior indica que, de cada 100
muestras seleccionadas, en 95 se encuentra el parametro M, —H, .

También en este ejemplo se infieren las tres situaciones siguientes, considerando
igualdad de varianzas poblacionales:

i) Hi—H =0 = Y=,
ii)U1_Uz>0 = Hi > Hy
iii) Wi =M, < 0= W<y

Por otro lado, se supone que las varianzas poblacionales son distintas. En este
caso se utiliza la expresion 3.11 para determinar el intervalo de confianza, pero
inicialmente se calculan los grados de libertad, como se indica a continuacion:

§$ &Y 127 (0.9695) )
St 0 (1.2) +(- )
non, ) 22 25

0.0106

VY 2 = 2 T L= -2=42.11
S12 S22 (1 _2)2 (0.9695)2 0.0001863+0.000054
n, n, 22 25
+> 7 +

En la Figura 3.15 se observa el valor aproximado de ¢ obtenido al leer una tabla
t-student con ¢ = 42 grados de libertad, para un 0.975 = 97.5 % de probabilidad.
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laa=_ 2018 1.a2=2018
Figura 3.15 Intervalo de confianza sobre la curva t-student

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

tl-l; =1y 97542 =2.018

Luego, se usa la expresion 3.11

_ $z g2 o $r g2
W—Wel (X, =X)—t o |+, (X, -X,)+1_. /_1+_2
Nnoon *\n n

Al reemplazar los correspondientes valores resulta:

2 2 2 >
TR (10—9.8)—2.018\/(1’2) +0969) ,(10—9.8)+2.018\/(1'2) ,096%)
2 n T o

Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:
M, —H, € ((10-9.8)—-2.018(0.3210) , (10-9.8)+2.018(0.3210))
Luego
M, —H, €(02-0.6477 , 0.2+0.6477)

Por lo tanto,

W, — M, € (—0.4477 , 0.8477)

En conclusidn, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que la diferencia
de medias poblacionales referidas al contenido de fibra en el jugo de las
marcas A y B estd entre -0.4477 y 0.8477 g, considerando varianzas desiguales
(heterocedasticidad). Lo anterior indica que, de cada 100 muestras seleccionadas,
95 tienen el parametro H; —H,.
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Al considerar varianzas poblacionales diferentes, también se infieren las tres
situaciones siguientes:

i) li—H2=0 = P =}y
ii)”l_l'l2>0 = Hi > My
i) I =M, < 0 = W<y

3.2.5 Intervalos de confianza para estimar la varianza poblacional

En este apartado se busca obtener un intervalo de la forma (a,b) que contenga
al parimetro O con un nivel de confianza de (1 — @). Se busca determinar los
valores a y b tales que:

P(a<0’<bh)=1-«

Una representacion grafica de esta situacion se visualiza en la Figura 3.16. Es
necesario sefalar que se trata de una curva asimétrica.

Figura 3.16 Intervalo de confianza para la varianza poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

La siguiente variable tiene distribucién chi-cuadrado con n-1 grados de libertad:
Q2
» (n=-1S
1= e
Luego, en concordancia con su correspondiente distribucion de probabilidad,
se tiene:

P(re <y <yl =l-a
2 2
En concordancia con la Figura 3.16, se escribe:

(n —1)3’2
2

IA

P(z: <z =l-a
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Aplicando propiedades de las desigualdades de niimeros reales positivos en cada
uno de los miembros de la desigualdad del evento involucrado en el calculo de
la probabilidad, resulta:

De la anterior expresion se obtiene:

1\ 02 1\ Q2
p| DS ey @S]
X Xy s

a
2

La desigualdad anterior se expresa de la siguiente manera:

P

o2 o2
wggz gﬂ =1-a

X, F

2

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la varianza poblacional esta
dado por la expresion 3.13.

, [ n-1S*  (n-1S?
O € Xz , XZ
=% H (3.13)

Puesto que también es factible calcular la siguiente probabilidad:

entonces el intervalo de confianza para estimar la desviacion estandar poblacional
se obtiene mediante la expresion 3.14:

(n-1S>  |(n-18S>

> 2
Xl_g Xg
2

2

(NS

(3.14)

Ejemplo 3.17. El siguiente ejemplo ha sido adaptado de Freund et al. (2000). Una
clase de motor experimental es sometida a 16 pruebas para evaluar su consumo
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de combustible. En esa muestra aleatoria se obtiene una desviacidon estandar
corregida de 2.2 litros. Bajo el supuesto de normalidad para los datos, construir
un intervalo de confianza del 99 % para estimar la varianza poblacional como
indicador de la verdadera variaciéon del consumo de combustible; asimismo,
determinar un intervalo de confianza para estimar la desviacién estandar
poblacional.

Los requerimientos son los siguientes:

A

S§=22
n=16
] - =0.99 = & =0.01
X ~0.005
2
1-% =0.995
2

En la Figura 3.17 se observan los valores de los cuantiles obtenidos al leer una
tabla chi-cuadrado n -1=16 — 1=15 grados de libertad, para un 0.005=0.5 % y un
0.995=99.5 % de probabilidad acumulada, respectivamente.

\x
b a2 =0.005
B
""—u\_\_\_\_\_\-
2 -
a1 = 4,601 £ afz =32.801

Figura 3.17 Intervalo de confianza sobre la curva chi-cuadrado

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Xlz—% - Xg.995,15 =32.801
X3 = X g5 =4.601

Luego, usando la expresion 3.13:

o e (n-1S*  (n-1)8

2

> 2
Xl_ﬂ XQ
2 2
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y reemplazando los valores, resulta:

0_26[(16—1)(2.2)2 ’ (16—1)(2.2)2J
32.801 4.601

Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

, (726 726
o’ e ,
32.801 ~ 4.601

Por consiguiente,

o’e (2213, 15.779)

En conclusion, con un nivel de confianza del 99 % se infiere que la varianza
poblacional en referencia al consumo de combustible estd entre 2.213 y
15.779. Lo anterior indica que, de cada 100 muestras seleccionadas, 99 tienen
el parametro 0°°.

Ahora, para estimar la desviacidon estandar poblacional se usa la expresion 3.14:

(-S>  |(n-18S>

2 ’ 2
Aa
2

X
-

(ONS

y al sustituir los valores pertinentes se obtiene:

. (16-1)(2.2)° [(16-1)(2.2)°
32.801 4.601

Asi, entonces,

oe (V2213 , V15779)

Por lo tanto,

o e (1.4876 , 3.9722)

En conclusion, con un nivel de confianza del 99 % se infiere que la desviacion
estandar poblacional en referencia al consumo de combustible estd entre 1.4876
y 3.9722 litros. Lo anterior indica que, de cada 100 muestras seleccionadas, 99
tienen el paraimetro O .



Victor Miguel Angel Burbano Pantoja 118 Margoth Adriana Valdivieso Miranda

3.2.6 Intervalos de confianza para estimar el cociente de varianzas poblacionales

En este apartado se desea obtener un intervalo de la forma (a,b) que contenga
2

el parimetro —-, con un nivel de confianza de (1 — @). Se busca determinar
2

los valores a y b tales que:

2
Pla<2i<bh)=1-a
g
2

Una representacion grafica de esta situacion se observa en la Figura 3.18. Es
necesario sefalar que se trata también de una curva asimétrica para la derecha.

F_ E

al 1-a

Figura 3.18 Intervalo de confianza para el cociente de varianzas poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

En consonancia con la expresion 2.11, la variable F tiene distribucién de
Fischer con n -1 grados de libertad para el numeradory n-1 grados de libertad
para el denominador,

Luego, en concordancia con la distribucién de probabilidad de Fisher, se tiene:

P(F, <F <F_,) =1 -«

De acuerdo con la Figura 3.18, se escribe:
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Aplicando propiedades de las desigualdades de ntimeros reales positivos en
cada uno de los miembros de la desigualdad del evento al cual se le calcula la
probabilidad, resulta:

1 1 1
Pl—2 = 22— =l-o
Fg S, 0, Fl-g
S;o}

De la anterior expresion se obtiene:

o2 2 o2

ASI > —l 5

S’F, o, S°F
2 % 2 27—

=1-0

3
La desigualdad anterior se expresa de la siguiente forma:

Pl T S
S;F,

a
2

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar el cociente de varianzas
poblacionales esta dado por la expresion 3.15.

-3 $ (3.15)

Ejemplo 3.18. Se hizo un estudio para comparar los contenidos de nicotina
de dos marcas de cigarrillos. En una muestra aleatoria de 10 cigarrillos de la
marca A se encuentra un promedio de 3.5 mg de nicotina, con una desviacidon
estandar corregida de 0.5 mg, mientras que en una muestra aleatoria de 8
cigarrillos de la marca B se obtiene un promedio de 2.9 mg de nicotina, con
una desviacion estandar de 0.7 mg; se supone que los dos conjuntos de datos
provienen de muestras independientes seleccionadas de poblaciones normales.
Construir un intervalo de confianza del 98 % para estimar el cociente de
varianzas poblacionales.
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En este caso se tiene:

Marca A Marca B

n, =10 n,=8

X, =35 X,=29

S, =0.5 S, =0.7483

El valor de la desviacion estandar corregida para la marca B se obtiene de la
siguiente manera:

/\2 _ n2
S, =

= s? =§(0.7)2 =0.56 = S, =0.7483

2

Ademas,

- =098 =« =0.02

X

— =0.01

2
En la Figura 3.19 se observan los valores de los cuantiles obtenidos al leer una
tabla F de Fisher con n -1=10-1=9 grados de libertad para el numerador, y

n,-1=8-1=7 grados de libertad para el denominador; estos corresponden a un

0.01=1 % y 0.99=99 % de probabilidad.

0.01 .83

1 a2 al =001
1 i
Fon 01782 Fan=672

Figura 3.19 Intervalo de confianza sobre la curva de Fisher

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

F  =F

109997
2

=6.72

FO( =F =#=
2

1
0.01,9,7 E).99,7,9 561

=0.1782
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Luego, usando la expresion 3.15:

2 o2 o2
g, c S S

2 a2 > &2
g, s s S2F%

al reemplazar los respectivos valores resulta:

o E[ (0.5)? (0.5) j

o, (0.7483)%(6.72) ~ (0.7483)*(0.1782)

Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

2

0,

o E( 0.25 0.25 j
3.7628 ° 0.09978

Por consiguiente,

2

I < (0.0664 , 2.5055)

En conclusion, con un nivel de confianza del 98 % se infiere que el cociente
de las varianzas poblacionales en referencia a la cantidad de nicotina de las dos
marcas de cigarrillos esta entre 0.0664 y 2.5055. Lo anterior indica que, de cada

2

. 7 1
100 muestras seleccionadas, en 98 se encuentra el parametro — .
2
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Actividades para el estudio independiente Capitulo 3

3.1 Para la variable aleatoria X, con distribucidon exponencial, determinar el
estimador maximo verosimil. R ecuerde que la funcién de densidad de probabilidad
esta dada por:

Ae™ six>0 con)\ >0

f(xN)= 0

six<0

3.2 En la empresa azucarera AA, la cantidad de aztcar depositada por la maquina
M en cada uno de los paquetes se distribuye normalmente con desviacion
estandar de 2 g; de un lote de 500 paquetes se toma una muestra aleatoria de
25 paquetes (bolsas) empacados por tal maquina, y se encuentra un contenido
promedio de 2500 g. Construir un intervalo de confianza del 98 % para estimar
la verdadera media de empacado en las bolsas en el lote que se produzca a través
de la maquina M.

3.3 De un lote de 200 unidades del producto LM se ha seleccionado una
muestra aleatoria de 10 unidades, obteniéndose un peso neto promedio de
1000 g, con una desviacion estandar corregida de 5 g;si se asume que los datos
provienen de una distribucién normal, determinar un intervalo de confianza
del 95 % para estimar el verdadero peso promedio de las unidades del producto
en la poblacion.

3.4 En el departamento de Boyaca, Colombia, se tom6 una muestra aleatoria
de 500 ciudadanos y se les preguntd si pertenecen o no a la poblacion
econémicamente activa de este departamento; 350 de los encuestados
respondieron que si pertenecen a esta poblaciéon. Construir un intervalo de
confianza del 99 % para estimar la verdadera proporciéon de ciudadanos que
pertenecen a la poblaciéon econdémicamente activa de este departamento.

3.5 En un centro de distribucién de computadores se ofrecen computadores
de dos marcas diferentes en un periodo de tiempo especifico; se selecciona
aleatoriamente un mes y se encuentra que se venden 350 computadores, de un
total de 500, de la marca A,y 333, de un total de 450, de la marca B. Determinar
un intervalo de confianza del 98 % para estimar la diferencia entre las verdaderas
proporciones de las marcas A y B de computadores que se venden en todo el
mercado en ese mes.

3.6 Se analiza el contenido de oro presente en una aleacién; en una muestra
especial de 40 circuitos integrados se encontr6 un contenido medio de 5.8 u.i
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de oro, con una desviacion estandar de 0.6 u.1 de oro; asimismo, se inspecciona el
contenido de oro en otra muestra aleatoria de 50 circuitos integrados corrientes,
detectandose un contenido promedio de 5 u.i, con una desviacién estandar de
0.8 u.i;se supone que las muestras provienen de poblaciones normales. Construir
un intervalo de confianza del 95 % para estimar la diferencia de contenidos
medios de oro de la primera clase de circuito con respecto a la segunda.

3.7 El siguiente ejemplo ha sido adaptado de Canavos (1988). Un determinado
procedimiento produce cierta clase de cojinetes de bola cuyo didmetro interior
es de 5 cm; se selecciona una muestra aleatoria de 12 de esos cojinetes, y al
medir sus didmetros internos se obtiene una desviacidn estandar corregida 0.03
centimetros. Bajo el supuesto de normalidad para los datos, construir un intervalo
de confianza del 99 % para estimar la varianza poblacional; asimismo, determinar
un intervalo de confianza para estimar la desviacion estindar poblacional.

3.8.Se tiene la creencia de que los egresados de la titulaciéon de Administracion
de Empresas obtienen un salario promedio mayor que el de los egresados
de la titulacion de Economia; ademas, se quiere saber si la variacidon de sus
correspondientes salarios difiere. Para comprobarlo se ha tomado una muestra
aleatoria de 10 administradores, obteniéndose una media muestral de 2 600
000 pesos por mes, con una varianza corregida de 1 200 000 pesos, mientras
que en una muestra aleatoria de 13 economistas se ha obtenido un promedio
de 2 400 000 pesos por mes, con una varianza de 1 300 000; se supone que los
dos conjuntos de datos provienen de muestras independientes seleccionadas
de poblaciones normales. Construir un intervalo de confianza del 98 % para
estimar el cociente de varianzas poblacionales.
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Ejercicios para el capitulo 3

3.1 Indagar sobre la forma como se construye el intervalo de confianza para
muestras pareadas, también denominadas muestras relacionadas o emparejadas;
ademas, proporcionar un ejemplo de aplicacion.

3.2 Se supone que la cantidad de cemento que una maquina empaca en cada
bulto es una variable aleatoria con desviacion tipica poblacional de 1 kg. Se
toma una muestra aleatoria de tamano 20 y se obtiene una media de 50 kg.
Obtener un intervalo de confianza del 95 % para estimar la media poblacional.

3.3 Un jugador de fatbol anota 120 goles en 500 lanzamientos (cobros) desde
el punto penal, en los entrenamientos. Construir un intervalo de confianza del
99 % para estimar la verdadera proporcioén de la efectividad del jugador.

3.4 Una determinada clase de estufa de gas se somete a 11 pruebas para evaluar
su consumo. En esa muestra se obtiene una desviacion estindar corregida
de 1.8 litros. Construir un intervalo de confianza del 95 % para estimar la
varianza poblacional como indicador de la verdadera variacion del consumo de
gas; asimismo, construir un intervalo de confianza para la desviacién estindar
poblacional.

3.5 En un centro de distribucién de monitores para computador de mesa
se distribuyen monitores de dos marcas diferentes en un periodo de tiempo
determinado; en una semana se venden 200 monitores, de un total de 350, de
la marca A, y 180, de un total de 300, de la marca B. Hallar un intervalo de
confianza del 96 % para estimar la verdadera diferencia entre las proporciones
de las marcas A y B que se venden en todo el mercado.

3.6 En una muestra de 20 unidades de un producto se obtuvo un peso neto
promedio de 250 g, con una desviacion estandar corregida de 5. Encontrar un
intervalo de confianza del 98 % para estimar el verdadero peso promedio de las
unidades del producto.



