Distribuciones usuales de muestreo

En este capitulo se presentan las distribuciones de probabilidad asociadas con
los estimadores o estadisticas mas frecuentes, entre ellas, la distribucidn normal,
la chi cuadrado,la t-student y la de Fisher; estas distribuciones posibilitan el estudio
de variables aleatorias como la media, la varianza y la proporcion muestral, la
diferencia de medias y de proporciones muestrales y el cociente de varianzas
muestrales. Asimismo, se proporcionan ejemplos de aplicacion alusivos.

2.1. Distribuciones de probabilidad de uso frecuente en inferencia
estadistica

Algunos de los aspectos tedricos considerados en esta secciéon son asumidos
o adaptados de los conceptos expuestos al respecto por diversos autores:
Alvarado & Obagi (2008), Bickel & Doksum (1977), Blanco (2004), Burbano
y Valdivieso (2015), Canavos (1988), Freund y Miller (2000), Gutiérrez et al.
(2008), Lindgren (1993), Mayorga (2003), Nieves, Sanchez & Clicero (2010) y
Shao (1999), por citar algunos.

2.1.1 Distribucion normal

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de
parametros U y g, donde M es un ntmero real y O es un namero real
positivo, si su funcion de densidad es (Bickel & Doksum, 1977; Burbano et al.,
2015):

1 C1(x-pY
f(x)—o_\/%exp{ 2( - j}, xeR
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La representacidn grafica de esta funciéon de densidad se indica en la Figura 2.1;
la curva de esta densidad suele denominarse campana de Gauss, y el area bajo
la curva tiene un valor de 1.

v

830 p-20 plc uw w+lo prlop+ic X

Figura 2.1 Funcién de densidad de la variable aleatoria X normal

Fuente: los autores apoyados en el software libre R.

Ademais, la funcidn f, por tratarse de una funcién de densidad, cumple con las
dos siguientes condiciones:

i) f(x)=0

x—

0 1 a2 ( )2
i) |f(xX)dx=|——e ‘°’dx=1
Jo l V210
En cuanto al valor esperado y la varianza de la variable aleatoria X se cumple:
i) E(X)=p
ii) Var(X) =0°

En el caso particular de que Y =0 y 0 =1 ,se tiene la densidad de la distribucion
normal estandar; esta queda expresada de la siguiente manera:

! exp{—%xz}, xeR

NGE

La mencionada densidad se deduce realizando la siguiente estandarizacion de

f(x) =

la variable involucrada:

z _X~H
(0}

dz =idx
(0}

La funcién de densidad de la distribucion normal estandar satistace la siguiente
igualdad:
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2

o}f(z)dz=°}\/;_e_; dz =1
Kl a2

La densidad de la distribuciéon normal estandar para la variable aleatoria Z es:

2

L7
f(z)_\/ﬁe

Sin pérdida de generalidad, esta funcidn se escribe de la siguiente forma:

1

f(x)= ﬁexp{—%xz}, X€eR

Donde f(x) es una funcién de densidad de probabilidad para la variable
aleatoria X . La funcién de distribucidén de probabilidad para la variable
aleatoria Z con distribuciéon normal estandar es la siguiente:

F(z)=P(Z<z)=d(z) = j \/;TT exp {—%tﬂ dt

En la Figura 2.2 se observa la funcién de densidad de la distribuciéon normal
estandar; se trata de una curva simétrica con respecto al eje vertical, dado que
esta funcion de densidad satisface que f(—x)= f(x), hecho que también
indica que f es una funcién par. El area bajo la curva fes igual a 1, en la parte
izquierda se ubica un area igual a 0.5=50 % y en la parte derecha se tiene un
area de 0.5 como resultado de la simetria. Los valores en el eje horizontal para
la variable estandarizada estan aproximadamente entre -3.6 y 3.6.

fiz)

0.5 0.5 \
o 1 2 3 Z

Figura 2.2. Funcién de densidad de la variable aleatoria Z normal estindar

et
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Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.1. En la Figura 2.3 se indica el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al cilculo de la probabilidad P(Z <2.14);esta ha de leerse
en una tabla para la distribucién normal estandar.
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F(2.14) = P(Z <2.14) = ®(2.14) = 0.9838

'Iri:-‘-/ }

i
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Figura 2.3 Area bajo la curva normal estindar P(Z < 2.14)

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Ejemplo 2.2. En la Figura 2.4 se ha sombreado el valor del area bajo la curva
normal estandar equivalente al calculo de la probabilidad,

F(-1.22)=P(Z <-122)=d(-1.22) =0.1112

fiz)
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Figura 2.4. Area bajo la curva normal estaindar P(Z < —1.22)

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.3. En la Figura 2.5 se muestra el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad

P(Z <0.86)=0.8051=80.51 %
fte)

s 2 1 @ 1 =z 9% £Z

Figura 2.5 Area bajo la curva normal estindar P(Z < 0.86)

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.
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Ejemplo 2.4. En la Figura 2.6 se indica el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad

P(Z2142)=1-P(Z<1.42)=1-0.9222=0.0778=7.78 %
fiz)

a 2 1 @8 & I 42
Figura 2.6. Area bajo la curva normal estindar P(Z >1.42)

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Ejemplo 2.5. En la Figura 2.7 se presenta el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad

P(-138<Z <2.47)=P(Z <2.47-P(Z <-1.38)
P(-1.38<Z <2.47)=0.9932—0.0838 = 0.9094

F 8 B
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Figura 2.7. Area bajo la curva normal estandar P(—1.38 < Z <2.47)

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R..

Ejemplo 2.6. En la fabrica A se ha establecido que la duracién (en horas) de los
bombillos que se producen se distribuye normalmente con media de 800 horas
y desviacion estandar de 50 horas. Si de forma aleatoria se toma un bombillo
de la produccion:

a) ;Cudl es la probabilidad de que dure maximo 842 horas?
b) ;Cual es la probabilidad de que dure por lo menos 718 horas?
¢) ;Cual es la probabilidad de que dure entre 782 y 917 horas?

M =800 horas, 0 =50 horas
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X : duracién en horas de un bombillo cualquiera producido por la fabrica A.

G)P(X£842)=P(X M 8427 “j P(Z<7842_800j
o (0) 50

P(X <840)= PZ<% =P(Z£<0.84)=0.7995=79.95 %

A

Figura 2.8. Area bajo la curva normal estindar P(Z < 0.84)

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

La probabilidad de que un bombillo escogido aleatoriamente de la produccion
presente una duraciéon maxima de 842 horas es del 79.95 %. Una representacion
de este caso se indica en la Figura 2.8.

b) P(XZ718)=P(X‘“ > 718—14):1{22@)
o o 50

P(X 2718) =P(Z 2-1.64) =1 =P(Z <-1.64) =1 —0.0505 =0.9495 =94.95 %

'IIT:/ }

A
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Figura 2.9. Area bajo la curva normal estindar P(Z >—1 .64)

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

La probabilidad de que un bombillo escogido de forma aleatoria de esa
produccién dure por lo menos 718 horas es del 94.95 %. Una representacion
de la anterior situacion se tiene en la Figura 2.9.

782-p _X-p 3917_”j

o) P(782£X§917)=P(
g (0) (0)
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P(782< x <903) = p| 1522800 5 2172800 b (36< 7 <234
50 50
P(782< X <917)=0.9904 —0.3594 = 0.631=63.1 %
fz)

=N

/I

s 2 -1 0 1 =z 83 Z

Figura 2.10. Area bajo la curva normal estindar P(—=0.36 < Z < 2.34)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que un bombillo escogido aleatoriamente de la producciéon
dure entre 782y 917 horas es de 63.1 % (ver Figura 2.10).

2.1.2 Distribucion chi-cuadrado
Si X,,X,,..,X, son variables aleatorias independientes, cada una con

distribucién normal estindar, Y4 =0 y O=1, entonces la siguiente variable
aleatoria tiene distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad:

=X X L =D X
i=l

Es decir, una variable aleatoria chi-cuadrado es la suma de n variables aleatorias
en las condiciones mencionadas, cada una de ellas elevada al cuadrado.

Una variable aleatoria X tiene distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad
st su funcién de densidad es:

El x;_lexp[—ij st x>0
J(x)=12"T(3) 2

0 si x<0

Donde T'(.)es la funcién gamma dada por:

(o) = I * " exp(—t)dt conoL >0
0

La representacion grafica de la funcion de densidad para una variable aleatoria
X que tiene distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad se indica en
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la Figura 2.11; se trata de una curva asimétrica hacia la derecha; en esta, el area
bajo la curva tiene valor de 1.

ftx)

X

Figura 2.11. Area bajo la curva chi-cuadrado con n grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Por supuesto, la funcién f, por tratarse de una funcién de densidad de
probabilidad, cumple con las dos siguientes condiciones:

i) f(x)=0
ii) If(x)dx I ;( )xg exp(—gj dx=1

De la funcidén gamma se deducen los siguientes resultados:

I'(n)= J- " exp(—t)dt=(n-1)! siempre que n sea entero positivo
0

rR)= Tr“ exp(~1)dt=2-1)!=11=1

T(3)= [ exp(~t)d=(3-1)!=2!=2

0
Asimismo, es posible demostrar que se cumple la siguiente igualdad:
() = [ exp(-t)di=m

0

Si X es una variable aleatoria con distribucidn chi-cuadrado con n grados de
libertad, entonces se deduce que:

i) E(X)=n
ii) Var(X)=2n

La funcién de distribucién de probabilidad para la variable aleatoria X con
distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad es la siguiente:



Inferencia Estadistica Bésica 53 Apoyo al estudio independiente

I oA eXp(_éj dt six>0
22T (2 t s1x=>
PX <x)=102 TG *

0 six <0

Ejemplo 2.7. En la Figura 2.12 se indica el valor del area bajo la curva de la
densidad chi-cuadrado equivalente al cilculo de la probabilidad P(X <18.307)
con n=10 grados de libertad; suele denotarse con % 595,]0 la distancia sobre el
eje horizontal cuya area bajo la curva es de 0.95; esta se lee en una tabla para la
distribucion chi-cuadrado.

P(X <18.307)=0.95

fix)

095

Zassio = 18307

Figura 2.12 Area bajo la curva chi-cuadrado con n = 10 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.8. En la Figura 2.13 se indica el valor del area bajo la curva de la
densidad chi-cuadrado, equivalente al calculo de la probabilidad P(X <5.226)
con n =12 grados de libertad; X 3 0s.12 denota una distancia sobre el eje horizontal;
esta se lee en una tabla para la distribucion chi-cuadrado.

P(X <£5.226)=0.05

fix)

lo.os

I Xaosn = 5.226

Figura 2.13 Area bajo la curva chi-cuadrado con n = 12 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R..
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Ejemplo 2.9. A continuacién se presentan algunos valores de la distancia chi-
cuadrado para valores especificos de probabilidad o del area bajo la curva de la
densidad chi-cuadrado; estos son susceptibles de ser verificados en la tabla de esta
distribucién (ver Blanco, 2004):

Xio915 =30.578
Logrsys =27.488
Xoo0s =13.36
Lo ona0 =826
Xooss.a = 5.629

Ahora, si Z es una variable aleatoria con distribucidn normal estandar,
M =0 y 0=1, entonces la variable aleatoria Z ? tiene distribucion chi-cuadrado
con n = 1 grados de libertad. Lo anterior quiere decir que si X es una variable
aleatoria con distribuciéon normal con media P y desviaciéon estandar O,

z-X-H

2
~N(0,1) implica que 72 = (ﬁj
(0)

tiene distribucién chi-cuadrado con n = 1 grados de libertad. Ademas, es posible
mostrar que la variable aleatoria

(n-1)8?

O.2

tiene distribucién chi-cuadrado con n - 1 grados de libertad.

SiX,X,,..,X, es una muestra aleatoria para estudiar la variable aleatoria
. . ., . . e &2

X, con distribuciéon normal, entonces, las variables aleatorias X yS§° son

independientes.

2.1.3 Distribucion t-student

Si Z es una variable aleatoria con distribuciéon normal estandar, 4 =0 y 0=1,y
st Y es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n grados de
libertad, pero Z y Y son independientes, entonces, la variable siguiente se
denomina variable aleatoria t-student con n grados de libertad:

T =

ﬁ‘N
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Es decir, una variable aleatoria t-student es el cociente entre una variable
normal estindar y la raiz cuadrada de una variable chi-cuadrado dividida por
sus grados de libertad.

Una variable aleatoria X tiene distribucion t-student con n grados de libertad si
su funcion de densidad de probabilidad es:

1 r n+l 2 7(%)
1“((2)) 1+ con o0 < x <o
™I n

fx)=

Donde I'(.)es la funciéon gamma definida en el apartado anterior.

La representacion grafica de la funcidn de densidad para una variable aleatoria
X que tiene distribucion t-student con n grados de libertad se indica en la Figura
2.14; se trata de una curva simétrica similar a la curva normal estindar, pero
mas aplanada y con sus colas un poco mas altas que aquella; el area bajo la curva
también tiene un valor de 1.

flx)
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Figura 2.14. Area bajo la curva t-student con n grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Por supuesto, la funcién f por tratarse de una funcidén de densidad de
probabilidad, cumple con las dos siguientes condiciones:

i) f(x)=0
n+l 7(%1)
i7) If(x)d I\/l_l;(( )) 1+7 dx =1

Si X es una variable aleatoria con distribucion t-student con n grados de libertad,
entonces, se deduce que:
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i) E(X)=0

n
con n>3

i) Var(X) =

La funcién de distribucidén de probabilidad para la variable aleatoria X con
distribucion t-student con n grados de libertad es la siguiente:

X n+l 2 7(%)
F()=P(X <x)= | \/iTTFF((z))[H%J d

Ejemplo 2.10. En la Figura 2.15 se indica el valor del area bajo la curva de
la densidad t-student equivalente al calculo de la probabilidad P(z <1.812)
con n=10 grados de libertad; el valor denotado con f;,s,, corresponde a un
valor sobre el eje horizontal; la probabilidad se ha de leer en una tabla para la
distribucion t-student.
P(t<1.812)=0.95
1

e

fogsyp = 1812

Figura 2.15. Area bajo la curva t-student con n = 10 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.11. En la Figura 2.16 se indica el valor del area bajo la curva de la
densidad t-student, equivalente al calculo de la probabilidad P(¢ < -2.131) con
n =15 grados de libertad; el valor denotado con £ 5,5 corresponde a un valor
sobre el eje horizontal; la probabilidad se lee en una tabla para la distribucion
t-student.

P(t<-2.131)=0.025
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fit)

0025
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famzsas = 2731

Figura 2.16. Area bajo la curva t-student con n = 15 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el software libre R.

Ejemplo 2.12. En la Figura 2.17 se indica el valor del area bajo la curva
de la densidad t-student, equivalente al cilculo de la probabilidad
P(—1.697 <t <2.042) con n = 30 grados de libertad; en este caso se aplica el
siguiente criterio para leer la tabla de la distribucion t-student.

P(~1.697 <t <2.042) = P(t <2.042)— P(t <—1.697) = 0.975—0.05 = 0.925
)

! -I o ! !
bosso = _J go7 bgmzo= 2042
Figura 2.17. Area bajo la curva t-student con n = 30 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R..

Ejemplo 2.13. Enseguida, se presentan algunos valores sobre el eje horizontal,
correspondientes a valores especificos de probabilidad o del area bajo la curva
de la densidad t-student; estos son susceptibles de verificar en la tabla de esta
distribucion.

Logo1n = 2.681

t -2.624

001,14 —
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loorss0 = 1.990
lhosra = 1.71

2.1.4 Distribucion F de Fisher

Si X es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con m grados de
libertad, y si ¥ es otra variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con n
grados de libertad, pero X'y Y son variables aleatorias independientes, entonces,
la variable siguiente se denomina variable aleatoria de Fischer, con m y n grados
de libertad, respectivamente:

B
Il
s [~

Es decir, una variable aleatoria de Fisher es el cociente entre dos variables chi-
cuadrado, cada una dividida por sus grados de libertad.

Una variable aleatoria X tiene distribucion de Fisher con m y n grados de
libertad si su funcién de densidad de probabilidad es:

r ( m+n j
—2m%n%x[?_l) (n + mx) 7(”1;"] si x>0
7O (3 )r(3)

2 2

0 si x<0

Donde I'(.) es la funcién gamma definida en los apartados anteriores.

La representacion grafica de la funcidon de densidad para una variable aleatoria
X que tiene distribucion de Fisher con m y n grados de libertad se indica en la
Figura 2.18; se trata de una curva asimétrica hacia la derecha; en esta, el area
bajo la curva tiene un valor de 1.



Inferencia Estadistica Bésica 59 Apoyo al estudio independiente

fim}

X

Figura 2.18. Area bajo la curva de Fisher con m y n grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R..

Por supuesto, la funcién f por tratarse de una funcién de densidad de
probabilidad, cumple con las siguientes dos condiciones:

i f(x)=0

m+n

RS ER T
ii) I f(x)dx = j—zmzngx 2 (n+mx) _(T]dx =1
{5 )r(s)

Si X es una variable aleatoria con distribucion de Fisher con m y n grados de

—00

libertad, entonces, se deduce que:

n

i) E(X)= con n>2

2n*(m+n—2)

i) Var(X) = Ty

con n>4

La funcién de distribucién de probabilidad para la variable aleatoria X con
distribucion de Fisher con m y n grados de libertad es la siguiente:

m+n
x F( ) j m ﬁ(ﬂ,lj i
P(X<x)= I—mznzf ’ (n+mt)7( 2 jdt six>0
=770

0 six<O0

Ejemplo 2.14. En la Figura 2.19 se indica el valor del area bajo la curva de la
densidad de Fisher, equivalente al calculo de la probabilidad P(X <3.07) con
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m = 8y n = 10 grados de libertad; suele denotarse con Fjys5,, la distancia
sobre el eje horizontal, cuya area bajo la curva es de 0.95; esta ha de leerse en
una tabla para la distribucion de Fisher.

P(X <3.07)=0.95

(7]

0as

|
Fiossnn= 307

Figura 2.19 Area bajo la curva de Fisher con m = 8y n = 10 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R..

Ejemplo 2.15. En la Figura 2.20 se observa el valor del area bajo la curva de la
densidad de Fisher, equivalente al calculo de la probabilidad P(X <0.2159) con
m =11y n =9 grados de libertad; se trata de calcular F 4, correspondiente
a la distancia sobre el eje horizontal cuya drea bajo la curva es de 0.01; esta no se
puede leer directamente en una tabla de la distribucion de Fisher; en este caso,
se ha de recurrir a la siguiente féormula de interpolacion:

1
F, = = =0.2159
0.01,11,9 }70-99’9’11 463
P(X <0.2159)=0.01
fixp
- oo

Fopns =0.2139

Figura 2.20 Area bajo la curva de Fisher con m = 11y n = 9 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.16. Enseguida se presentan algunos valores de la distancia sobre el
eje horizontal para valores especificos de probabilidad o del area bajo la curva
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de la densidad Fisher; estos se determinan con la tabla de esta distribucién (ver
Blanco, 2004).

Fyg974 =14.98

E).95,6,8 =3.58
E).01,5,9 = ! = ! ~(0.0984
F;)‘99,9,5 10.16
1 1
E).o 612 = = =0.25
i FZJ.95,12,6 4.00

2.2. Distribuciones muestrales

En esta seccion se presentan las distribuciones correspondientes a la media,
proporcidn y varianza muestral, ademas de las distribuciones de la diferencia
de proporciones, medias y cociente de varianzas muestrales. Algunos de los
aspectos tedricos considerados en esta seccion son asumidos o adaptados de
los conceptos expuestos al respecto por diversos autores, entre ellos: Bickel
& Doksum (1977), Canavos (1988), Lindgren (1993), Shao (1999), Freund y
Miller (2000), Mayorga (2003), Blanco (2004), Gutiérrez et al. (2008) y Burbano
y Valdivieso (2015).

2.2.1 Distribucion de la media muestral

Si X,,X,,...X, para n >1 es una muestra aleatoria con E(X,)=HU vy

Var(X,) =0 ? entonces X es una variable aleatoria; esta tiene distribucion de
probabilidad y para determinarla se ha de tener presente que se esta trabajando
con una muestra de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, por consiguiente:

n

25| B B et B g

E(X)=E| = —u

n n n
— X Var(X))+Var(X,)+..+Var(X ) no’> o°
Var(X)=Var| = = ! 2 A= ——=—

n n n n
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Luego
E(X)=p
2
Var(X)=2-
n

Usando el teorema central del limite, se tiene que la siguiente variable aleatoria
Z tiene distribucidon normal estindar:

:)?—E()?):)?—u:)_(—u
Var(X) o’ g
o An

n

Z

Asi, entonces,

XV v

g
Jn 2.1)

La expresion 2.1 se utiliza para una poblacién infinita con desviacion estandar
conocida. Ahora, si el muestreo se realiza sin reemplazo en una poblacidn finita
de tamano N, entonces, en concordancia con Freund y Miller (2000), se deduce
que:

7 =

E(X)=p
— _o’_2 N-n
I%MX)—iZ(N_Ij

Aplicando el teorema central del limite a la variable promedio muestral, se
obtiene que la variable aleatoria Z siguiente tiene distribuciéon normal estandar:

X-E(X) X-p -
7= <) _
\/Var(X) o'z(N—nj g |[N-n
n\N-1 \/; N-1
X0 v
KA N-n
&{ N4] (2.2)

La expresion 2.2 se utiliza para una poblacion finita de tamano N con desviacion

Luego
7 =

estandar conocida.
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Ahora, si la desviacion estandar O es desconocida, pero constante, entonces la
variable aleatoria Z tiene distribucidon normal estandar:

_X-u

A ~ N(0,1)

n

Por otro lado, la siguiente variable aleatoria tiene distribucidon chi-cuadrado
con n-1 grados de libertad cuando se muestrea de una poblaciéon normal:

(n-1S 2
o 2
Luego el cociente entre la variable normal estandar anterior (expresion 2.1) y
la raiz cuadrada de la variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con n-1

grados de libertad dividida por sus n-1 grados de libertad tiene distribucion
t-student con n-1 grados de libertad, asi:

z=2—H

o
= Jn :XTH
(n-ns*, S
S A CEn N

En consecuencia,

Jn 2.3)

tiene distribucion t-student con n -1 grados de libertad; ademas, la expresion
2.3 se utiliza con frecuencia para n menor que 30.

Para una muestra aleatoria proveniente de una poblacién finita de tamafio n
con desviacion estandar desconocida, entonces, se deduce que
fo XM
S |N-n

Jr I N-1 (2.4)
corresponde a una variable aleatoria con distribucion t-student con n-1 grados

de libertad; esta se utiliza con frecuencia para n menor que 30 con poblaciones
finitas y con desviacién estandar poblacional desconocida.
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Ejemplo 2.17. De los datos de la variable X (utilidades en millones de pesos
por dia de las cinco empresas mas eficientes en la ciudad de Paipa, Boyaca-
Colombia, en el ano 2014), considerados en el ejemplo 1.11, a saber: 12, 11,
10, 9, 8, obtener todas las muestras de tamafio n=2 seleccionas por medio
de un muestreo aleatorio simple sin reemplazo, determinar el promedio para
cada muestra, construir la distribucidn de probabilidad para la variable aleatoria
“media muestral”, obtener su valor esperado y su varianza y verificar si se
cumplen las igualdades para la esperanza matematica y la varianza presentadas
por Freund y Miller (2000).

Como se tiene que N = 5y n = 2, entonces, el nimero total de muestras
distintas que son posibles de obtener es:

NY_(S\__st _st_120_
n) \2) 215-2)1 2131 12

Estas muestras son las siguientes:

M, ={12,11}, M, ={12,10}, M, ={12,9}, m, ={12,8}, M, ={11,10},

M, ={11,9}, M, ={11,8}, M, ={10,9}, M, ={10,8}, Mm,, ={9,8}

Sus correspondientes medias muestrales son:

CoRHll o 12410 - 12 Y T
RELILINTY S QLIS EL-LL AN} QAL ST L URTIY
2 2 2 2

_o1 _on o o _
JELLLRTYS ALY S ALY AL LIS AL Y
2 2 2 2 2

Los anteriores valores indican que la media muestral es una variable aleatoria
que cambia de valor a medida que se cambia de muestra (con tamano de
muestra constante).

De acuerdo con lo establecido en el apartado 1.3 del primer capitulo, la funciéon
de probabilidad asociada a esta variable aleatoria es:

Y =115)=. (¥ =11)=—. 7(¥ =105)==. 7 (¥ =10)=2>
f(X—ll.S)—lo,f(X 11) 1O,f()( 10.5) 1O,f()( 10) -~

r& =9-5)=%, r(x =9)=%’ /(X =85 =%
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El valor esperado o esperanza matematica de la variable aleatoria es:

E(X) :11.5[%)“1(%)+10.5[%)+10(%}+9.5(%}+9(%)+8.5(%]

E()?):11'5+11+21+1(2)0+19+9+8'5 _ 11000 10

Ahora, para calcular la varianza, en primera instancia se calcula:

R R R T

(11.5)° +117 +2(10.5)* + 2(10)* + 2(9.5)> + 9% + (8.5)°
10

E(X?) =

) _ 132.25+121+220.5+200+180.5+81+72.25 1007.5

E(X
10 10

=100.75

Con los resultados anteriores, se calcula asi la varianza:
Var (X)=E(X*)-(E ()?))2 =100.75—-(10)* =100.75-100=0.75

En el ejemplo 1.11 ya se obtuvieron el valor esperado y la varianza de la
variable utilidades; estos fueron:

M =10
o’ =2
Por otro lado, en concordancia con Freund y Miller (2000), se cumple que:

E(X)=10=p
2 p— p—
Var()?)=°—(N ”j:g(ﬂji:ms
n\N-1) 2\5-1) 4

2.2.2 Distribucion de la proporcion muestral

Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de parametro p, donde
este parametro indica la probabilidad de éxito en una muestra aleatoria de
tamano n (de variables aleatorias Bernoulli), entonces, para la variable aleatoria

X: ntimero de éxitos en la muestra de la caracteristica A de interés,
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E(X)=np
Var(X)=np(1- p)

Considerando la variable
X

p==
n

su valor esperado y varianza son los siguientes:

E(p):E(ﬁj:E(X)z””—

n

n n

Var(p) = Var(XJ Var(X) _rq _ P4

2 2
n n n n
Luego
E(p)=p
Var(p)="1
n
Donde
q=1-p

Para un tamano de muestra n “grande”, se aplica el teorema central del limite,
obteniéndose:

_ X-E(X) _ X —np
\/Var(X) \/npq

Al realizar operaciones de tipo aritmético, la expresion anterior se transforma en:

X—-np X
X”P n

J?ﬁ f

Asi, entonces,
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La expresion 2.5 corresponde a una variable aleatoria con distribuciéon normal
estandar para n grande; esta involucra a la variable aleatoria proporcién muestral.

2.2.3 Distribucion de la diferencia de proporciones muestrales

Si se tienen dos poblaciones binomiales con pardmetros p, y p,, respectivamente,
y se ha seleccionado una muestra aleatoria de tamafio #, en la primera poblacion,
y una muestra aleatoria de tamafio n, en la segunda, de forma que estas sean
independientes, entonces, para las variables aleatorias:

X :ntimero de éxitos en la primera muestra de la caracteristica A de interés y
X, ntimero de éxitos en la segunda muestra de la caracteristica A de interés

se definen las proporciones muestrales correspondientes de la siguiente manera:

X

bh=—7 Y ﬁ2=—2

n n,

Sus correspondientes valores esperados y sus varianzas son:

E(]A?I) =P
Var(ﬁl) = Ady
n,
Donde ¢, = 1—p,
E(f’z) =D,
Var(p,) =24
n,

Donde ¢, = 1-p,

Se define la variable aleatoria denominada diferencia de proporciones muestrales;
esta se denota con p, — p,,y su valor esperado es:

E(ﬁl _152) :E(ﬁ1)_E(ﬁ2) =P~ D

Si estas variables aleatorias p, y P, son independientes, entonces, su varianza
equivale a:

)= Py | P9y

n, n,

Var(ﬁ1 _132) = Var(ﬁl)—l_ Var(ﬁz
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Para tamanos n n, “orandes”, se aplica el teorema central del limite,
. 1 2
obteniéndose,

7 - P —D,—E(p - py) _ P—P—(p—P)

\ Va’”(f)l _ﬁz) P4, i DP9,

n, n,

Asi, entonces, la siguiente variable aleatoria tiene distribucion normal estandar:

Z: pl _p2 _(pl _p2)~ N(O,l)
ng , P
n n,

(2.6)

La expresion 2.6 corresponde a una variable aleatoria con distribucién normal
estandar para n, y n, grandes; esta involucra a la variable aleatoria diferencia de
proporciones muestrales.

2.2.4 Distribucion de la diferencia de medias muestrales

Dadas dos poblaciones normales, se desea estudiar una determinada caracteristica
de tipo cuantitativo; para esto, se selecciona una muestra aleatoria de tamafno
n, en la primera poblacién y una muestra aleatoria de tamafio n, en la segunda,
de forma que estas resulten independientes, y se obtienen sus respectivos
promedios, para definir una nueva variable aleatoria llamada diferencia de
medias muestrales. A continuacion, se determina la distribuciéon de probabilidad
de esa nueva variable.

Si Xy, X, X, para n, >1 es la muestra aleatoria extraida de la primera
poblacién con E(X,)=H, y Var(X,) =0/, entonces, X, es una variable
aleatoria; asimismo, si X,,X,,,...,X,, , para n, >1, es la muestra aleatoria
extraida de la segunda poblacion con E(X,;) =H, y Var(X,,) =0, , entonces,

X, es otra variable aleatoria; estas variables se expresan asi:

_ m X _ n
SR A5

i=1 My j=1

X

2j
2

n

Luego la diferencia X, — X, es una nueva variable aleatoria. El valor esperado
y la varianza de estas variables son, respectivamente:
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2

— Var(X)) 2
E(Xl) =|-|1 nl
2

— Var()?z) =9
E(Xz) =U2 I’l2

E()_(l _)_(2) =E()_(1) _E()_(z) =H, —H,

Por la independencia de las variables X s X , resulta que:

— _ _ _ 0_2 0_2
Var(X, —X,) =Var(X,) +Var(X,) =1+

n.n,

Si las varianzas son conocidas, entonces, usando el teorema central del limite se
tiene que la siguiente variable aleatoria Z tiene distribucion normal estindar:

)_(1 _)?2 _E()?l _)?2) =)_(1 _)?2 —(K —1,)

JVar(X, =X,) 07124_0722

=

Asi, entonces,

~N(0,1)
o 0,
7+7
n,.n

(2.7)

La expresion 2.7 se utiliza para trabajar con dos poblaciones infinitas que
presenten desviaciones estandar conocidas.

Ahora,si para cada poblacion la desviacion estandar es desconocida y las muestras
tienen tamafo inferior a 30 (muestras pequenas), se maneja el supuesto de que
las desviaciones son iguales, en este caso es posible probar que la siguiente
variable aleatoria tiene distribucion t-student con n,+n -2 grados de libertad,

)?1 _)?2 _(ul _uz)

Sp l +L
n.n

[ =

(2.8)

En la expresion 2.8, el valor S, se obtiene a través de la siguiente expresion:
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(n,—1)S? +(n, -1)S?
n+n,—2

Pero si en cada poblacién la desviacion estandar es desconocida y las muestras
tienen tamafio inferior a 30 (muestras pequenas), también es posible suponer
que las desviaciones estandar son distintas; en este caso se deduce que la siguiente
variable aleatoria tiene distribucion f-student con g grados de libertad:

¢ =)?1 _)?2 (K —H,)

2.9)
Para la expresion 2.9, los grados de libertad ¢ se obtienen por medio de la
siguiente expresion (Gutiérrez et al., 2008):

2

s? 82
Or P2
_ nooom
&= 25 \2 25 \2
Sy S5
n n,

n+1  n,+1

En cambio, si en cada poblacion la desviacion estindar es desconocida y las
muestras tienen tamano mayor o igual a 30 (muestras grandes), sea para varianzas
iguales o desiguales, se deduce que la siguiente variable aleatoria (expresion
2.10) tiene distribucién normal estandar:

7 =)_(1 _)_(2 —(H, _uz)

~N(0,1)

(2.10)

2.2.5 Distribucion del cociente de varianzas muestrales

Dadas dos poblaciones normales, si X, X,,...,X,, paran, >1 es una muestra
. ) . . 2
aleatoria extraida de la primera poblacién con E(X,) =W, y Var(X,,) =0,

2 . . .. .
entonces, S, es una variable aleatoria; asimismo, si X, X,,,..., X 2n, Paramn,

>1 es la muestra aleatoria extraida de la segunda poblacién con E(X,;) =H,
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P, &2 . . .
y Var(X, j) =0, , entonces, S, es otra variable aleatoria; estas variables se

expresan de la siguiente manera:

SzznZ](Xli_)?Jz 32 _ S (XZj_X2)2
: n -1 ? = )

i=1

Ademas, las siguientes variables aleatorias tienen distribucion chi-cuadrado con

n -1y n,-1 grados de libertad, respectivamente:

(n, _1)312 (n, _1)‘§22
o’ 4 o’
i 2

Por definicidn, al cociente entre las dos variables aleatorias anteriores, cada una
dividida entre sus grados de libertad, le corresponde una distribucion de Fisher,

escrita como sigue:

(n, 1)§12
o 5
P n, —l1 252‘5:12022
)5 3 S
o, o,
n, =1

Asi, entonces, la variable de la expresion 2.11 tiene distribucion de Fischer
con n,-1 grados de libertad para el numerador y n,-1 grados de libertad para

el denominador.
2,2
— 5,0,

r Q2,2
S201

(2.11)

Para el caso particular en que las varianzas sean iguales, resulta que
a2

F=2

o2

Sz

con n,-1 grados de libertad para el numerador y n,-1 grados de libertad para

el denominador.
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Actividades para el estudio independiente Capitulo 2

2.1 Graficar y determinar las siguientes probabilidades utilizando la distribucion
normal estandar:

a) P(Z <-1.25)
b) P(Z=1.31)
¢) P(0.29<Z <2.48)

2.2 La empresa S&S produce laimparas cuya duracidén en horas se distribuye
normalmente con media de 900 horas y desviacion estandar de 50 horas. Si se
toma al azar una lampara de la produccion,

a) ;Cudl es la probabilidad de que dure maximo 940 horas?

b) ;Cual es la probabilidad de que dure por lo menos 822 horas?
¢) :Cudl es la probabilidad de que dure entre 880 y 1020 horas?
d) ;Cual es la probabilidad de que dure mas de 1200 horas?

2.3. El peso de los paquetes de arroz empacados por la maquina H&H es una
variable aleatoria que se distribuye normalmente con media Y =500 gy una
desviacion estindar O = 20 g. Si se escoge aleatoriamente un paquete de arroz
empacado por la maquina H&H,

a) ;Cuadl es la probabilidad de que su peso sea por lo menos 486 g?
b) ;Cual es la probabilidad de que su peso sea maximo 480 g?

¢) ¢Cual es la probabilidad de que su peso esté entre 476 y 550 g?
d) ;Cuil es la probabilidad de que su peso sea menos de 400 g?

e) /Cual es la probabilidad de que su peso sea mas de 440 g?

2.4 Determinar los siguientes valores correspondientes a las probabilidades
indicadas y elaborar una representacion grafica:

a) )(3.99,17 =7?

b) X(iozs,n =?

2.5 Obtener las probabilidades y graficar:
a) tooor6 ="

b) Loosis = ?
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2.6 Leer el valor de probabilidad en la distribucién de Fisher y elaborar un
grafico:

=9
a) E).99,12,10 :

b) E).05,7,7 =7

2.7 Para la variable X (gastos en transporte por dia [miles de pesos] de los
cinco mejores estudiantes de la universidad B en la ciudad de Tunja, Boyaca,
Colombia, en el afio 2015), cuyos valores son: 8, 10, 14, 12, 6: a) determinar
todas las muestras de tamano n = 2 que son posibles de seleccionar por medio
de un muestreo aleatorio simple sin reemplazo, b) calcular el promedio para cada
muestra, ¢) construir la distribucién de probabilidad para la variable aleatoria
“media muestral”, d) obtener su valor esperado y su varianza, e) verificar si se
cumplen las igualdades para la esperanza matematica y la varianza presentadas
por Freund y Miller (2000).

2.8 La duracién promedio de cierta marca de teclados es de 900 dias, con una
desviacion estandar de 70 dias, siempre que se usen 8 horas por dia. Determinar
la probabilidad de que una muestra aleatoria de 36 teclados tenga una duracion
promedio: a) comprendida entre 870 y 925 dias, b) menor o igual a 910 dias.

2.9 El tiempo promedio que gasta el bus urbano en la ciudad de Cali es de
70 minutos. Si se toma una muestra aleatoria de 12 recorridos y con esos
datos se obtiene una desviacidn estandar corregida de 8 minutos, ;cual es la
probabilidad de que en esa muestra se tenga un tiempo promedio entre 64.94
y 76.84 minutos?

2.10 E1 4 % de los articulos que produce una maquina son defectuosos; se toma
una muestra aleatoria de 400 articulos. ;Cual es la probabilidad de que mas del
5 % de los articulos de la muestra sean defectuosos?

2.11 En la ciudad A, para ninos de grado quinto de educacion basica primaria
se tiene un peso promedio de 35 kg con varianza de 5 , mientras que en la
ciudad B, para nifios que cursan el mismo grado, se tiene un peso promedio de
45 kg con varianza de 8. En la ciudad A se toma una muestra aleatoria de 50,
y en la ciudad B otra de 60. ;Cual es la probabilidad de que la media muestral
del peso de los ninos de la ciudad B difiera de la de los nifios de la ciudad A en
mas de 11 kg?

2.12 Un candidato a la presidencia de la reptiblica tiene el 60 % de la intencién
de voto en el departamento de Narino, y el 58 % en el Valle del Cauca, en
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Colombia. Si se toma una muestra aleatoria de 400 votantes en Narino y de
500 en el Valle del Cauca, ;cuil es la probabilidad de que la diferencia entre
las proporciones muestrales de los potenciales votantes en Narino y el Valle no
superen el 3 %?
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Ejercicios para el capitulo 2

2.1. Leer en una tabla normal estandar los siguientes valores de probabilidad y
elaborar la representacion grafica correspondiente:

a) P(Z<2.16)

b) P(Z>1.62)

o P(Z<-0.025)
d) P(Z>2233)

¢) P(Z<-147)
) P(Z=-0.94)

9 P(Z<54).
h) P(Z>3.8).
i) P(Z<-42).

2.2. El salario de los trabajadores de la empresa J&T se distribuye normalmente
con media de 800 (en miles de pesos) y desviacion estandar de 15;si se escoge
aleatoriamente a un trabajador de esta empresa, ;cudl es la probabilidad de que
su salario sea superior a 813, inferior a 819 o esté entre 812 y 8327

2.3. El peso de un producto de la marca H es una variable con distribucion
normal, con media de 1000 g y desviaciéon estindar de 5 g; si se escoge
aleatoriamente una unidad del producto de la marca H, ;cual es la probabilidad
de que su peso sea superior a 1009 g?

2.4. En un proceso productivo se sabe que el 96 % de los articulos de la marca
MM resultan de buena calidad; si se selecciona una muestra aleatoria de 100
unidades de estos, ;cudl es la probabilidad de que mas de 94 unidades de esta
marca resulten de buena calidad?

2.5. Una fabrica produce unidades de medicamento del tipo A para vacunos;
la probabilidad de que cualquier unidad producida por la fabrica no resulte
efectiva es del 3 %; si se escoge una muestra aleatoria de 90 unidades, ;cual es
la probabilidad de que, por lo menos, 5 no resulten efectivas?

2.6. El peso en un grupo de aves sigue una distribucidon normal con media
2000 gy desviacion estandar de 100 g;si se escoge aleatoriamente un ave de ese
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grupo, scudl es la probabilidad de que su peso sea mayor que 1857 g?

2.7.S1 X es una variable aleatoria con distribucién normal estaindar, mostrar
que su funcién de densidad de probabilidad cumple la siguiente igualdad:

Tf(x)dx: T \/;TTe_;dXZI

2.8.Leeren unatablalossiguientes valores de probabilidad correspondientes auna
distribucion chi-cuadrado y elaborar la representacion grafica correspondiente:

a) X§.95,16 =7?
b) X(?.99,20 =?
o) X(?.975,6 =7?
d) X02.01,9 =?

2 _
e) X 0.0258 — ?

2.9.S1 Z es una variable aleatoria con distribucidon normal estindar, g =0 y 0=1,
demostrar que Z? es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n=1
grados de libertad.

2.10.Si X, X,,..., X, esuna muestra aleatoria para estudiar la variable aleatoria

I

X, con distribucion normal con media Y y desviacioén estandar O, deducir
que la variable aleatoria siguiente:

(n—1)S?
c).2

tiene distribucioén chi-cuadrado con n - 1 grados de libertad.

2.11.Si X es una variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con n grados
de libertad, usar la funcién generadora de momentos para deducir que:

i) E(X)=n
ii) Var(X) =2n

2.12.S1 X es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n grados
de libertad, mostrar que su funcidon de densidad de probabilidad cumple la
siguiente igualdad:
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T f(x)dx=1

2.13.Leer en una tabla los siguientes valores de probabilidad correspondientes a
una distribucion t-student y elaborar la representacion grafica correspondiente:

a) t0.975,8 =7
b) 10.01,14 =7
¢ t0.95,4o =?
d) t0.025,14 =7

2.14.Leer en una tabla los siguientes valores de probabilidad correspondientes a
una distribucion de Fisher y elaborar la representacion grafica correspondiente:

a) E).99,6,13 =?
b) E)‘95,1o,4 =?
¢ E),m,lz,lz =?
d) E).05,9,13 =?

2.15.Si se realiza un muestreo sin reemplazo de una poblacion finita de tamano
N, entonces, deducir que

E(X)=p
- _0'_2 N-—n
Var(¥X) == (N_J

2.16.La duracién promedio de 1000 teclados es de 40 meses, con una desviacion
estindar de 10 meses; determinar: i) la probabilidad de que en una muestra
aleatoria de 64 teclados se tenga una duracién promedio comprendida entre
38 y 42 meses, i) hallar la probabilidad de que en una muestra aleatoria de 36
teclados la duracion promedio sea inferior a 39 meses.

2.17.E1 98 % de los articulos que produce una maquina son de buena calidad.
Si se toma una muestra aleatoria de 800 articulos: i) ;Cual es la probabilidad
de que mas del 98 % de los articulos de la muestra sean de buena calidad? y ii)
;Cuail es la probabilidad de que menos del 3 % de los articulos de la muestra
sean defectuosos?
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2.18. En la ciudad A los adultos mayores de 60 anos tienen un peso promedio
de 65 kg, con una varianza poblacional de 10, mientras que para los de la
ciudad B el peso promedio es de 66 kg, con una varianza poblacional de 12;
si se toma una muestra aleatoria de 40 individuos en la ciudad A y otra de 45
individuos en la ciudad B: i) ;Cudl es la probabilidad de que la media muestral
del peso de adultos de la ciudad A difiera de la de los adultos de la ciudad B en
mas de 13 kg? y 1i) ;Cudl es la probabilidad de que la diferencia absoluta de las
medias muestrales no superen los 9 kg?



