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Introduccion

La estadistica tuvo su origen a la par con la génesis de las actividades del hombre
antiguo; crecidé como técnica de registro de informacion en diferentes culturas,
asociada al conteo del ganado, a la administracién de la riqueza y a la produccion
de bienes de consumo; madur6é como una tecnologia del método cientifico, y
hoy se consolida como “la ciencia de los datos” (Aliaga & Gunderson, 2005;
Cabria, 1994; Carrasco, 2005). La palabra “estadistica” procede del latin status,
que significa “estado o situacion”, “estado y nacion” u “hombre de estado”. En
este sentido, la estadistica se sitia en un contexto cuantitativo, relacionado con

la administraciéon en general (Riobod, Gonzilez y Tato, 1997).

Durante mucho tiempo, los principales usos de la estadistica se orientaron hacia
la recoleccion, la organizacion, la representacion y el analisis descriptivo de
informacién; pero, desde el siglo xv hasta el siglo xvi1, en Europa se generaron
multiples cambios de orden social, filoséfico y cultural que favorecieron el
uso del pensamiento cuantitativo y la estadistica para buscar soluciones a los
problemas surgidos en esos contextos. Con la formulacién de la teoria de las
probabilidades (Laplace, 1820), el analisis de los datos empiricos toma nuevos
rumbos hacia el desarrollo de procesos de estimacion y prediccion.

No obstante, es a inicios del siglo XX que se establece un puente entre la
estadistica descriptiva y la teoria de la probabilidad, con los trabajos de Pearson,
Fisher y Neyman, y se originan procesos estadisticos tendientes a desarrollar
una teoria para la prueba de hipdtesis y la toma de decisiones en presencia
de incertidumbre (Garcia y Rios-Insta, 1998); desde entonces, la inferencia
estadistica ha crecido a pasos agigantados, constituyéndose en pilar fundamental
para desarrollar investigacion cientifica desde un enfoque cuantitativo.



Intuitivamente, la inferencia estadistica se utiliza para obtener conclusiones
validas en una poblacion objeto de estudio a partir de una muestra aleatoria,
seleccionada apropiadamente, de dicha poblacion. De manera formal, la
inferencia estadistica se centra en el desarrollo de procesos de estimacion de
ciertos parametros desconocidos en una poblacién determinada y de pruebas
de hipotesis que involucran esos parametros (Gutiérrez y De la Vara, 2008;
Hurtado & Silvente, 2012); para ello, utiliza muestras y variables aleatorias
con distribuciones de probabilidad especificas. Por su naturaleza, esta rama
de la estadistica presenta altos niveles de abstraccion. Con el propdsito de
facilitar el acceso a ella y de contribuir con el aprendizaje inicial de este
necesario y util tema, se ha escrito el presente texto, en el que se conjuga lo
intuitivo con lo formal.

Debido a que cada dia la inferencia estadistica influye con gran vigor de
manera directa sobre los procesos de investigacion desarrollados por estudiantes
universitarios de diversas titulaciones, profesionales en distintas disciplinas del
conocimiento, cientificos e incluso estudiantes de la educacion preuniversitaria,
y puesto que la inferencia estadistica se ha constituido en un elemento
fundamental del método cientifico, resulta urgente y pertinente aprender
contenidos de esta materia, de tal forma que se promueva la consolidacién de
una cultura estadistica y la construcciéon del conocimiento cientifico.

En este sentido, desde mediados del siglo XX se intuian los alcances que tendria
la estadistica, cuando se afirmaba: “llegara el dia en que pensar estadisticamente
sea tan necesario para el ciudadano eficiente como leer y escribir” (H. G. Wells
en Huft, 1954). En estas palabras proféticas, pensar estadisticamente ya insinuaba
la necesidad de desarrollar una cultura estadistica acorde con los desafios de la
sociedad actual globalizada, informatizada y afectada por el continuo cambio, el
riesgo, la presencia de incertidumbre, lo aleatorio y lo no determinista.

Adicionalmente, la inferencia estadistica es un tema de gran interés que
se incluye en diversas areas de gran parte de las carreras universitarias, y se
recomienda su estudio en los grados superiores de la educacién secundaria y
media en Colombia, para potenciar el desarrollo del denominado pensamiento
aleatorio y sistema de datos (Schmidt, 2006). El conocimiento estadistico-
probabilistico es necesario para que los ciudadanos puedan desenvolverse en
la sociedad actual; en este sentido, el proposito del presente texto es apoyar
a un gran numero de profesionales, docentes, estudiantes preuniversitarios y
universitarios y demas personas que requieran de este tipo de conocimiento a
fin de realizar un mejor anilisis sobre la compleja realidad en que se vive, para
asi tomar decisiones apropiadas.



Este texto ha sido concebido, disenado y elaborado teniendo presentes los
elementos de la denominada Enseflanza estratégica (Alvermann, 1998; Fly
Beau, 1987), el Conocimiento pedagdgico del contenido (Shulman, 1987) y el
Conocimiento del contenido para la ensefianza (Ball, Thames & Phelps, 2008).
Estos enfoques, extrapolados al campo de la estadistica, se constituyen en una
alternativa para aprender estadistica inferencial centrados en las actividades
cognitivas acordadas entre los docentes y los estudiantes, siendo esta, a la vez,
rol y proceso. Las etapas principales de la ensefianza estratégica son: preparacion
para el aprendizaje, presentacion de los contenidos que se han de aprender y
aplicacion e integracion de los nuevos conocimientos; las mencionadas etapas
se hacen visibles en cada capitulo del texto. Se sugiere empezar con la lectura
comprensiva de los contenidos expuestos en cada capitulo por medio de la
revision de los ejemplos y del desarrollo de los ejercicios incluidos.

Solamente cuando el lector tenga claros los conceptos, se recomienda abordar
la seccion que se encuentra al final de cada capitulo, titulada Actividades
para el estudio independiente, cuyo propoésito es aplicar e integrar los nuevos
conocimientos. Al finalizar el texto se presenta la informacién de retorno de las
actividades del estudio independiente, la cual se ha de usar para comparar los
procedimientos realizados y los resultados obtenidos por el lector, en especial
cuando haya tenido dificultades en la soluciéon de las actividades propuestas;
ademas, al finalizar cada capitulo se proponen ejercicios adicionales relacionados
con las tematicas estudiadas. Con esta metodologia también se espera obtener
mejores resultados tanto en pruebas internas elaboradas en las instituciones
educativas de nivel universitario y preuniversitario, como en pruebas externas
(SABER), y contribuir en alguna medida con el mejoramiento de la ensefianza
y el aprendizaje de los procesos de inferencia estadistica, tan necesarios en
diversos campos de la investigacion cientifica.

El texto, que se ha titulado Inferencia estadistica basica, Apoyo al estudio
independiente, en principio trata de forma intuitiva algunos conceptos basicos,
apoyados con ejemplos y ejercicios que de forma didactica facilitan el estudio
independiente de los temas propuestos; luego, aborda de manera formal ciertos
topicos de inferencia estadistica, incluyendo un buen ntimero de ejemplos y
algunas demostraciones. El texto estd dividido en cinco capitulos; los cuatro
primeros estan dirigidos a personas que se inicien en el tema de la inferencia
estadistica, tales como estudiantes de educacion media (grados diez y once),
profesores del nivel preuniversitario y universitario y estudiantes de las diversas
carreras a nivel universitario, asi como profesionales de distintas disciplinas
que deseen utilizar la estadistica para realizar investigacion cientifica desde un
enfoque cuantitativo.



En el primer capitulo se indican algunos conceptos asociados con la estadistica
descriptiva e inferencial, tales como: poblacién, muestra, variable, variable
aleatoria, muestra aleatoria, parametros, estimadores y tipos de muestreo. En
el segundo se presentan las distribuciones de probabilidad asociadas con los
estimadores o estadisticas mas frecuentes, entre ellas: la distribucién normal,
la chi-cuadrado, la t-student y la de Fisher. En el tercero se desarrollan procesos
de inferencia estadistica focalizados en la estimacion de parametros; se inicia
con algunos conceptos basicos asociados a la estimacion puntual y luego se
determinan intervalos de confianza para estimar algunos de los parimetros
usuales en estadistica inferencial basica, entre ellos: el intervalo de confianza
para estimar la media y la proporciéon poblacional, la diferencia de medias y de
proporciones poblacionales, la varianza y el cociente de varianzas bajo el supuesto
de normalidad. El cuarto capitulo se destina a la prueba de hipotesis; se inicia con
algunos conceptos basicos asociados de este tema y luego se plantea un algoritmo
que posibilita llevar a cabo diversos procedimientos inferenciales, entre ellos, la
prueba de hipdtesis para la media y la proporcién poblacional, la diferencia de
medias y de proporciones poblacionales, la varianza y el cociente de varianzas. En
el quinto capitulo se proporciona la informacién de retorno a las actividades de
estudio independiente propuestas en los cuatro primeros capitulos, y al finalizar
se indica la forma de calcular algunos tamanios de muestra para casos especificos.

El presente libro se consolid6 gracias al conocimiento estadistico-probabilistico
logrado por sus autores en su actividad académica como profesores universitarios,
y al acrecentamiento de este a través de su participacibn en procesos y
proyectos de investigacion cientifica. Para la comprension de este texto, el
lector ha de tener conocimientos basicos de aritmética, estadistica descriptiva,
probabilidades, calculo diferencial e integral, entre otros. Es conveniente indicar
que los graficos presentados a lo largo del documento fueron elaborados por
os autores usando el software libre R. Finalmente, es admisible que este texto
los aut do el soft libre R. Finalment dmisibl te text
pueda contener errores, por lo tanto, seria de gran ayuda que se nos den a
conocer, dentro de un ambiente académico y critico que permita corregirlos
de forma oportuna y pertinente.



1

Conceptos asociados con la estadistica

Historicamente, la estadistica fue considerada una técnica asociada con el
procesamiento de datos o de informacién proveniente de distintas fuentes:
conteos de rebanos, produccién agricola, censos en diversas poblaciones y
registros sobre el pago de impuestos, entre otras. Actualmente, la sociedad
atraviesa un proceso de cambio profundo generado por la interacciéon de cuatro
elementos: el conocimiento, la tecnologia, la informacién y la comunicacién
(Mejia,2011);en este contexto,la estadistica se ha constituido en una herramienta
poderosa que posibilita el procesamiento y el analisis de informacion, llegaindose
a consolidar como la “ciencia de los datos” y elemento fundamental en el
método cientifico experimental (Aliaga & Gunderson, 2005; Batanero, 2001).
Para afrontar los mencionados procesos de cambio, es razonable que los futuros
ciudadanos, los docentes y profesionales en ejercicio adquieran los elementos
basicos acerca de la estadistica, que les permitiran tomar decisiones en situaciones
de incertidumbre o fundamentados en una informacién procesada de forma
adecuada, en distintos contextos de su actuacion.

La estadistica suele dividirse en dos ambitos: la estadistica descriptiva y la
estadistica inferencial; la primera se direcciona a describir los datos de una o
mas caracteristicas pertenecientes a los individuos de una poblacién o de una
muestra (Valdivieso, 2011), y la segunda, a realizar afirmaciones o inferencias
validas para los individuos de una determinada poblacidon con base en la
informacién proveniente de una muestra aleatoria (Gutiérrez & De la Vara,
2008). En este capitulo se abordan los principales conceptos asociados con
la estadistica, dando prioridad a los relacionados con la estadistica inferencial,
entre ellos: poblacidon, muestra, variable, variable aleatoria, muestra aleatoria,
parametros, estimadores y tipos de muestreo.
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1.1 Algunos conceptos asociados con la estadistica

A continuacidn,se abordan los conceptos de estadistica descriptiva e inferencial,
poblacion, muestra, variable y de algunas escalas de medicion; asimismo, se
indican ejemplos alusivos, con el propdsito de orientar al lector en el desarrollo
de las actividades destinadas al estudio independiente.

1.1.1 Estadistica descriptiva e inferencial

Enestadisticase hade contar con un conjunto de elementos que,frecuentemente,
se denominan individuos; estos pueden corresponder a objetos, personas,
animales o acontecimientos reales o abstractos sobre los cuales interesa efectuar
una investigacién en un determinado contexto. Estos individuos conforman y
delimitan la poblacién objeto de estudio o universo; en ellos interesa investigar
algunas caracteristicas o variables. Cuando el proceso investigativo involucra a
los individuos de una poblacién o de una muestra, y el objetivo primordial es
la descripcién de algunas de sus variables, entonces se cae en el ambito de la
estadistica descriptiva; en este caso, las actividades inherentes son:la recoleccidn,la
organizacidn, la representacidn, el procesamiento, el analisis y la interpretacion
de informacién, a fin de generar conclusiones.

Larecoleccion de informacidn se realiza a través de instrumentos como el censo
y la encuesta; el censo se hace sobre todos los individuos de la poblacién objeto
de estudio, y la encuesta, sobre los individuos que conforman la muestra. Tanto
el censo como la encuesta son instrumentos conformados por un naimero
determinado de preguntas, cada una referida a una de las caracteristicas que
interesa investigar. La organizacion de los datos suele efectuarse mediante la
conformacién de las denominadas tablas de frecuencia. La representacién de
la informacién se realiza a través de diagramas circulares o pasteles, diagramas
de barras o histogramas, poligonos de frecuencia o de ojivas, entre otros. En el
procesamiento de los datos se calculan ciertos valores, denominados parametros
o estimadores, ya sea que se traten de datos poblacionales o muestrales, por
ejemplo: porcentajes, promedios, varianzas, desviaciones estindar, coeficientes
de variacidon, medianas o coeficientes de correlacion;estos valores se interpretan
en el contexto del estudio, posibilitando asi el analisis de la informacién y la
obtencion de conclusiones.

No obstante, la identificacién de los individuos de toda la poblacién es una
actividad que resulta dispendiosa, imposible o costosa; en consecuencia, se hace
necesario obtener una muestra representativa y aleatoria de esa poblacion, y
con base en ella inferir sobre las caracteristicas de interés de toda la poblacidn,
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de modo que ciertas afirmaciones o hipdtesis se puedan comprobar y
generalizar en ella; de este tipo de estudio se ocupa la estadistica inferencial,
llamada, algunas veces, inferencia estadistica. Un proceso inferencial permite
obtener conclusiones sobre los parametros de una poblacién por medio de
una muestra probabilistica. En este tipo de estadistica se realizan actividades
que guardan relaciéon con el método cientifico experimental, la observaciéon
(muestreo), la formulacidn de hipotesis, la comprobacion o prueba de hipotesis
y la obtencion de conclusiones. En general, se realizan dos tipos de procesos:
estimacion de parametros y prueba de hipotesis.

1.1.2 Poblacion

La poblacién, o universo, corresponde a un conjunto de individuos que son
objeto de estudio en un contexto bien determinado y que posibilitan observar
e 1nvestigar algunas caracteristicas comunes (Valdivieso, 2011). Cuando se
conoce el namero total de individuos se dice que la poblacién es finita, y
su tamano se denota con Nj; en caso contrario, si es imposible identificar a
todos los individuos involucrados en el estudio, se dice que la poblacion es
infinita. Un individuo es el elemento metodologico usado para estudiar una
colectividad especifica. Los individuos pueden ser objetos, animales, personas
o entes concretos o abstractos.

Ejemplo 1.1. Frecuentemente, los individuos de la poblacién de interés pueden
ser materiales, productos ya terminados, partes o componentes de cierto tipo
de electrodoméstico o los procesos que realiza una determinada empresa
(Gutiérrez & De laVara, 2008). En algunos casos, estas poblaciones se han de
suponer grandes o infinitas. En empresas con produccién en forma masiva
es casi imposible medir cada pieza del material que sera utilizado en una
linea de fabricacién o las propiedades de todos y cada uno de los productos
terminados. Ahora, si la producciéon no se realiza masivamente, también
conviene considerar tal proceso como una poblaciéon grande, puesto que el
flujo de proceso casi nunca se detiene, es decir, no se tiene el Gltimo articulo
producido en tanto la fabrica esté operando. En casos como el mencionado,
los procesos corresponden a poblaciones que pueden estudiarse por medio de
muestras de articulos extraidos en algin momento del proceso.

Ejemplo 1.2. Se desea investigar el peso promedio de las unidades de
chocolatina de tamano mediano producidas por la maquina A por dia en
la empresa H, en la ciudad de Medellin, en el mes de febrero del 2016. En
este caso, la cantidad de unidades es grande; sin embargo, se trata de una
poblacidn finita de tamano N.
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1.1.3 Muestra

De manera intuitiva, una muestra es una parte representativa de la poblacion; su
tamafo suele denotarse con la letra n (Valdivieso, 2011). A fin de estudiar una
realidad, conviene determinar un universo, o poblacién, apropiadamente; para
esto se requiere utilizar esquemas de representacion de las caracteristicas que los
individuos comparten y que en determinado momento posibiliten seleccionar
una muestra probabilistica.

Un aspecto relevante consiste en obtener una muestra representativa, es decir,
que contenga las caracteristicas que se buscan analizar en los individuos de
la poblacidon. Una manera de lograr la representatividad consiste en disefar
de forma pertinente un plan de muestreo aleatorio o al azar, cuya seleccion
evite sesgos, en el sentido de no favorecer la inclusion de ciertos individuos
particulares de forma intencionada;se busca realizar un procedimiento tendiente
a garantizar que todos los individuos de la poblaciéon tengan igual posibilidad
de conformar la muestra (Botero, 2001; Gutiérrez & De laVara, 2008). Existen
diversos métodos para realizar un muestreo aleatorio, entre ellos, el aleatorio
simple, el estratificado, el sistematico y por conglomerados; cada uno de estos
posibilita la obtencién de muestras representativas en correspondencia con los
objetivos de investigacion, de algunas eventualidades y caracteristicas presentes
en la poblacion (Gutiérrez, 2005).

Ejemplo 1.3. Se han extraido de forma sistematica (cada 10 unidades), de la
banda transportadora, 50 botellas de gaseosas de 200 miulilitros, de la marca PP,
a fin de analizar si el proceso de embotellado cumple con las caracteristicas
establecidas por la empresa productora de esta marca de refresco. En este caso
se ha realizado un muestro sistematico.

1.1.4 Variable

Para estudiar las caracteristicas de los individuos, correspondientes a una
poblacién o a una muestra, conviene utilizar variables o modelos que posibiliten
representary analizar tales caracteristicas de forma razonable. De manera intuitiva,
una variable es una representacion de una caracteristica que se quiere estudiar en
esos individuos. Es conveniente aclarar que toda representacion o modelo tiene
sus limitaciones y genera diversas posibilidades para interpretar la informacién
asociada con la(s) caracteristica(s) que comparten los individuos. Las variables
suelen denotarse con letras mayusculas, ejemplo, X, Y, Z. Por otra parte, los
datos son valores admisibles para una variable determinada y se denotan con
letras mintsculas acompanadas de subindices, la secuencia X, x,,...,x, indica

n
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los n valores u observaciones correspondientes a una variable X asociada a
una muestra; asimismo, X, X,,...,X, indica los N valores para una variable X
que interese estudiarse en una poblacidén finita de tamano N.

Ejemplo 1.4. X: género de unos estudiantes de la carrera profesional
Administracién de Empresas en el semestre I del afio 2016, en la Universidad
Pedagogica y Tecnologica de Colombia (UPTC), en la ciudad de Tunja. Los
datos recolectados fueronn M,M,EEEM,EM,EEM,M,EEEM,EM,EEM,
M,EEEM,E M,E E Donde M denota al género masculino, y F, al femenino.
En este ejemplo, el tamanio de la muestra es n=30, que es el nmero de datos
correspondiente a la variable género que se va a estudiar sobre esos individuos.

Ejemplo 1.5.Y: salario mensual en miles de pesos de los trabajadores de la
Empresa H, en la ciudad de Tunja durante el afio 2015. Los datos recolectados
fueron: 700, 750, 690, 1000, 700, 700, 2000, 690, 800, 690, 700, 690, 800, 690,
700, 690, 800, 690, 700 y 690 miles de pesos. En este ejemplo, el tamafio de la
poblaciéon es N=20, este es el nimero de datos correspondiente a la variable
salario mensual que se va a estudiar sobre los individuos de esta poblacién de
trabajadores.

En general, las variables pueden agruparse en cualitativas y cuantitativas. Las
cualitativas son aquellas que permiten clasificar a los individuos en grupos
disjuntos; por ejemplo, pueden representar caracteristicas que responden la
pregunta: ser o no ser; el ejemplo 1.4 corresponde a una variable cualitativa,
puesto que cualquier individuo puede ser clasificado solo en uno de los dos
grupos: género masculino o femenino. Por otra parte, si en las caracteristicas
que se requieren estudiar existe la nocion de cantidad, intensidad o magnitud,
entonces se representan a través de variables cuantitativas (Valdivieso, 2011); por
ejemplo, la caracteristica “peso” en kilogramos de los jugadores que conforman
el equipo de baloncesto de la UPTC. Una variable cuantitativa es continua
cuando admite cualquier valor en un intervalo de ntiimeros reales, y es discreta
cuando toma valores particulares en un intervalo dado o en un conjunto finito
o numerable de nimeros reales (Pefia y Romo, 1997); el ejemplo, 1.5 involucra
el trabajo con una variable cuantitativa.

Los datos de una variable corresponden a observaciones o mediciones ubicadas
en alguna de las siguientes escalas: nominal, ordinal, de intervalo o de razéon
(Valdivieso, 2011). A continuacion, se describen y ejemplifican cada una de ellas.

La escala nominal permite organizar a los individuos en grupos llamados
“categorias”, y los datos corresponden a variables cualitativas. Las categorias
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organizan a los individuos en grupos exhaustivos y excluyentes, de forma que
un individuo no pueda pertenecer a dos categorias al mismo tiempo.

Ejemplo 1.6. En la Instituciéon Educativa del Este (IEE), en la ciudad A, para el
afno lectivo 2016 se ha registrado la siguiente matricula por grado: quinto (5°),
25 estudiantes; cuarto (4°), 32; tercero (3°), 35; segundo (2°), 40,y primero (1°),
38 estudiantes. En total suman 170 estudiantes. En este contexto, la variable X
(grado de escolaridad en la IEE) es cualitativa, se encuentra en escala nominal
y presenta cinco categorias.

La escala ordinal posibilita la organizacion de los individuos al establecer un
orden en las mediciones asociadas con una variable cuantitativa o al asignar un
nivel de importancia en las observaciones de una variable cualitativa. El orden
de los individuos se asigna iniciando desde aquel que presente menos cantidad
o magnitud de la caracteristica en estudio hasta quien tenga la mayor cantidad.
En este caso, también se suelen usar las llamadas variables con categorias ordenadas,
que se distinguen por tener un orden explicito de 8 o menos categorias, algunas
de las cuales pueden responder a preguntas con las opciones: mucho, regular,
poco, entre otras; también pueden corresponder a opciones de calificar una
caracteristica especifica con nameros enteros de 1 a 5.

Ejemplo 1.7. Para la variable Y: asistencia de unos aficionados a partidos de
fatbol del club A, en el segundo semestre del afio 2015, los posibles valores de
la variable se pueden asignar de acuerdo con el siguiente orden ascendente: (1)
nunca, (2) pocas veces, (3) casi siempre, (4) siempre. En este caso, se trabaja con
cuatro categorias ordenadas.

La escala de intervalo posibilita medir la cantidad de una caracteristica usando la
nocion de “distancia” para hacer la diferencia entre dos datos cualesquiera. Esta
escala presenta una unidad de medida comun y constante que permite asignar
un numero real a todos los pares de individuos en un conjunto ordenado; la
proporcidon de dos intervalos cualesquiera es independiente de la unidad de
medida y del punto cero (Valdivieso, 2011); este punto no es indicativo de
ausencia de la caracteristica que se estd midiendo, y tanto la unidad de medida
como el punto cero son arbitrarios.

Ejemplo 1.8. El siguiente ejemplo fue adaptado de Siegel (1970). Se pretende
estudiar la variable 7 :temperatura de distintos cuerpos inertes ubicados en
la regién A del departamento de Boyaca, en Colombia. Esta variable permite
recoger datos medidos en una escala de intervalo; en este caso existen diversas
escalas, como la de grados Celsius (C), Fahrenheit (F) y otras; las dos escalas
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presentadas generan datos equivalentes, puesto que estan relacionadas de forma
lineal por medio de la siguiente ecuaciéon: F = (9/5)C+32; en la escala de
grados Celsius los puntos de congelamiento y de ebullicion se alcanzan a 0y
100 grados, respectivamente, en tanto que en la escala Fahrenheit se alcanzan
a 32 grados y 212 grados; 10 grados Celsius equivalen a 50 grados Fahrenheit.

La escala de razdn hace posible establecer una “relacion” entre las cantidades
de la caracteristica evaluada al realizar division entre los valores de la variable
que la representa. En esta escala, el cero es absoluto e indica ausencia de la
caracteristica, en tanto que en las variables en escala de intervalo el cero es
relativo y, en consecuencia, no ha de interpretarse como la ausencia de la
caracteristica.

Ejemplo 1.9. Se quiere estudiar la variable I: ingresos en millones de pesos por
mes obtenidos por 12 pequenas empresas ubicadas en la ciudad de Manizales, en
Colombia, en marzo del ano 2015; los datos recolectados fueron los siguientes:
15,11,9.6,10.4,9.8,13.3,9.5,8.9, 6.4, 0, 2.8 y 13 millones de pesos. El valor
0 es un dato de la variable I, este indica ausencia de ingresos en una de las
pequenas empresas (quiza estuvo sin operar); en este caso, el cero es absoluto.

1.2 Variable aleatoria y muestra aleatoria

En este apartado se presentan de manera formal los conceptos de variable
aleatoria, como una funcidon medible, y de muestra aleatoria; estos conceptos se
fundamentan en el desarrollo de los procesos de inferencia estadistica, tanto en
lo referente a la estimaciéon como al contraste de hipotesis.

1.2.1 Variable aleatoria

Si Q # ¢ denota un espacio muestral provisto de una familia I de subconjuntos
de €2 que constituya un O - algebra sobre € y haga posible la definiciéon de
una medida de probabilidad B, entonces la terna (Q2,3,P) define un espacio de
probabilidad sobre Q. Si, ademis, se tiene el espacio medible (R, f5), donde R
corresponde al conjunto de los ntimeros reales,y ff es el O - dlgebra de Borel en
R, entonces una variable aleatoria X es una funcidén medible definida desde el
espacio muestral hacia el conjunto de los nimeros reales (Burbano y Valdivieso,
2015; Papoulis, 1991; Shao, 1999):

X: Q>R

tal que para todo evento E en el O - algebra de Borel se tiene que
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X'(E)e3

Si R, denota el rango de la variable aleatoria X, entonces X es discreta si R,
es un conjunto finito o contable (discreto); mientras que X es continua si R,
es un conjunto no contable en R.

Para una variable aleatoria X, definida sobre el espacio de probabilidad (€2,3,P)
y con valores en el espacio (R,B,P,),y el evento determinado por

{XxeB}={wea:X(we B} con Be B

la medida siguiente:

P,(B)=P({x < B})

para todo B € f, se denomina medida de probabilidad inducida por la variable
aleatoria X.

Ahora, si X es una variable aleatoria discreta, definida sobre el espacio de
probabilidad (2,3, P), tal que para cada x e R,

1) =P, {x})

entonces a la funcién f* se le denomina funcién de probabilidad ( f. p.) de la
variable aleatoria X la cual ha de cumplir las siguientes dos condiciones:

i) £(x)=0.
i)Y f(x)=1.

X;€Ry

Para la variable aleatoria continua JX; si existe una funcién real f que satisface
las dos siguientes condiciones:

) f(x)=0
i) | f(x)dx=1

entonces la funcién f recibe el nombre de funcioén de densidad de probabilidad

(f.d.p.) para esa variable.
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Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio (€2,3,P). Si X es una
variable discreta, entonces la funcion de distribucion de probabilidad se denota
y se define asi:

Fy(x) =P(X <x) =3 f(x)

Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f, entonces la
funcion de distribucidn de probabilidad se denota y se define asi:

Fo(x) =P, ((—eax]) =P (X =x) = [ (n)ar
1.2.2 Muestra aleatoria

Una muestra aleatoria es un conjunto de variables aleatorias X, X,,..., X,
idénticamente distribuidas, es decir, todas y cada una de aquellas tienen la
misma funcioén de distribuciéon de probabilidad y son independientes, donde
n es el tamano de la muestra (Canavos, 1988; Lindgren, 1993; Mayorga, 2003).

Para una realizacién x;,x,,...,x, o conjunto de valores correspondientes a la
muestra aleatoria X, X,,..., X, lo anterior significa que,

.....

Ejemplo 1.10. Para una variable aleatoria X con distribucién normal de media
My varianza O o desviacién estindar 0, la funcién de densidad de probabilidad
es

2
1 I({x—H
f(x)= exp ——[ j , XER
oV2TT 2\ o
La variable aleatoria X con distribuciéon normal de media P =0 y desviacion
estindar O =1 se denomina variable normal estindar, y se denota asi:

X ~ N(0,1); su funcién de densidad de probabilidad es

1 1,
f(x)= exp{——x } , XER
\2m 2
Para una variable aleatoria X con distribucién normal de media 100 y desviacion
estandar de 4, la funcién de densidad de probabilidad es

1

1 x-100Y
f(X)—meXp{—z( 1 j :| , xeR
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Una muestra aleatoria X, X,,..., X, para esta variable X, cuya realizacién es
X|5X,,..., X, , satisface las siguientes igualdades:

.
F(r)=——exp —1[ﬂj % eR

44211 2 4

| 1(x,-100Y ]
x,)=——exp| ——| 22— , X, €R
70%) PNGL A z( 4 j 2

Asi sucesivamente hasta obtener:

1 1(x —100Y
X )=——=—exp|——| ———— , X, €R
/() 4271 P 2( 4 J

Los wvalores x;,x,,...,x, se pueden determinar mediante procesos de
simulacion de valores de una variable aleatoria con distribucién normal
con H =100y 0=4 (ver Burbano,Valdivieso y Salcedo, 2014). Cuando en un
analisis estadistico se involucran mas de dos variables a fin de estudiar su efecto

simultaneo, se realiza un analisis multivariante (Hair y Taham, 2008).

1.3 Parametros y estimadores

En esta seccion se describen ciertos valores denominados parametros y algunas
funciones que se definen a través de las variables aleatorias que conforman una
muestra aleatoria. Asimismo, se presenta una version del denominado teorema
central del limite.

1.3.1 Parametros

Los parametros son ciertos valores considerados verdaderos y validos para toda
la poblacion objeto de estudio; se calculan con los datos de una variable en
los individuos de una poblacién determinada. Algunas medidas descriptivas
correspondientes a parametros son: la media poblacional,la varianza poblacional,
la desviacion estandar poblacional, el coeficiente de variacidon poblacional y el
porcentaje poblacional, entre otras.

Si se han recolectado los datos x;,x,,...x, , correspondientes a una variable
cuantitativa X , para ser estudiada en todos los individuos de la poblaciéon de
tamano N, se puede calcular el pardimetro llamado media poblacional, que se
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denota con M vy se define mediante la siguiente expresion:

N

2%
_ =l

N

El pardimetro denominado varianza poblacional se denota y define de la siguiente

U

manera:

ul 2
z (xi —IJ)
2 _ =3
N

El parametro desviacion estandar poblacional se denota y define asi:

o

El parametro coeficiente de variacién poblacional es un valor que se calcula de la

siguiente forma:

cy =2

U

Ahora, si x representa el nimero de individuos que presentan una caracteristica
A de interés en la poblacidn, el parametro proporcion poblacional se denota y
define mediante la razén:

P N

Ejemplo 1.11. Para la variable X, utilidades en millones de pesos por dia de las
cinco empresas mas eficientes en la ciudad de Paipa, en Boyaca, Colombia,
en el ano 2014, se obtuvieron los siguientes datos 12, 11, 10, 9, 8 millones de
pesos. En efecto, se trata de una poblaciéon conformada por los cinco individuos
correspondientes a las cinco empresas mas eficientes en el afio 2014 en la
dicha ciudad. Se requiere calcular la media, la varianza, la desviacion estindar
y el coeficiente de variacidon poblacional. Asimismo, se necesita obtener el
porcentaje o proporcidon poblacional de las empresas que obtuvieron por lo
menos 10 millones de utilidad por dia.

Se trata de una poblaciéon con N = 5. En principio se calculara el promedio o
media poblacional de las utilidades:
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5

Zf' 12+11+10+9 48 50
IJ =1 = =— =10
N 5 5

Este parametro indica que la utilidad promedio fue de 10 millones de pesos
por dia. Este valor también sugiere que si el total (50 millones) se repartiera en
partes iguales, entonces cada empresa deberia tener una utilidad de 10 millones
por dia.

A continuacion, se calcula la varianza poblacional:

5
Z(xi —IJ)2
2 i
N

o

o2 (12 710)° +(11=10)° +(10 ~10)° +(9 ~10)* +(8 ~10)’
5

o2 =27 HD® HO) +H() H(2P 4+ +0+ +4 _
5 5

El valor anterior corresponde a dos (millones de pesos) cuadrados, unidades
que en el mundo real no tienen sentido (pesos cuadrados); en consecuencia, hay

2

necesidad de obtener la desviacion estandar poblacional al extraer la raiz cuadrada, asi:

5
D (x,-10)°
=t _ /2 ~1.4142 millones de pesos

Este parametro indica que la dispersion de los datos con respecto a la utilidad
promedio fue de 1.4141 millones de pesos. Este valor también proporciona una
idea de cuanto se alejan los datos respecto a la utilidad promedio.

Luego el coeficiente de variacién poblacional es:

CV=%= 1.4142

En general,si el CV esinferior al 8 %,se considera que los datos son homogéneos;

=0.14142=14.14 %

si se ubica entre el 8 % y el 18 %, los datos son casi homogéneos; si va del 18
% hasta el 32 %, los datos son casi heterogéneos, y si es mayor al 32 %, los
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datos son heterogéneos (Valdivieso, 2011). En este caso, el CV es un porcentaje
comprendido entre el 8 % y el 18 %; en consecuencia, se interpreta que los
datos correspondientes a la variable utilidades son casi homogéneos.

Si x representa el nimero de empresas que obtuvieron por lo menos 10
millones de pesos por dia en esa poblacidn, entonces la proporcién o porcentaje
poblacional es:

=0.6=60 %

W | W

_x
pN

Ahora, si X es una variable aleatoria real definida sobre el espacio de
probabilidad (2,3, P), entonces:

i) Si X es una variable aleatoria discreta con rango R, = {xl,xz,...} y f es

su funcién de probabilidad, entonces, el valor esperado de X | 0 media de la
variable aleatoria, esta dado por:

H =E(X) = z xif(xi) =Z xiP(X =xi)’

X;€Ry X;€Ry

siempre y cuando la anterior suma exista (Blanco, 2004; Burbano y Valdivieso,
2015).

ii) Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad f, ,entonces
el valor esperado de X , o media de la variable aleatoria, esta dado por:

E(X)= ffo(x)dx ,
toda vez que la anterior integral exista.
La varianza de la variable aleatoria X se denota y define por:
2 2
o? =Var(X) =E (X —E(X))’,

siempre y cuando el valor esperado de X exista (Blanco, 2004). La anterior
expresion se puede escribir de la siguiente forma:

o> =Var(x) =E(x*)-(E(X))

Al niimero

o =Var(X)
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se le denomina la desviacidon estandar de la variable aleatoria X.
1.3.2 Estimadores

Un estimador es una variable aleatoria construida como una funcién de las
variables que conforman una muestra aleatoria (Lindgren, 1993); esta no
depende de parametro alguno constitutivo de la expresion algebraica que
identifica el modelo asumido para representar una variable en la poblacion
objeto de estudio (Mayorga, 2003).

Es decir, dada una muestra aleatoria X, X,,...,X, un estimador T es una
funcién determinada de la siguiente manera:

T=f(X,X,,..X,)

Asi, por ejemplo, la estadistica o estimador denominado media muestral se
denota con X vy se define asi:

)? — =l
n

Ahora, si los datos x;,x,,...x, son las observaciones o valores de una variable
cuantitativa X obtenidos como realizaciones de una muestra aleatoria de
tamafio #,entonces una estimacion o valor X de la estadistica X, denominada

media muestral, se obtiene asi:

n
fo
f: i=1

n

El estimador, o estadistica, llamado varianza muestral y denotado con § 2 se
define de la siguiente forma:

Z(X, _)?)2
SZ _ _i=l
n

De forma similar, si los datos x;,x,,...x, son las mediciones de una variable
cuantitativa X, obtenidos como realizaciones de una muestra aleatoria de
~ . <, 2 o 2 -
tamafio #, entonces una estimacion s de la estadistica S°, denominada

varianza muestral, se obtiene de la siguiente manera:
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> (-’

n

N

. . . . . )
El estimador llamado varianza corregida, o cuasivarianza, se denota con S~ vy
se define asi:

Z(Xz _)?)2
szz i=1
n—1

. ., A2 , . &2 .
Una estimacién o valor s de la estadistica $° puede calcularse mediante la
siguiente expresion:

2 > (x5

n—1

A

Usando las expresiones anteriores se puede obtener la siguiente relacion:

Un valor s para la estadistica S, denominada desviacién estandar muestral, se
denota y se define de la siguiente forma:

n

Z (Xi - f)2

i=1

n

Un valor § para la estadistica S, llamada desviacion estindar corregida o
cuasidesviacion estandar, es:

Un valor del coeficiente de variacidn muestral se calcula de la siguiente manera:

cv=

2| | w>

El coeficiente de variacién es adecuado calcularlo, y tiene sentido solamente cuando
se trabaja con variables cuantitativas en escala de razon.
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Ahora, si x representa el nimero de individuos que presentan una caracteristica
A de interés en una determinada muestra, una estimacién de la proporcidn se
denota y se calcula mediante la razén:

A X
p=-
n

Es conveniente aclarar que la siguiente expresion es una variable aleatoria; sin
embargo, no corresponde a un estimador, puesto que involucra un pardmetro
desconocido:

S (X, -y
i=]
n—1

Ejemplo 1.12. Del conjunto de datos del ejemplo 1.11 se pueden seleccionar
cinco muestras aleatorias de tamano n = 4 mediante un muestreo aleatorio
sin reemplazo; una de ellas esta constituida por los datos: 11, 9, 10, 8; estos se
utilizan para calcular las estimaciones que se indican a continuacion:

Un valor X de la variable promedio muestral X o estimacién de la media
poblacional es:

X.

- _11+9+10+8 38
4 4 4

4
i=1

9.5

X =

2 . 2 . ., . .
Un valor s~ de la variable S o estimacidn de varianza poblacional es:

4

) Z (% =9-5) _(11-9.5)" +(9 =9.5)* +(10 —9.5) +(8 =9.5)’

S =
4 4

2 _ (1.5 +(-0.5)* +(0.5)* +(-1.5)* _2.25+0.25+0.25+225 _5 125
4 4 4

. ., . . A2 . .

Otra estimacion de la varianza poblacional es §°, valor particular de la variable
G2 . P
S<; esta se obtiene asi:

4
D (x,-9.5) 5
= == =1.6666
4-1 3
Se puede observar que el valor §° se puede obtener usando la siguiente
expresion:
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oo (312321 6666
-1 4-1\4)" 3

Un valor s para la variable aleatoria S, denominada desviacion estandar muestral, es:

4
D (x,-9.5)
= —J1.25=1.118

Un valor § parala variable S, desviacién estindar corregida o cuasidesviaciéon
estandar, es:

'—1 =+/1.6666 =1.2909

Un valor del coeficiente de variacién muestral es:

ev=S 212999 L 135821358 %
X 9.5

El anterior valor se encuentra entre el 8 % y el 18 %, en consecuencia, los datos
de la variable en esta muestra son casi homogéneos.

Ahora, si x representa el nimero de empresas que obtuvieron por lo menos 10
millones de pesos por dia en esta muestra, entonces la proporciéon o porcentaje
muestral es:

X

p="=2=0.5=50%
n

ING N

1.3.3 Teorema central del limite

En concordancia con Mayorga (2003) y Blanco (2004), el teorema central del
limite establece que la media aritmética de variables aleatorias independientes
e igualmente distribuidas tiende a un normal estandar cuando el ntmero de
variables aleatorias involucradas es grande y cuando la varianza es finita y
diferente de cero. Este teorema fue demostrado por primera vez en el ano 1733
por el matematico De Moivre; una version mas general fue dada por Laplace
en 1812,y la versidon que se conoce actualmente fue presentada por Liapounoft
en 1901.A continuacidn, se expresa de manera simbdlica el teorema central del
limite en la version de Lindeberg-Lévy, obtenida de forma independiente por
cada uno de estos matematicos en la segunda década del siglo xx.
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Si XX, X, es una muestra aleatoria de una poblacién con valor esperado

. 2 . . . .
M y varianza O~ finitos, considerando la variable aleatoria

— X
X, - o 2"
Z =— con X, =~
Y n

b

Jn

entonces, la sucesion de variables aleatorias {Zn} converge en distribucién a

una variable aleatoria con distribucidén normal estindar.
2

_ o
Ahora,si T =X, , entonces se deduce que E(T) =W y Var(T) =— , debido
n

a que la muestra aleatoria considerada esta constituida por n variables aleatorias
independientes que presentan la misma media M vy varianza constante O ;en
este contexto, el teorema central del limite se puede expresar de la siguiente
manera:

_T-ET)

Var(T)

1.4 Algunos tipos de muestreo

7z ~N(0,1)

Para escoger una muestra representativa de la poblacion se deben utilizar técnicas
o métodos que aseguren tal representatividad y permitan inferir acerca de las
caracteristicas poblacionales de interés. Los individuos que se van a observar en
la muestra se pueden seleccionar usando métodos aleatorios (Gutiérrez, 2005) o
considerando algunos criterios o necesidades (métodos no probabilisticos, por
conveniencia, subjetivos o a juicio). Las muestras aleatorias o probabilisticas son
las que permiten hacer uso de la teoria estadistica para realizar inferencias con
sustento cientifico. En esta seccién se presentan algunos métodos para realizar
un muestreo aleatorio, entre ellos, el muestreo aleatorio simple, el estratificado,
el muestreo sistematico y por conglomerados; ademas, se describen algunos
métodos no probabilisticos.

1.4.1 Muestreos aleatorios o probabilisticos
En el muestreo aleatorio se deben cumplir algunas condiciones para obtener
una muestra probabilistica; para el caso de una seleccidn simple son las siguientes

(Sdrndal, Swenson & Wretman, 1992):

i) Poder definir el conjunto total de muestras posibles,
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S ={5,,5,,...5,},

que pueden seleccionarse de la poblaciéon de acuerdo con el procedimiento
muestral.

i) Conocer para cada una de las muestras posibles la probabilidad TI(S) de que
sea seleccionada.

iii) El procedimiento utilizado debe dar a cada elemento de la poblacién una
probabilidad de seleccion diferente de cero.

iv) La seleccidon, como se menciond antes, debe ser aleatoria; esto es, el
mecanismo de probabilidad disenado para la seleccion debe ser tal que cada
muestra posible S tenga la probabilidad de seleccidon asignada previamente,

TI(S) .

Segun Botero (2001), las condiciones ii) y iv), junto con las férmulas de
estimacion correspondientes, determinan el disefio muestral. Cuando el
muestreo consta de varias etapas, las condiciones anteriores se deben cumplir en
cada una de ellas. En general, todo tipo de muestreo que no cumpla con alguna
de las condiciones enunciadas anteriormente es un muestreo no probabilistico.

A continuacion se indican algunos disefios muestrales basicos para realizar
muestreo aleatorio en poblaciones finitas:

Muestreo aleatorio simple sin reemplazo
Muestreo aleatorio simple con reemplazo
Muestreo estratificado aleatorio simple
Muestreo por conglomerados

Muestreo sistematico aleatorio

1.4.1.1 Muestreo aleatorio simple sin reemplazo

En el muestreo aleatorio simple sin reemplazo, también denominado
irrestrictamente aleatorio, todas las muestras posibles de tamano 7 tienen igual
probabilidad de ser seleccionadas; en consecuencia, todos los individuos de
la poblaciéon también tienen la misma posibilidad de ser seleccionados. Cada
individuo se selecciona una sola vez, es decir, un individuo es escogido y ya no
regresa a la poblacion para ser considerado nuevamente. Para garantizar que un
procedimiento de seleccidon permita obtener una muestra aleatoria se utilizan
nameros aleatorios generados por computador o los indicados en tablas de libros
de estadistica.
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El nimero total de muestras de tamano n que son posibles al seleccionarlas sin
reemplazo de una poblacién de tamano N estd dado por:

N}y  N!
n) n!(N —n)!

La probabilidad de seleccionar una muestra aleatoria cualquiera de tamafo n
de una poblacién de tamano N se calcula de la siguiente forma:

1 nY(N-n)!
N N!
n

La probabilidad de que un individuo cualquiera de la poblacion esté presente
en la muestra se calcula dividiendo el ntimero de muestras posibles que
contendrian al individuo por el nimero posible de muestras, es decir:

N-1

n—1 n
NY N
n

Ejemplo 1.13. Se tiene una poblacidon conformada por 12 individuos, en
los cuales interesa estudiar el ingreso mensual en miles de pesos. Se quiere
seleccionar una muestra aleatoria de tamano 3 usando muestreo aleatorio
simple sin reemplazo. El nimero total de muestras distintas que se obtiene es:

12 120 121

3] 3112-3)! 319!

La probabilidad de seleccionar una muestra compuesta por tres individuos
determinados, es:

L 0.004545
220

La probabilidad de que un individuo cualquiera de la poblacidon pertenezca a
la muestra es:

—=0.25
12
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1.4.1.2 Muestreo aleatorio simple con reemplazo

En esta clase de muestreo, todas las muestras de tamafio n tienen igual
probabilidad de ser seleccionadas, cada individuo de la poblacion tiene igual
probabilidad de ser escogido. Para realizar el muestreo aleatorio simple con
reemplazo, cualquier individuo de la poblacion es susceptible de escogerse mas
de una vez para formar parte de la muestra, dado que el individuo es escogido,
observado y regresado nuevamente a la poblaciéon con la posibilidad de ser
escogido nuevamente.

El ntmero total de muestras posibles es N",la probabilidad de seleccién de una
1
sucesion especifica de 7 unidades es ——. La probabilidad de que cualquier

individuo de la poblacion sea seleccionado al menos una vez es:

1_(N—1]"

N

Ejemplo 1.14. Se tiene una poblacién conformada por 10 individuos con el
interés de estudiar sus gastos diarios en miles de pesos. Se quiere seleccionar

una muestra aleatoria de tamano 4 usando muestreo aleatorio simple con
reemplazo. El nimero total de muestras posibles de tamano 4 con repeticion es:

10* =10 000

La probabilidad de que una sucesion cualquiera conformada por 4 individuos
sea seleccionada es:

L _ L _o0001
10 10000

La probabilidad de que un individuo especifico sea seleccionado, al menos una
vez, para conformar la muestra es:

4 4
o (10=1Y (90} (6561 3439
10 10 10000

1.4.1.3 Muestreo estratificado

La poblacidn se divide en grupos disjuntos denominados estratos, de tal forma
que entre los individuos de cada grupo no existan diferencias importantes en
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lo referente a las caracteristicas que interesa estudiar (los individuos presentan
caracteristicas similares dentro de cada estrato), pero los grupos entre si son muy
diferentes. En muchas ocasiones, la poblacion se divide en estratos con facilidad,
y en otras ya se encuentra dividida convenientemente. Una vez identificados los
estratos (mediante una variable auxiliar), se toma una muestra aleatoria simple
de cada uno de ellos. El nimero de individuos en cada estrato se determina de
dos maneras:

i) Usando muestreo estratificado proporcional, es decir, utilizando la expresion
siguiente:
g X,
n, =—n
N
Donde x; es el nimero de elementos del i —ésimo estrato, n es el tamafio de
la muestray N es el tamano de la poblacion.

Ejemplo 1.15. Se tiene una poblaciéon de 1 700 individuos dividida en 4 estratos,
como se indica en la Figura 1.1;se quiere seleccionar una muestra aleatoria de
tamano 80.

El tamano de la poblacién es N =1 700, el tamano de la muestra es n = 80

n = 00 xg0=2352
1700

300
1700

ny = 200 450 =941
1700

n, = 700 4 80 = 32.94
1700

* 80 = 14.11

Figura 1.1 Poblacion conformada por cuatro estratos
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El tamano de la muestra, en este caso, se determina de la siguiente forma:
n = n +n,+n,+n, =24+14+9+33=80

Por lo cual, 24 individuos se han de seleccionar mediante muestreo aleatorio
simple del estrato 1; asimismo, 14 individuos del estrato 2; 9 individuos del
estrato 3 y 33 individuos del estrato 4.

ii) Utilizando muestreo aleatorio no proporcional; en este caso se toma igual
numero de elementos en cada estrato, usando la siguiente expresion:
n
n =—

"k
Donde k es el nimero de estratos y n es el tamano de la muestra.

En el ejemplo anterior se deberian seleccionar, mediante muestreo aleatorio

: 80 o
simple, n, = 7 =20 individuos de cada uno de los cuatro estratos.

1.4.1.4 Muestreo sistematico o en serie

Los individuos que conformaran la muestra se seleccionan a intervalos iguales

(siguiendo una determinada frecuencia), pero escogiendo un individuo inicial

(primer elemento que servira para referenciar a los demas) de manera aleatoria;

para seleccionar una muestra de tamano 7 de una poblacidon de tamano N,

se toma como intervalo de muestreo (¢) el valor inverso de la fraccion de
muestreo, es decir:

1 N

C=—=—

nn

N

Luego, se toma un nimero A tal que 0 <A <c¢ de manera aleatoria; este se
convierte en el c6digo para el primer elemento que conformara la muestra; los
siguientes codigos o individuos para la muestra se obtienen agregando un valor
entero proximo ¢ al ntimero A, hasta que el 7 -ésimo individuo se encontrara
en la posicion A +(n —1)c.

Ejemplo 1.16. Si se tiene una poblaciéon con 1 700 individuos y se desea
seleccionar una muestra de 80 individuos, entonces se ordenan los datos
correspondientes a los individuos y se calcula:
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c=£=@:21,25
n 80

El nimero A se toma de manera aleatoria como un ntimero menor que 21
y servira como punto de partida. Si después de realizar un procedimiento
aleatorio para elegir el valor de A, el valor resultante fuera 10, entonces el
segundo individuo serd aquel que se encuentre en la posicion 31 (10+21),
el tercero el de la posicion 52 (10+21+21) y asi sucesivamente hasta que el
individuo 80 ocupari la posicion 10+(80-1)21=1 669.

1.4.1.5 Muestreo por conglomerados

Un conglomerado ha de entenderse como un subconjunto de la poblacion
cuyos individuos son generalmente heterogéneos; dentro de este es posible
que aparezca casi todo el rango de la caracteristica que se desea estudiar. Estos
subconjuntos entre si resultan altamente similares. Para usar este método de
muestreo se procede de manera similar al muestreo estratificado, aunque en
muchas investigaciones es suficiente tomar un conglomerado cualquiera como
muestra.

Ejemplo 1.17. Sise tiene una poblacion con 1000 individuos y se han identificado
4 conglomerados, como se indica en la Figura 1.2, se desea seleccionar una
muestra de 100 individuos; en este caso se procede de la siguiente forma:

N =1000
n=100
Figura 1.2. Poblacién conformada por cuatro conglomerados

n = 200 %100 =20 n, = 400 5 100 = 40

1000 1000

1
n, = 00 * 100 =10 n, = 300*100230

1000 1000
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El tamano de la muestra, en este caso, se determina de la siguiente forma:
n = n +n,+n,+n, =20+40+10+30=100

Sin embargo, también resulta adecuado tomar cualquiera de los conglomerados,
por ejemplo, el tercer conglomerado, y de alli seleccionar mediante muestreo
aleatorio simple una muestra de tamano 80.

1.4.2 Otros métodos de muestreo

En algunas investigaciones es posible que se tenga que recurrir a los denominados
meétodos de muestreo deterministicos (no probabilisticos, no aleatorios); en
estos, el investigador usa determinado juicio para seleccionar los individuos
de una muestra. La argumentaciéon mas frecuente para utilizar estos métodos
es que algunos individuos, quiza, ofrecerian mejor informacién acerca de la
caracteristica que se busca estudiar en la poblacion, o que la probabilidad de
seleccionar un individuo o una muestra es incalculable. Entre los métodos
deterministicos estan: el muestreo por criterio, el muestreo por conveniencia y
el muestreo tedrico.

1.4.2.1 Muestreo por criterio

La seleccion de los individuos se realiza bajo la hipotesis de que los individuos
que se escogen para conformar la muestra son los mas representativos de la
poblacién y tal vez suministren una informacidn especifica.

Ejemplo 1.18. En la realizaciéon de un estudio socioecondémico en el sector
rural de la regién A, del departamento B, es posible que se opte por incluir en
la muestra al presidente de la Junta de Accidon Comunal, al inspector de policia,
al guardabosque, al representante del sector lechero, al de los paperos y al de los
jornaleros, entre otros.

1.4.2.2 Muestreo por conveniencia

En diversas circunstancias, el acceso a los individuos de toda la poblaciéon es
dificil y se opta por obtener la informaciéon de quienes resulten de mas facil
consecucion. Este problema es frecuente cuando, por ejemplo, la investigacion
abarca sectores geograficos extensos, se requieren urgentemente los resultados
o las personas pertenecen a circulos sociales cerrados con respecto a la
caracteristica que se quiere investigar, entre otros.
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Ejemplo 1.19. Se desea investigar un problema de adiccién a un nuevo farmaco
en la poblacion A; en este caso, es posible usar la técnica denominada bola de
nieve, mediante la cual se identifica un individuo clave que quiera proporcionar
informacion sobre este problema,y,a través de él,identificar un segundo individuo,
y luego, a un tercer individuo y asi sucesivamente, hasta conformar una muestra
no probabilistica con n individuos.

1.4.2.3 Muestreo tedrico

De manera general, la investigacién cientifica que se realiza a través de variables
tanto cuantitativas como cualitativas utiliza métodos cuantitativos asociados con
los procesos de inferencia estadistica; no obstante, también existe la denominada
investigacion cualitativa (IC), de la cual existen varios tipos; la IC utiliza métodos y
disenos propios para indagar sobre la ocurrencia de un fenémeno de interés sin
necesidad de recurrir al uso de variables en el sentido cuantitativo; este tipo de
estudio involucra elementos como: conceptos, ideas y categorias relacionadas con
una determinada “teoria” o con el conocimiento cientifico en general; esta clase
de indagacion se usa con frecuencia en campos de las ciencias sociales, humanas y
de la educacion (Campos,2009). En IC se utilizan disenios y metodologias propios,
entre ellos: el estudio de casos, el estudio de grupos focales, la investigacion-
accion (IA), la investigacidon accidén participacion (IAP), la fenomenologia, la
teoria fundamentada y la cartografia, solo por mencionar algunas.

En esta clase de estudios se sugiere realizar un muestreo “teérico”, que es un
muestreo de conceptos, no de individuos: “significa que el muestreo, mas que
predeterminado antes de comenzar la investigacion, evoluciona durante el proceso;
se basa en conceptos que emergen del analisis y que parecen ser pertinentes para
la teoria que se esta construyendo” (Straus y Corbin, 2002, p. 220), hasta alcanzar
el punto de saturacion tedrica,““en el cual ya no emergen propiedades, dimensiones
o relaciones nuevas durante el anilisis” (p. 157). Las “categorias” emergentes de
conocimiento permiten comprender de manera adecuada el fenémeno de interés
que se esté estudiando (Strauss y Corbin, 1998).

En concordancia con Flores, Gomez & Jiménez (1999), Guba & Lincon (1994) y
Simons (2011), en el enfoque cualitativo de investigacion se considera la realidad
de forma global y dinamica, elaborada por medio de procesos interactivos entre el
sujeto y aquella; la IC sigue un camino de corte inductivo y considera la realidad
como el punto inicial del proceso investigativo; los datos textuales recogidos
posibilitan la generacion de pre-teorias, la presentacion de categorias emergentes
y la pesquisa de nuevos datos que den cuenta de las particularidades detectadas
en una situacion determinada.
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Ejemplo 1.20. De acuerdo con Simons (2011), Stake (1998), Yin (2009) y
Yin (2014), un estudio de caso se puede conceptualizar como el estudio de la
particularidad y la complejidad de un caso singular, para llegar a comprender su
actividad en circunstancias importantes; en consecuencia, posibilita “el examen
detallado, comprehensivo, sistematico y en profundidad del objeto de interés”
(Flores, Gomez & Jiménez, 1999). Como ilustracion, se quiere estudiar el caso
de la Institucion Educativa del Sur (IES), ubicada en la ciudad de Tunja, en
Boyaca, Colombia, a fin de comprender el fenémeno de la desercion escolar y
su relacion con la violencia en el entorno escolar manifiesta en las acciones de
sus estudiantes. En este contexto, los métodos cualitativos posibilitan realizar un
estudio en profundidad de tal fenémeno, identificar categorias conceptuales y
generar soluciones pertinentes.



Victor Miguel Angel Burbano Pantoja 40 Margoth Adriana Valdivieso Miranda

Actividades para el estudio independiente Capitulo 1

1.1 Una vez se haya hecho una lectura comprensiva de los temas y ejemplos del
capitulo 1, complementar en los espacios en blanco.

a) De algunas actividades como: recoleccion, organizacion, representacion,
interpretacion y andlisis de informacion, referidas a una o mas variables, de su
estudio en una poblacidén o en una muestra determinada se ocupa la estadistica

b) Cuando se selecciona una muestra aleatoria y con base en ella se infiere acerca
de la presencia o ausencia de caracteristicas de estudio o de parimetros en toda la
poblacion, se esta trabajando con la estadistica

¢) Una es un subconjunto de individuos representativo de la
poblacion.

ada una de las caracteristicas que interesa estudiar en los individuos de una
d) Cad del terist t tud | divid d
poblacién o de una muestra se denominan

e) Aquellas caracteristicas que permiten clasificar a los individuos en grupos o
clases se les denomina variables

f) Aquellas caracteristicas que incluyen la nocién de cantidad, intensidad o
magnitud se llaman variables

¢) Una variable es aquella que admite cualquier valor en un
intervalo de niimeros reales.

h) La variable X :ntimero de trabajadores por empresa en la ciudad de Tunja en
Colombia en el ano 2015, corresponde a una variable

1.2 Clasificar cada una de las siguientes variables y determinar la escala de
medicion.

a) X : grado de escolaridad de las madres cabeza de familia de los estudiantes
matriculados en el semestre I del ano 2016 en la Universidad Nacional de
Colombia, sin interesar el orden.

b) Y : preferencia por el producto H que estd promocionando la empresa TT
en la ciudad de Manizales en Colombia en el anno 2016, calificadas asi: 1: nada,
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3: poco, 5: mucho.

¢) I ingreso mensual de los trabajadores de la empresa T&R en el mes de enero
del ano 2016.

d) T: temperatura ambiente de los salones de clase en el bloque R de la
Universidad Pedagogica y Tecnologica de Colombia (UPTC) medida entre las
11 am.y las 11:30 a.m. en los tltimos 15 dias habiles del mes de noviembre del
ano 2015.

e) P: peso en kilogramos de cada uno de los vacunos con 40 semanas de vida,
de la granja T&H.

1.3 En correspondencia con cada una de las siguientes variables, complementar
o responder a las preguntas formuladas.

La variable C: color del cabello de una muestra de estudiantes en la universidad
A; los siguientes datos: N, N, B, N, N, N, N, B, R, R, B, N, R, N, N, N, N, R,
RON,N, N, RN, N, N, R, R, R, N, N, con codificacion: B=blanco, N=negro,
R =Rubio.

a) El tamafo de la muestra es

b) La proporcion muestral de los estudiantes con cabello blanco
es

¢) ;Es adecuado calcular el promedio con los datos de la variable anterior?
Justifique surespuesta

Para la variable X: peso en kilogramos de unos estudiantes que cursaron Calculo
[ en el programa de Ingenieria en el semestre II del ano 2015 en la UPTC, se
han obtenido los siguientes datos: 62, 63.8, 65.4, 62, 58, 70, 65, 65, 63.8, 62,
63.8, 65.4, 62, 58, 70, 65, 65, 63.8, 62, 63.8, 65.4, 62, 58, 70, 65, 65, 63.8, 62,
63.8,65.4,62, 58,70, 65, 65.

d) La media muestral o promedio en la muestra del peso de los estudiantes que
cursaron Calculo I es

e) La desviacion estandar
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f)El coeficiente de variacion es e indica que los datos son

1.4 Del conjunto de datos del ejemplo 1.11 es posible seleccionar 10 muestras
aleatorias de tamafio n = 3 mediante un muestreo aleatorio sin reemplazo;
una de ellas estd constituida por los datos 9, 10, 8; en esta muestra, obtener
el promedio, la varianza, la cuasivarianza o varianza corregida, la desviacién
estandar, la desviacidon estindar corregida, el coeficiente de variacidon y el
porcentaje de las empresas que han obtenido por lo menos 10 millones por dia
de utilidades.

1.5 Se tiene una poblacién conformada por 100 individuos, interesa estudiar
sus gastos semanales en miles de pesos. Se quiere seleccionar una muestra
aleatoria de tamano 5 usando muestreo aleatorio simple sin reemplazo.
Ademas, determinar el ntmero total de muestras distintas y posibles de obtener,
la probabilidad de seleccionar una muestra compuesta por cinco individuos
especificos y la probabilidad de que un individuo cualquiera de la poblaciéon
pertenezca a la muestra.

1.6 Se tiene una poblacidon conformada por 20 individuos, el interés se centra en
estudiar la relacion peso-talla a fin de implementar una dieta para disminuir el
peso. Se quiere seleccionar una muestra aleatoria de tamano 3 usando muestreo
aleatorio simple con reemplazo; determinar el nimero total de muestras de
tamafo 3 con repeticion posible, la probabilidad de que una sucesion cualquiera
conformada por 3 individuos sea seleccionada y la probabilidad de que un
individuo especifico sea seleccionado al menos una vez para conformar la
muestra.

1.7 Se tiene una poblaciéon de 5 000 individuos, dividida en 4 estratos, como se
indica en la Figura 1.3;seleccionar una muestra aleatoria de tamafo 100, usando:
i) muestreo proporcional y ii) por cuotas iguales 0 muestreo no proporcional.

Figura 1.3 Poblacién conformada por cuatro estratos
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1.8 Si se tiene una poblacién con N = 2 500 individuos y se desea seleccionar
una muestra de n = 90 individuos, describa el procedimiento para seleccionar
esa muestra usando un muestreo aleatorio sistematico.
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Ejercicios para el capitulo 1

1.1 Mencionar tres diferencias entre estadistica descriptiva y estadistica
inferencial.

1.2 ;Es posible transformar una variable cuantitativa en una cualitativa? De ser
asi, proporcione un ejemplo. ;Es posible transformar una variable cualitativa en
una cuantitativa? Explique.

1.3 Proporcionar 2 ejemplos de variables:
e Cualitativas

e Discretas

e Continuas

1.4 Escribir 2 ejemplos de variables

En escala ordinal

En escala de razén
En escala nominal

En escala de intervalo

1.5 ;Es posible calcular el coeficiente de asimetria para una variable aleatoria?
De ser asi, scual es la expresion para calcularlo?

1.6 ¢Es posible calcular el coeficiente de curtosis para una variable aleatoria?
De ser asi, scudl es la expresion para calcularlo?

1.7 Del conjunto de datos del ejemplo 1.11 es posible seleccionar 10 muestras
aleatorias de tamafio n = 2 mediante un muestreo aleatorio sin reemplazo;
una de ellas estd constituida por los datos 11, 10; en esta muestra, obtener
el promedio, la varianza, la cuasivarianza o varianza corregida, la desviacion
estandar, la desviacion estindar corregida, el coeficiente de variacidon y el
porcentaje de las empresas que han obtenido por lo menos 10 millones de
utilidades por dia.



2

Distribuciones usuales de muestreo

En este capitulo se presentan las distribuciones de probabilidad asociadas con
los estimadores o estadisticas mas frecuentes, entre ellas, la distribucién normal,
la chi cuadrado,la t-student y la de Fisher; estas distribuciones posibilitan el estudio
de variables aleatorias como la media, la varianza y la proporcién muestral, la
diferencia de medias y de proporciones muestrales y el cociente de varianzas
muestrales. Asimismo, se proporcionan ejemplos de aplicacion alusivos.

2.1. Distribuciones de probabilidad de uso frecuente en inferencia
estadistica

Algunos de los aspectos tedricos considerados en esta seccidon son asumidos
o adaptados de los conceptos expuestos al respecto por diversos autores:
Alvarado & Obagi (2008), Bickel & Doksum (1977), Blanco (2004), Burbano
y Valdivieso (2015), Canavos (1988), Freund y Miller (2000), Gutiérrez et al.
(2008), Lindgren (1993), Mayorga (2003), Nieves, Sanchez & Clicero (2010) y
Shao (1999), por citar algunos.

2.1.1 Distribucion normal

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de
parametros H y g, donde MY es un ntmero real y O es un namero real
positivo, si su funcidon de densidad es (Bickel & Doksum, 1977; Burbano et al.,
2015):
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La representacion grafica de esta funcion de densidad se indica en la Figura 2.1;
la curva de esta densidad suele denominarse campana de Gauss, y el area bajo
la curva tiene un valor de 1.

fix)

E73F plg p-leg g wle pTlopTald

Figura 2.1 Funcién de densidad de la variable aleatoria X normal

Fuente: los autores apoyados en el software libre R.

Ademas, la funcidn f, por tratarse de una funcién de densidad, cumple con las
dos siguientes condiciones:

i) f(x)=0

x—p

o = p ( )2
i) |f(x)dx=|——e ‘°'dx=l
l l V21O
En cuanto al valor esperado y la varianza de la variable aleatoria X se cumple:
) E(X) =
ii) Var(X) =0°

En el caso particular de que g =0 y 0 =1 ,se tiene la densidad de la distribucion
normal estandar; esta queda expresada de la siguiente manera:

f(x)= \/;_ﬂexp[—%xz} xeR

La mencionada densidad se deduce realizando la siguiente estandarizaciéon de

la variable involucrada:

x—H
Z =
(o)
dz =ldx
(0)

La funcién de densidad de la distribucién normal estandar satisface la siguiente
igualdad:
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f(z)dz = e?dz=1

e Ne

La densidad de la distribucion normal estandar para la variable aleatoria Z es:
1 e_ZT

f(Z)=m

Sin pérdida de generalidad, esta funcién se escribe de la siguiente forma:

f(x)= \/;__nexp[—%xz}, X€eR

Donde f(x) es una funcién de densidad de probabilidad para la variable
aleatoria X . La funciéon de distribuciéon de probabilidad para la variable
aleatoria Z con distribucién normal estandar es la siguiente:

F(2)=P(Z<2)=®(2)= \/;_TT exp {—%ﬁ} dt

En la Figura 2.2 se observa la funcién de densidad de la distribuciéon normal
estandar; se trata de una curva simétrica con respecto al eje vertical, dado que
esta funciéon de densidad satisface que f(—x)= f(x), hecho que también
indica que f es una funcién par. El area bajo la curva fes igual a 1, en la parte
izquierda se ubica un area igual a 0.5=50 % y en la parte derecha se tiene un
area de 0.5 como resultado de la simetria. Los valores en el eje horizontal para
la variable estandarizada estan aproximadamente entre -3.6 y 3.6.

3 £

Figura 2.2. Funcién de densidad de la variable aleatoria Z normal estindar

Fuente: los autores apoyados en el software libre R.

Ejemplo 2.1. En la Figura 2.3 se indica el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al cilculo de la probabilidad P(Z <2.14);esta ha de leerse
en una tabla para la distribucién normal estandar.
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F(2.14)= P(Z <2.14) = ®(2.14) = 0.9838

fiz)

o
A

3 2 a1 o 1 12 3 Z

Figura 2.3 Area bajo la curva normal estindar P(Z < 2.14)

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..

Ejemplo 2.2. En la Figura 2.4 se ha sombreado el valor del area bajo la curva
normal estindar equivalente al calculo de la probabilidad,

F(-1.22)=P(Z <-1.22)=d(~1.22)=0.1112

fiz)

) RN

T g

3 2 -1 o0 1 2 3 Z

Figura 2.4. Area bajo la curva normal estindar P(Z < —1.22)

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.3. En la Figura 2.5 se muestra el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad

P(Z <0.86)=0.8051=280.51 %
fiz)

3 2 1 o 1 2 3 Z

Figura 2.5 Area bajo la curva normal estaindar P(Z < 0.86)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
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Ejemplo 2.4. En la Figura 2.6 se indica el valor del area bajo la curva normal
estindar equivalente al calculo de la probabilidad

P(Z21.42)=1-P(Z<1.42)=1-0.9222=0.0778=7.78 %
fiz)

T g

3 2 a1 o0 1 2 3 Z
Figura 2.6. Area bajo la curva normal estindar P(Z >1.42)

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Ejemplo 2.5. En la Figura 2.7 se presenta el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al cilculo de la probabilidad

P(-138<Z <2.47)=P(Z <2.47-P(Z<-138)

P(-1.38<7<2.47)=0.9932-0.0838 =0.9094

ﬁ‘-fl
PN

_,-" 4
A
0 1 2 3 z

Figura 2.7. Area bajo la curva normal estindar P(—1.38 < Z <2.47)

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

o —T g
3 2 1

Ejemplo 2.6. En la fabrica A se ha establecido que la duracién (en horas) de los
bombillos que se producen se distribuye normalmente con media de 800 horas
y desviacion estandar de 50 horas. Si de forma aleatoria se toma un bombillo
de la produccion:

a) ;Cual es la probabilidad de que dure maximo 842 horas?
b) ;Cual es la probabilidad de que dure por lo menos 718 horas?
¢) ;Cuadl es la probabilidad de que dure entre 782 y 917 horas?

M =800 horas, 0 =50 horas
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X : duracién en horas de un bombillo cualquiera producido por la fabrica A.

o P(Xs842)=P(X‘ i 842 “):P(Zgwj

o) o) 50

P(X £840) = PZ<% =P(Z<0.84)=0.7995=79.95 %

A

Figura 2.8. Area bajo la curva normal estindar P(Z < 0.84)

Fuente: los autores apoyados en el software libre R.

La probabilidad de que un bombillo escogido aleatoriamente de la producciéon
presente una duracién maxima de 842 horas es del 79.95 %. Una representacion
de este caso se indica en la Figura 2.8.

b P(Xz718)=P[X‘“ > 718‘“j:p(22wj

o o 50
P(X 2718) =P(Z =-1.64) =1 —P(Z <-1.64) =1-0.0505 =0.9495 =94.95 %

3 2 1 o 1 2 3 Z
Figura 2.9. Area bajo la curva normal estindar P(Z > —1.64)

Fuente: los autores apoyados en el software libre R.

La probabilidad de que un bombillo escogido de forma aleatoria de esa
produccién dure por lo menos 718 horas es del 94.95 %. Una representacion
de la anterior situacion se tiene en la Figura 2.9.

782-p _X-p 3917_“j

C)P(782£X£917)=P[ <
(0} o g
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P(782< X <903) = P(782 800 /< 9175_0800J = P(-0.36< Z <2.34)
P(782< X <917)=0.9904—-0.3594=0.631=63.1 %
ﬁr‘-.rl

/I

e ety

-3 -2 -1 0 1 2 3 Z

Figura 2.10. Area bajo la curva normal estaindar P(—0.36 < Z < 2.34)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que un bombillo escogido aleatoriamente de la produccion
dure entre 782 y 917 horas es de 63.1 % (ver Figura 2.10).

2.1.2 Distribucion chi-cuadrado

Si X,X,,...,X, son variables aleatorias independientes, cada una con
distribucion normal estindar, § =0 y 0=1, entonces la siguiente variable
aleatoria tiene distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad:

J=X] X L X =D X
i=l

Es decir, una variable aleatoria chi-cuadrado es la suma de n variables aleatorias
en las condiciones mencionadas, cada una de ellas elevada al cuadrado.

Una variable aleatoria X tiene distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad
si su funcion de densidad es:

— xglexp(—ij st x>0
J()=92°T (%) 2

0 si x<0

Donde I'(.)es la funciéon gamma dada por:

I'o) = It“"' exp(—t)dt conaw >0
0

La representacién grafica de la funcién de densidad para una variable aleatoria
X que tiene distribucidn chi-cuadrado con n grados de libertad se indica en
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la Figura 2.11; se trata de una curva asimétrica hacia la derecha; en esta, el area
bajo la curva tiene valor de 1.

flx)

X

Figura 2.11. Area bajo la curva chi-cuadrado con n grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Por supuesto, la funcién f, por tratarse de una funciéon de densidad de
probabilidad, cumple con las dos siguientes condiciones:

i) f(x)=0
i) z F(x)dx = I ST X exp(—%} dx=1

De la funcién gamma se deducen los siguientes resultados:

I'(n)= J. " exp(~t)dt=(n-1)! siempre que n sea entero positivo
0

rQ)= Tﬁ‘l exp(—t)dt=(2-1)!=1!=1

I(3) = [ exp(~t)dr=(3-1)1=21=2

0
Asimismo, es posible demostrar que se cumple la siguiente igualdad:
rG)= I " exp(—t)dt=-/Tt

0

Si X es una variable aleatoria con distribucidn chi-cuadrado con n grados de
libertad, entonces se deduce que:

i) E(X)=n
ii) Var(X)=2n

La funcién de distribucion de probabilidad para la variable aleatoria X con
distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad es la siguiente:
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c 1 n
el 1]
2°T'(%) 2)dt six>0

0 six<0

Ejemplo 2.7. En la Figura 2.12 se indica el valor del area bajo la curva de la
densidad chi-cuadrado equivalente al calculo de la probabilidad P(X <18.307)
con n=10 grados de libertad; suele denotarse con X 02'95’10 la distancia sobre el
eje horizontal cuya area bajo la curva es de 0.95; esta se lee en una tabla para la
distribucion chi-cuadrado.

P(X <18.307)=0.95

fix)

025

Hissio = 18.307

Figura 2.12 Area bajo la curva chi-cuadrado con n = 10 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.8. En la Figura 2.13 se indica el valor del area bajo la curva de la
densidad chi-cuadrado, equivalente al cilculo de la probabilidad P(X <5.226)
con n =12 grados de libertad; X 3, 0s.12 denota una distancia sobre el eje horizontal;
esta se lee en una tabla para la distribucion chi-cuadrado.

P(X £5.226)=0.05

flx)

Jo.05

Zoosn = 5.226

Figura 2.13 Area bajo la curva chi-cuadrado con n = 12 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el software libre R.
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Ejemplo 2.9. A continuacién se presentan algunos valores de la distancia chi-
cuadrado para valores especificos de probabilidad o del area bajo la curva de la
densidad chi-cuadrado; estos son susceptibles de ser verificados en la tabla de esta
distribucion (ver Blanco, 2004):

Xoors =30.578
Xogrs.s = 27.488
Xio0s =13.36
Xoora0 =826
Xoorsaa =5.629

Ahora, si Z es una variable aleatoria con distribucion normal estandar,
M =0 y 0=1, entonces la variable aleatoria Z ? tiene distribucion chi-cuadrado
con n = 1 grados de libertad. Lo anterior quiere decir que si X es una variable
aleatoria con distribuciéon normal con media Y y desviacion estandar O,

_X-u

¥ 2
7 ~ N(0,1) implica que 72 = (;U)

0)

tiene distribucion chi-cuadrado con n = 1 grados de libertad. Ademas, es posible
mostrar que la variable aleatoria

(n —1)3'2

0.2

tiene distribucion chi-cuadrado con n - 1 grados de libertad.

SiX,,X,,..,X, es una muestra aleatoria para estudiar la variable aleatoria
. . ., . . gl &2

X, con distribucién normal, entonces, las variables aleatorias X yS§° son

independientes.

2.1.3 Distribucion t-student

Si Z es una variable aleatoria con distribucion normal estindar, 4 =0 y 0=1,y
st Y es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n grados de
libertad, pero Z y Y son independientes, entonces, la variable siguiente se
denomina variable aleatoria f-student con n grados de libertad:

T=

=
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Es decir, una variable aleatoria t-student es el cociente entre una variable
normal estandar y la raiz cuadrada de una variable chi-cuadrado dividida por
sus grados de libertad.

Una variable aleatoria X tiene distribucion t-student con n grados de libertad si
su funcién de densidad de probabilidad es:

1 FLH 2 7(%])
() 1+ con o< Xx <o

f(x):\/HT F(%) n

Donde I'(.) es la funciéon gamma definida en el apartado anterior.

La representacién grafica de la funcién de densidad para una variable aleatoria
X que tiene distribucion t-student con n grados de libertad se indica en la Figura
2.14; se trata de una curva simétrica similar a la curva normal estandar, pero
mas aplanada y con sus colas un poco mas altas que aquella; el area bajo la curva
también tiene un valor de 1.

fix)

1 2 3 «x

1

w

i

(8]

'

.

o =S

Figura 2.14. Area bajo la curva t-student con n grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Por supuesto, la funcién f por tratarse de una funciéon de densidad de
probabilidad, cumple con las dos siguientes condiciones:

) f(x)=0

if) _[f(x)d —j\/_ Fn+]) . dx =1

Si X es una variable aleatoria con distribuciédn f-student con n grados de libertad,
entonces, se deduce que:
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i) E(X)=0

n

i) Var(X) = con n=3

La funcién de distribucidon de probabilidad para la variable aleatoria X con
distribucién t-student con n grados de libertad es la siguiente:

x il 2\~ )
F()=P(X <x)= [ J,quTFr((z))(“%j di

Ejemplo 2.10. En la Figura 2.15 se indica el valor del area bajo la curva de
la densidad t-student equivalente al cilculo de la probabilidad P(¢<1.812)
con n=10 grados de libertad; el valor denotado con f45,, corresponde a un
valor sobre el eje horizontal; la probabilidad se ha de leer en una tabla para la
distribucion t-student.

P(t<1.812)=0.95
fit)

1 L] L} T | L
-1 7} 1
fogs o= 1.812

Figura 2.15. Area bajo la curva t-student con n = 10 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el software libre R.

Ejemplo 2.11. En la Figura 2.16 se indica el valor del area bajo la curva de la
densidad t-student, equivalente al cilculo de la probabilidad P(# <—2.131) con
n =15 grados de libertad; el valor denotado con ¢, ,5,5 corresponde a un valor
sobre el eje horizontal; la probabilidad se lee en una tabla para la distribucion
t-student.

P(t<-2.131)=0.025
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B o I
Figura 2.16. Area bajo la curva t-student con n = 15 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.12. En la Figura 2.17 se indica el valor del area bajo la curva
de la densidad t-student, equivalente al cilculo de la probabilidad
P(—1.697 <t <2.042) con n = 30 grados de libertad; en este caso se aplica el
siguiente criterio para leer la tabla de la distribucion t-student.

P(~1.697 <¢<2.042) = P(t < 2.042) — P(t <—1.697) = 0.975—0.05 = 0.925
)

1] L] | L] T 1|
-1 0 i
Qosso = -1.g07 Lamso= 2.042
Figura 2.17. Area bajo la curva t-student con n = 30 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Ejemplo 2.13. Enseguida, se presentan algunos valores sobre el eje horizontal,
correspondientes a valores especificos de probabilidad o del area bajo la curva
de la densidad t-student; estos son susceptibles de verificar en la tabla de esta
distribucion.

Logo1n = 2.681
Loors = —2.624
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loorss0 = 1.990
logsoa = 1.71

2.1.4 Distribucion F de Fisher

Si X es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con m grados de
libertad, y si Y es otra variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n
grados de libertad, pero X'y Yson variables aleatorias independientes, entonces,
la variable siguiente se denomina variable aleatoria de Fischer, con m y n grados
de libertad, respectivamente:

B
Il
s =[5 [

Es decir, una variable aleatoria de Fisher es el cociente entre dos variables chi-
cuadrado, cada una dividida por sus grados de libertad.

Una variable aleatoria X tiene distribucidon de Fisher con m y n grados de
libertad si su funcién de densidad de probabilidad es:

F(m+nj
2 ) méngx[le (n+mx)7(m;nj si x>0
J(x) = r(’"jr(”j

2 2

0 si x<0

Donde I'(.) es la funcion gamma definida en los apartados anteriores.

La representacion grafica de la funcion de densidad para una variable aleatoria
X que tiene distribucion de Fisher con m y n grados de libertad se indica en la
Figura 2.18; se trata de una curva asimétrica hacia la derecha; en esta, el area
bajo la curva tiene un valor de 1.
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i}

X

Figura 2.18. Area bajo la curva de Fisher con m'y n grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Por supuesto, la funcién f, por tratarse de una funciéon de densidad de
probabilidad, cumple con las siguientes dos condiciones:

i f(x)>0

m+n
ot U rae e
if) Jf(x)dx:J.—zmM x? (n+mx)_(7)dx=1
6l

Si X es una variable aleatoria con distribucion de Fisher con m y n grados de
libertad, entonces, se deduce que:

—00

n

i) E(X)= con n>2

2n*(m+n-2)

> con n>4
m(n—2)"(n—4)

i) Var(X) =

La funcién de distribucidén de probabilidad para la variable aleatoria X con
distribucion de Fisher con m y n grados de libertad es la siguiente:

m+n
X F[ 2 j m n [ﬂ,lJ m+n
I—mznzt 2 (n+mt)_(7jdt six>0
P(X <x)=17%

0 six<0

Ejemplo 2.14. En la Figura 2.19 se indica el valor del area bajo la curva de la
densidad de Fisher, equivalente al calculo de la probabilidad P(X £3.07) con
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m = 8y n = 10 grados de libertad; suele denotarse con Fjysq,, la distancia
sobre el eje horizontal, cuya area bajo la curva es de 0.95; esta ha de leerse en
una tabla para la distribucién de Fisher.

P(X <3.07)=0.95

[[7]

0es

|
Fosssn=3.07

Figura 2.19 Area bajo la curva de Fisher con m = 8 y n = 10 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..

Ejemplo 2.15. En la Figura 2.20 se observa el valor del area bajo la curva de la
densidad de Fisher, equivalente al cilculo de la probabilidad P(X <0.2159) con
m =11y n =9 grados de libertad; se trata de calcular F,,,,, correspondiente
a la distancia sobre el eje horizontal cuya area bajo la curva es de 0.01; esta no se
puede leer directamente en una tabla de la distribucidn de Fisher; en este caso,
se ha de recurrir a la siguiente féormula de interpolacion:

Fony == _=02159
Y E).99,9,11 463

P(X £0.2159)=0.01

il

001

I
Foonng =0.2159

Figura 2.20 Area bajo la curva de Fisher con m = 11y n =9 grados de libertad

Fuente: los autores apoyados en el soffware libre R.

Ejemplo 2.16. Enseguida se presentan algunos valores de la distancia sobre el
eje horizontal para valores especificos de probabilidad o del area bajo la curva
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de la densidad Fisher; estos se determinan con la tabla de esta distribucion (ver
Blanco, 2004).

E).99,7,4 =14.98

E).95,6,8 =3.58
1 1
E)_01,5,9 = = ~(0.0984
E).99,9,5 10.16
1 1
Fo.05,6,12 = =——=0.25

E).95,12,6 4.00

2.2. Distribuciones muestrales

En esta seccidon se presentan las distribuciones correspondientes a la media,
proporcidn y varianza muestral, ademas de las distribuciones de la diferencia
de proporciones, medias y cociente de varianzas muestrales. Algunos de los
aspectos tedricos considerados en esta seccidon son asumidos o adaptados de
los conceptos expuestos al respecto por diversos autores, entre ellos: Bickel
& Doksum (1977), Canavos (1988), Lindgren (1993), Shao (1999), Freund y
Miller (2000), Mayorga (2003), Blanco (2004), Gutiérrez et al. (2008) y Burbano
y Valdivieso (2015).

2.2.1 Distribucion de la media muestral

Si X,X,,...,X, para n >1 es una muestra aleatoria con E(X;)=H vy

Var(X,) =0 ® entonces X es una variable aleatoria; esta tiene distribucion de
probabilidad y para determinarla se ha de tener presente que se esta trabajando
con una muestra de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, por consiguiente:

n

X,
i 2 B e B+t BX) nu
n

=
n n

n

X,
Var(X) =Var| 2 | Var(X)+Var(X,)+..+Var(X,) ng’ _gz
= ; = 2 - n> - n
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Luego
E(X)=p
2

Var(X)=2-
n

Usando el teorema central del limite, se tiene que la siguiente variable aleatoria
Z tiene distribucion normal estandar:

XE(X)XU)?H

= ) J; =

Asi, entonces,

z-X—H

~N(0,1)

Jn 2.1)

La expresion 2.1 se utiliza para una poblacioén infinita con desviacidon estindar
conocida. Ahora, si el muestreo se realiza sin reemplazo en una poblacién finita
de tamafio NN, entonces, en concordancia con Freund y Miller (2000), se deduce
que:

E(X)=p
— _o'_2 N-n
Var(X) == [N—lj

Aplicando el teorema central del limite a la variable promedio muestral, se
obtiene que la variable aleatoria Z siguiente tiene distribucion normal estandar:

=)?—E()?)= X-p  X-up
JVar(X) \/o’z(N—n N-n

j a
n\N-1) n
Luego

Z= ~N (0,1)

att=)
VnVN-1 (2.2)

La expresion 2.2 se utiliza para una poblacion finita de tamafo N con desviacion
estandar conocida.
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Ahora, si la desviacidn estandar O es desconocida, pero constante, entonces la
variable aleatoria Z tiene distribucion normal estandar:

z-X—H

~N(0,1)

Jn

Por otro lado, la siguiente variable aleatoria tiene distribucién chi-cuadrado
con n-1 grados de libertad cuando se muestrea de una poblacién normal:

(n—1)S?
o2
Luego el cociente entre la variable normal estandar anterior (expresion 2.1) y
la raiz cuadrada de la variable aleatoria con distribucidon chi-cuadrado con n-1

grados de libertad dividida por sus n-1 grados de libertad tiene distribucién
t-student con n-1 grados de libertad, asi:

z-X-¥

o
(n-ns*, S
5 /(l’l 1) \/;

En consecuencia,

Jn (2.3)

tiene distribucién t-student con n -1 grados de libertad; ademas, la expresion
2.3 se utiliza con frecuencia para n menor que 30.

Para una muestra aleatoria proveniente de una poblacion finita de tamafo n
con desviacidn estandar desconocida, entonces, se deduce que

—_ XM
5 [
JnV N-1 (2.4)

corresponde a una variable aleatoria con distribucion t-student con n-1 grados
de libertad; esta se utiliza con frecuencia para n menor que 30 con poblaciones
finitas y con desviacidon estandar poblacional desconocida.
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Ejemplo 2.17. De los datos de la variable X (utilidades en millones de pesos
por dia de las cinco empresas mas eficientes en la ciudad de Paipa, Boyaca-
Colombia, en el afio 2014), considerados en el ¢jemplo 1.11, a saber: 12, 11,
10, 9, 8, obtener todas las muestras de tamano n=2 seleccionas por medio
de un muestreo aleatorio simple sin reemplazo, determinar el promedio para
cada muestra, construir la distribucién de probabilidad para la variable aleatoria
“media muestral”, obtener su valor esperado y su varianza y verificar si se

cumplen las igualdades para la esperanza matematica y la varianza presentadas
por Freund y Miller (2000).

Como se tiene que N = 5y n = 2, entonces, el nimero total de muestras
distintas que son posibles de obtener es:

NY_(S)__st _ st _120_ .
n) (2) 215-2)! 2131 12

Estas muestras son las siguientes:

M, ={12,11}, m, ={12,10}, M, ={12,9}, m, ={12,8}, M, ={11,10},

M, ={11,9}, M, ={11,8}, M, ={10,9}, M, ={10,8},M,, ={9,8}

Sus correspondientes medias muestrales son:

o2l g p 120y 5 209 057 128 g IO g
2 2 2 2 2

P U9 p L8 oo p 1049 oo g 1048 ¢ 948
2 2 2 2 2

Los anteriores valores indican que la media muestral es una variable aleatoria
que cambia de valor a medida que se cambia de muestra (con tamano de
muestra constante).

De acuerdo con lo establecido en el apartado 1.3 del primer capitulo, la funciéon
de probabilidad asociada a esta variable aleatoria es:

f(X-ll.S)-lO,f(X 11) 10,f()( 10.5) 1O,f()( 10)==,
F(¥=95)=2, £(¥ =9)=—, 7 (¥ =85)=—
10 10 10
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El valor esperado o esperanza matematica de la variable aleatoria es:

E(X) :11.5[%)“1(%}“0.5(%)“0(%)+9.5(%)+9(%}+8.5(%)

E()_()z11'5+11+21+1f)0+19+9+8'5 =11000

Ahora, para calcular la varianza, en primera instancia se calcula:

Say 2 L 2 L 2 3 2 l 2 l 2 L 2 i
E(X?)=(115) (10)”1 (10j+(10.5) [10j+10 [10} 9.5) (10]+9 (10]+(8.5) [10}

E(T) = (11.5)° +11° +2(10.5)* + 2(10)* +2(9.5)* + 9% +(8.5)°
10

=10

) _ 132.25+121+220.5+200+180.5+81+72.25 1007.5

E(X
10

=100.75

Con los resultados anteriores, se calcula asi la varianza:

— 2

Var (X)=E(X*)-(E(X)) =100.75-(10)* =100.75-100 = 0.75

En el ejemplo 1.11 ya se obtuvieron el valor esperado y la varianza de la
variable utilidades; estos fueron:

M =10
o’ =2

Por otro lado, en concordancia con Freund y Miller (2000), se cumple que:

E(X)=10=p
2 —
Var()?):U—(N_nj:g(ujzi:&%
n\N-1) 2\5-1) 4

2.2.2 Distribucion de la proporcion muestral
St X es una variable aleatoria con distribucion binomial de parimetro p, donde
este parametro indica la probabilidad de éxito en una muestra aleatoria de

tamafo n (de variables aleatorias Bernoulli), entonces, para la variable aleatoria

X: niimero de éxitos en la muestra de la caracteristica A de interés,



Victor Miguel Angel Burbano Pantoja 66 Margoth Adriana Valdivieso Miranda
E(X)=np
Var(X)=np(1-p)

Considerando la variable

. X
pP=—
n

su valor esperado y varianza son los siguientes:

E(ﬁ)=E[£J=E(X)=@=
n n n

gy X)) o

n n* N n’ n
Luego
E(p)=p
Var(p) =4
n
Donde
q=1-p

Para un tamano de muestra n “grande”, se aplica el teorema central del limite,
obteniéndose:

:X—E(X) :X—np
\/Var(X) \/npq

Al realizar operaciones de tipo aritmético, la expresion anterior se transforma en:

X-np X

X - np_ g TP p-p

Jnpg anq I:/7 \/7

Z=

Asi, entonces,
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La expresion 2.5 corresponde a una variable aleatoria con distribuciéon normal
estandar para n grande; esta involucra a la variable aleatoria proporcién muestral.

2.2.3 Distribucion de la diferencia de proporciones muestrales

Si se tienen dos poblaciones binomiales con parametros p, y p, respectivamente,
y se ha seleccionado una muestra aleatoria de tamafio n, en la primera poblacion,
y una muestra aleatoria de tamafio n, en la segunda, de forma que estas sean
independientes, entonces, para las variables aleatorias:

X :ntmero de éxitos en la primera muestra de la caracteristica A de interés y
X :ntmero de éxitos en la segunda muestra de la caracteristica A de interés

se definen las proporciones muestrales correspondientes de la siguiente manera:

X . X,
bh=— 'y Dh="

n, n,
Sus correspondientes valores esperados y sus varianzas son:

E(p)=p
Var(p,) = i
n,
Donde ¢, = 1—p,
E(p,) =p,
Var(p,) =%
n,

Donde ¢, = 1—p,

Se define la variable aleatoria denominada diferencia de proporciones muestrales;
esta se denota con p, — p,,y su valor esperado es:

E(fﬁ _ﬁz):E(ﬁ1)_E(ﬁ2):p1 - D,

Si estas variables aleatorias p; ¥ p, son independientes, entonces, su varianza
equivale a:

)= P4 n P4,

n, n,

Var(p, = p,) =Var(p,)+Var(p,
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Para tamafios n, y n, “grandes”, se aplica el teorema central del limite,
obteniéndose,

7 - 151 _]52 _E(ﬁl_ﬁz) _ ﬁL_ﬁz_(pL_pz)

VVar(p,—p,) P4 | P29

Asi, entonces, la siguiente variable aleatoria tiene distribucion normal estandar:

7P P —(p—py) ~ N(0,1)
b4, | P9»
(2.6)

La expresion 2.6 corresponde a una variable aleatoria con distribucién normal
estandar para n, y n, grandes; esta involucra a la variable aleatoria diferencia de
proporciones muestrales.

2.2.4 Distribucion de la diferencia de medias muestrales

Dadas dos poblaciones normales, se desea estudiar una determinada caracteristica
de tipo cuantitativo; para esto, se selecciona una muestra aleatoria de tamano
n, en la primera poblacién y una muestra aleatoria de tamafio n, en la segunda,
de forma que estas resulten independientes, y se obtienen sus respectivos
promedios, para definir una nueva variable aleatoria llamada diferencia de
medias muestrales. A continuacién, se determina la distribucién de probabilidad
de esa nueva variable.

Si X, X0 X

i, Para n, >1 es la muestra aleatoria extraida de la primera

., 2 o .
poblacién con E(X,) =W, y Var(X,) =0, , entonces, X, es una variable
aleatoria; asimismo, si X21,X22,...,X2n2, para n, >1, es la muestra aleatoria

. g 2
extraida de la segunda poblacién con E(X,;) =W, y Var(X,,) =0;, entonces,

X, es otra variable aleatoria; estas variables se expresan asi:

_ n X _ o)
Xlzz_h X2=z

J=1

X

2j
2

n

Luego la diferencia X, — X, es una nueva variable aleatoria. El valor esperado
1 2
y la varianza de estas variables son, respectivamente:
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2

— Var(X,) =5
E(X)) =M, n,
_ o?

— Var(X,) =—%
E(X)) =}, ’ n,

E()?1 _)_(2) =E()?1) _E()_(z) =W, —H,

Por la independencia de las variables X; y X, resulta que:

— — _ _ 0_2 0_2
Var(X, —X,) =Var(X,) +Var(X,) =—- +—=%

n.n

Si las varianzas son conocidas, entonces, usando el teorema central del limite se
tiene que la siguiente variable aleatoria Z tiene distribucidén normal estindar:

)?1 _)?2 _E()?l _)?2) _)?1 _)_(2 _(ul _uz)

7 = — L
JVar(X, —X,) 0i_|pi
n.n
Asi, entonces, _
Z =Xl X2 (ul u2) ~N(0 1)
o/ +(L§
n,.n

(2.7)

La expresion 2.7 se utiliza para trabajar con dos poblaciones infinitas que
presenten desviaciones estandar conocidas.

Ahora,si para cada poblacion la desviacion estandar es desconocida y las muestras
tienen tamano inferior a 30 (muestras pequenas), se maneja el supuesto de que
las desviaciones son iguales, en este caso es posible probar que la siguiente
variable aleatoria tiene distribucion t-student con n +n,-2 grados de libertad,

=)_(1 _)?2 —(K —H,)
Sp i+i
noon

t

(2.8)

En la expresion 2.8, el valor S, se obtiene a través de la siguiente expresion:
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(n, —1)S? +(n, =1)S?
n+n,—2

Pero si en cada poblacién la desviacion estandar es desconocida y las muestras
tienen tamano inferior a 30 (muestras pequenas), también es posible suponer
que las desviaciones estandar son distintas; en este caso se deduce que la siguiente
variable aleatoria tiene distribucién t-student con g grados de libertad:

(2.9)
Para la expresion 2.9, los grados de libertad ¢ se obtienen por medio de la
siguiente expresion (Gutiérrez et al., 2008):

s§? 82
Ly P2
n n
1 2
g= ~s 2 s 2 2
S S
nl n2

n+l  n,+1

En cambio, si en cada poblacidn la desviacion estandar es desconocida y las
muestras tienen tamafio mayor o igual a 30 (muestras grandes), sea para varianzas
iguales o desiguales, se deduce que la siguiente variable aleatoria (expresion
2.10) tiene distribuciéon normal estandar:

7 =)?1 _)?2 _(Ph _U2)

~N(0,1)

(2.10)

2.2.5 Distribucion del cociente de varianzas muestrales

Dadas dos poblaciones normales, si X;;, X),,..., X, paran, >1 es una muestra
. ] . . 2
aleatoria extraida de la primera poblacién con E(X,) =H, y Var(X,,) =0,

2 . . .. .
entonces, Sy es una variable aleatoria; asimismo, si X, X,,,...,X,, para n,

>1 es la muestra aleatoria extraida de la segunda poblacién con E(X 2].) =U,
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A

=2 2 . . .
y Var(X, j) =0, , entonces, S, es otra variable aleatoria; estas variables se

expresan de la siguiente manera:

n v \2 n _ Y \2
-y EzX) u K m N
1 2 =
o n -1 = n,—1
Ademas, las siguientes variables aleatorias tienen distribucién chi-cuadrado con
n -1y n-1 grados de libertad, respectivamente:

a2 a2
(n, _1)S1 (nz _I)Sz
o/ Y o;
1 2
Por definicion, al cociente entre las dos variables aleatorias anteriores, cada una
dividida entre sus grados de libertad, le corresponde una distribucidn de Fisher,
escrita como sigue:

Q2
(n, =DS;
A
F=_" —1 :cr_lzzslzgzz
a2 Q2 q2,2
(n, —1)S; i 20,
2 2
g, 0,
n, —1

Asi, entonces, la variable de la expresion 2.11 tiene distribucidon de Fischer
con n -1 grados de libertad para el numerador y n,-1 grados de libertad para
el denominador.
G222
F =S1 0-2
Ko (2.11)

Para el caso particular en que las varianzas sean iguales, resulta que

~

S
$;

F

con n -1 grados de libertad para el numerador y n,-1 grados de libertad para
el denominador.
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Actividades para el estudio independiente Capitulo 2

2.1 Graficar y determinar las siguientes probabilidades utilizando la distribucion
normal estandar:

a) P(Z <—1.25)
b) P(Z >1.31)
¢) P(0.29<Z <2.48)

2.2 La empresa S&S produce lamparas cuya duracién en horas se distribuye
normalmente con media de 900 horas y desviacion estandar de 50 horas. Si se
toma al azar una lampara de la produccion,

a) ;Cual es la probabilidad de que dure maximo 940 horas?

b) ;Cual es la probabilidad de que dure por lo menos 822 horas?
¢) ¢Cual es la probabilidad de que dure entre 880 y 1020 horas?
d) ¢;Cuil es la probabilidad de que dure mas de 1200 horas?

2.3. El peso de los paquetes de arroz empacados por la maquina H&H es una
variable aleatoria que se distribuye normalmente con media 4 =500 gy una
desviacion estaindar 0 = 20 g. Si se escoge aleatoriamente un paquete de arroz
empacado por la maquina H&H,

a) ;Cual es la probabilidad de que su peso sea por lo menos 486 g?
b) ;Cual es la probabilidad de que su peso sea maximo 480 g?

¢) ;Cual es la probabilidad de que su peso esté entre 476 y 550 g?
d) ¢;Cudl es la probabilidad de que su peso sea menos de 400 g?

e) ¢Cual es la probabilidad de que su peso sea mas de 440 g?

2.4 Determinar los siguientes valores correspondientes a las probabilidades
indicadas y elaborar una representacion grafica:

a) X 02.99,17 =7
b) X(§.025,12 =7
2.5 Obtener las probabilidades y graficar:

a) L9916 = ?

b) Loosis = ?
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2.6 Leer el valor de probabilidad en la distribucion de Fisher y elaborar un
grafico:

a) Fogo1210 =7

b) E).05,7,7 =?

2.7 Para la variable X (gastos en transporte por dia [miles de pesos| de los
cinco mejores estudiantes de la universidad B en la ciudad de Tunja, Boyaci,
Colombia, en el afio 2015), cuyos valores son: 8, 10, 14, 12, 6: a) determinar
todas las muestras de tamano n = 2 que son posibles de seleccionar por medio
de un muestreo aleatorio simple sin reemplazo, b) calcular el promedio para cada
muestra, ¢) construir la distribucién de probabilidad para la variable aleatoria
“media muestral”, d) obtener su valor esperado y su varianza, e) verificar si se
cumplen las igualdades para la esperanza matematica y la varianza presentadas
por Freund y Miller (2000).

2.8 La duracién promedio de cierta marca de teclados es de 900 dias, con una
desviacion estandar de 70 dias, siempre que se usen 8 horas por dia. Determinar
la probabilidad de que una muestra aleatoria de 36 teclados tenga una duracion
promedio: a) comprendida entre 870 y 925 dias, b) menor o igual a 910 dias.

2.9 El tiempo promedio que gasta el bus urbano en la ciudad de Cali es de
70 minutos. Si se toma una muestra aleatoria de 12 recorridos y con esos
datos se obtiene una desviacidon estindar corregida de 8 minutos, ;cual es la
probabilidad de que en esa muestra se tenga un tiempo promedio entre 64.94
y 76.84 minutos?

2.10 E1 4 % de los articulos que produce una maquina son defectuosos; se toma
una muestra aleatoria de 400 articulos. ;Cual es la probabilidad de que mas del
5 % de los articulos de la muestra sean defectuosos?

2.11 En la ciudad A, para nifnos de grado quinto de educacién basica primaria
se tiene un peso promedio de 35 kg con varianza de 5 , mientras que en la
ciudad B, para nifios que cursan el mismo grado, se tiene un peso promedio de
45 kg con varianza de 8. En la ciudad A se toma una muestra aleatoria de 50,
y en la ciudad B otra de 60. ;Cual es la probabilidad de que la media muestral
del peso de los nifios de la ciudad B difiera de la de los nifios de la ciudad A en
mias de 11 kg?

2.12 Un candidato a la presidencia de la reptblica tiene el 60 % de la intencién
de voto en el departamento de Narino, y el 58 % en el Valle del Cauca, en
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Colombia. Si se toma una muestra aleatoria de 400 votantes en Narino y de
500 en el Valle del Cauca, ;cudl es la probabilidad de que la diferencia entre
las proporciones muestrales de los potenciales votantes en Narifio y el Valle no
superen el 3 %?
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Ejercicios para el capitulo 2

2.1. Leer en una tabla normal estindar los siguientes valores de probabilidad y
elaborar la representacion grafica correspondiente:

a) P(Z<2.16)

b) P(Z=1.62)

¢ P(Z<-0.025)
d) P(Z>233)

¢) P(Z<-147)
) P(Z=-094)

9 P(Z<5.4).
h) P(Z>3.8).
i) P(Z<-42).

2.2. El salario de los trabajadores de la empresa J&T se distribuye normalmente
con media de 800 (en miles de pesos) y desviacion estandar de 15;si se escoge
aleatoriamente a un trabajador de esta empresa, ;cudl es la probabilidad de que
su salario sea superior a 813, inferior a 819 o esté entre 812 y 832?

2.3. El peso de un producto de la marca H es una variable con distribucién
normal, con media de 1000 g y desviacidon estindar de 5 g; si se escoge
aleatoriamente una unidad del producto de la marca H, ;cual es la probabilidad
de que su peso sea superior a 1009 g?

2.4. En un proceso productivo se sabe que el 96 % de los articulos de la marca
MM resultan de buena calidad; si se selecciona una muestra aleatoria de 100
unidades de estos, ;cudl es la probabilidad de que mas de 94 unidades de esta
marca resulten de buena calidad?

2.5. Una fabrica produce unidades de medicamento del tipo A para vacunos;
la probabilidad de que cualquier unidad producida por la fabrica no resulte
efectiva es del 3 %; si se escoge una muestra aleatoria de 90 unidades, ;cuil es
la probabilidad de que, por lo menos, 5 no resulten efectivas?

2.6. El peso en un grupo de aves sigue una distribucién normal con media
2000 gy desviacion estandar de 100 g;si se escoge aleatoriamente un ave de ese
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grupo, ;cual es la probabilidad de que su peso sea mayor que 1857 g?

2.7.Si X es una variable aleatoria con distribucién normal estandar, mostrar
que su funcién de densidad de probabilidad cumple la siguiente igualdad:

]gf(x)dxz]g\/%_re;dXZI

2.8.Leerenunatablalossiguientes valores de probabilidad correspondientesa una
distribucion chi-cuadrado y elaborar la representacion grafica correspondiente:

a) Xg.95,16 =7?
b) X§,99,20 =7?
0 X(?.975,6 =7?
d) X(?.Ol,‘) =?

2 _
e) Xo.ozs,s =?

2.9.Si Z es una variable aleatoria con distribucion normal estandar, 4 =0 y 0=1,
demostrar que Z? es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n=1
grados de libertad.

2.10.Si X, X,,...,X, esuna muestra aleatoria para estudiar la variable aleatoria
X, con distribucién normal con media Y y desviacioén estindar O, deducir
que la variable aleatoria siguiente:
(n—-1)S?
0.2

tiene distribucién chi-cuadrado con n - 1 grados de libertad.

2.11.S1 X es una variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con n grados
de libertad, usar la funcién generadora de momentos para deducir que:

i) E(X)=n
ii) Var(X)=2n

2.12.Si X es una variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con n grados
de libertad, mostrar que su funcién de densidad de probabilidad cumple la
siguiente igualdad:



Inferencia Estadistica Basica 77 Apoyo al estudio independiente

T f(x)dx=1

2.13.Leer en una tabla los siguientes valores de probabilidad correspondientes a
una distribucion t-student y elaborar la representacion grafica correspondiente:

a) loorss = ?
b) Looria = ?
¢) Loosa0 = ?

d) t0.025,14 =?

2.14.Leer en una tabla los siguientes valores de probabilidad correspondientes a
una distribucion de Fisher y elaborar la representacion grafica correspondiente:

a) E)A99,6,13 =7
b) E).95,10,4 =?
) Fooringe =7

d) E).os,9,13 =?

2.15.Si se realiza un muestreo sin reemplazo de una poblacidn finita de tamafo
N, entonces, deducir que

E(X)=p
= _0'_2 N-n
Var(X) = ” (N—lj

2.16.La duracion promedio de 1000 teclados es de 40 meses, con una desviacion
estindar de 10 meses; determinar: i) la probabilidad de que en una muestra
aleatoria de 64 teclados se tenga una duracion promedio comprendida entre
38 y 42 meses, ii) hallar la probabilidad de que en una muestra aleatoria de 36
teclados la duracién promedio sea inferior a 39 meses.

2.17. E1 98 % de los articulos que produce una maquina son de buena calidad.
Si se toma una muestra aleatoria de 800 articulos: i) ;Cudl es la probabilidad
de que mas del 98 % de los articulos de la muestra sean de buena calidad? y ii)
¢Cudl es la probabilidad de que menos del 3 % de los articulos de la muestra
sean defectuosos?
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2.18. En la ciudad A los adultos mayores de 60 afos tienen un peso promedio
de 65 kg, con una varianza poblacional de 10, mientras que para los de la
ciudad B el peso promedio es de 66 kg, con una varianza poblacional de 12;
s se toma una muestra aleatoria de 40 individuos en la ciudad A y otra de 45
individuos en la ciudad B: i) ;Cuadl es la probabilidad de que la media muestral
del peso de adultos de la ciudad A difiera de la de los adultos de la ciudad B en
mas de 13 kg? y ii) ;Cual es la probabilidad de que la diferencia absoluta de las
medias muestrales no superen los 9 kg?



3

Estimacion de parametros

De manera general, un proceso de inferencia estadistica hace referencia a
la extraccién de una muestra aleatoria de una poblacion, la cual tiene
una distribucién de probabilidad que contiene uno o varios parametros
desconocidos, sobre los cuales es posible realizar dos tipos de inferencia: i)
estimacidén puntual o por intervalo y ii) contrastes o pruebas de hipotesis
sobre cada uno de los parametros. En el presente capitulo se desarrollan
procesos de inferencia estadistica focalizados en la estimacion de parimetros;
se inicia con algunos conceptos basicos asociados a la estimacidon puntual v,
luego, se determina un intervalo de confianza para estimar algunos de los
parametros usuales en estadistica inferencial basica, entre ellos, el intervalo
para estimar la media y proporcion poblacionales, la diferencia de medias y de
proporciones poblacionales, la varianza y el cociente de varianzas. El capitulo
cuatro se dedica la prueba de hipotesis.

3.1. Estimacién puntual

Varios de los aspectos tedricos considerados en esta secciéon son asumidos o
adaptados de los conceptos expuestos al respecto por diversos autores, entre
ellos: Bickel & Doksum (1977), Canavos (1988), Devore (2008), Freund y
Miller (2000), Gutiérrez, et al. (2008), Lindgren (1993), Meeker & Escobar
(1998), Mayorga (2003), Macchi et al. (2014) y Walpole, Myers, Myers &
Ye (2007). A continuaciéon se indican algunos conceptos y propiedades
alusivos a los estimadores, y se describe el método de estimacion de maxima
verosimilitud.
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3.1.1 Propiedades de los estimadores
Recuérdese que un estimador T es una funcion de las variables que conforman
una muestra aleatoria, pero que no incluye ningn parimetro 0 ;de hecho, T

es otra variable aleatoria y, por lo tanto, es posible determinar su valor esperado
E(T) y su varianza Var(T). La varianza de T se expresa de la siguiente manera:

Var(T) =E(T —=E(T))’
Se define el error cuadritico medio del estimador T de la siguiente manera:
ecm(T) =E(T 0)
Ahora, la anterior expresion se puede descomponer asi:
ecm(T) =E(T —0) =E(T —E(T) +(E(T) -8))’

ecm(T) =E(T —E(T))' +2E (T —E(T))(E(T) —8)) +(E(T) -8)’

ecm(T) =E(T —E(T)) +2((E(T) —E(T))(E(T) —0)) +(E(T) -0
Como el doble producto se anula, entonces, la anterior expresion toma la forma:

ecm(T) =E (T —E(T))2 +(E(T) _e)z
Al valor
B(T)=E(T)-9

se le denomina el sesgo del estimador T.

Enseguida se indican algunas caracteristicas susceptibles de presentarse en un
determinado estimador.

3.1.1.1 Insesgamiento

Se dice que un estimador T para el parametro 0 es insesgado si su sesgo es cero,
es decir, T es insegado si

B(T) =E(T) -8 =0

En otras palabras, T es insesgado si el valor esperado del estimador T es igual
al parametro 0 ; luego para verificar si T es insesgado se ha de verificar la
siguiente igualdad:
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E(T) =8

Ahora,si T es un estimador insesgado, entonces el error cuadratico medio de T'
es igual a la varianza de T, es decir:

ecm(T) =E(T —E(T)) +(E(T)-8) =E(T —E(T))’ =Var(T)
Ejemplo 3.1. Analizar si el promedio muestral X es insesgado.

Efectivamente, como se cumple que:
E(X) =p

entonces, se concluye que X es un estimador insesgado para el parametro
media poblacional M.

Ejemplo 3.2. Determinar si la proporciéon muestral p es un estimador insesgado.

En efecto,

E(p)=p

Luego, entonces, se concluye que p esun estimador insesgado para el parimetro
proporcién poblacional p .

Ejemplo 3.3. Establecer si la varianza corregida S? es un estimador insesgado.
Debido a que se satisface que
E(S%) =0

52 . . , .
se concluye que S”es un estimador insesgado para el parametro varianza
. 2
poblacional 0°.

Ejemplo 3.4. Analizar si la varianza muestral S” es un estimador insesgado.

Puesto que, por definicion, la varianza muestral y cuasivarianza se relacionan
mediante la siguiente igualdad:

§P=—-8? o  §P=—8
n—1 n

entonces, resulta que

E(Sz):E(n_IS*zj: ol g 2l

N
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L 2 . .

Lo anterior indica que S~ es un estimador sesgado o no insesgado para el
, : : 2

parametro varianza poblacional 0°.

3.1.1.2 Insesgamiento asintético

Un estimador T del parametro 0 es asintoticamente insesgado si

LimE(T) =0

n—oo
Ejemplo 3.5. Analizar si la varianza muestral S* es un estimador asintéticamente
insesgado.

La varianza muestral y la cuasivarianza se relacionan mediante la siguiente

1gualdad:

Entonces,

UmE@5=LmE(Ei§q=Lmﬁth§)=Umijvzﬂf

n—>0 n—>0 n n—>0 n n—>0 n

Por lo tanto,

LimE(S?) =0~

n—o
Lo anterior indica que S”es un estimador asintéticamente insesgado para el
parametro varianza poblacional G .

3.1.1.3 Eficiencia relativa

Si T,y T, son estimadores para el parimetro 0 y se cumple la siguiente
desigualdad:
Var(T}) < Var(T,)

entonces, el estimador T, es relativamente mas eficiente que el estimador T,
En consecuencia, el estimador con menor varianza es el mas eficiente; ademas,
de la definicién se tiene que
Var(T,
( 1) <1
Var(T,)

3.1.1.4 Consistencia

Antes de indicar la propiedad de consistencia, se presenta la denominada
desigualdad de Tchebychev. Sea X una variable aleatoria con varianza finita,
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entonces, para todo € >0 se satisface la siguiente desigualdad (Blanco, 2004):

PQX —E(X)| >E)<Va;’(X)

La propiedad de consistencia se enuncia de la siguiente forma: si la sucesion de
estimadores T, T, ..., T del parametro 0, entonces, T es consistente si

LszQT —e| >E) =0

n—oo

Ejemplo 3.6. Analizar si el promedio muestral es un estimador consistente para
el parametro Y.

Se sabe que para cualquier muestra de tamafio n,
E(X,)=u
Aplicando la desigualdad de Tchebychev a la variable promedio muestral, resulta:

PQX u‘ >£)<M

debido a que

2

Var(f ) -9
n

al tomar el limite en ambos miembros de la Gltima desigualdad y reemplazar el
valor de la varianza del promedio resulta:

LszQX IJ‘ =€ )<L1m0-—22

n—o n—oo nE

El limite de la parte derecha de la desigualdad es cero, y las probabilidades del
lado izquierdo resultan mayores o iguales que cero, en consecuencia:

0 <Lszq X, —| =¢ )<0

n—oo

Por lo tanto,

lePq _H‘>E) 0

n— oo

Lo anterior indica que X, es un estimador consistente para el parametro media
poblacional Y .

3.1.1.5 Robustez

Intuitivamente, un estimador T es robusto si es insensible a datos extremos, es
decir, no se deja afectar por la presencia de datos extremos.
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Ejemplo 3.7. Tlustrar si el promedio muestral es un estimador robusto para el
parametro M.

Sea X: el peso de unos vacunos en kilogramos

Los datos recolectados para una muestra de tamaio cinco fueron: 400, 399, 401,
395, 405. El promedio muestral es 400 y la mediana también es de 400 kg.

Ahora, se ha tomado una segunda muestra, resultando un dato extremo; esta
muestra presenta los siguientes datos: 400, 399, 401, 405, 300.

En este caso, la muestra apenas ha cambiado un valor correspondiente al peso;
sin embargo, el peso promedio en esta muestra es de 381, “ha disminuido de
manera importante, se ha dejado afectar por el dato extremo 300”; en cambio,
la mediana sigue siendo 400 kg; lo anterior indica que la mediana muestral es
un estimador robusto, y el promedio muestral es un estimador no robusto.

3.1.2 Estimacion de parametros por el método de maxima verosimilitud

En el proceso de estimacion puntual de pardmetros es posible utilizar diversos
métodos: el de maxima verosimilitud, el de los momentos, el del pivote, por analogia,la
estimacion bayesiana, entre otros (Aubone & Wahler, 2000; Cao & Van Keilegom,
2006). Por ser el mas usual, a continuacidn se trata el método de estimacion
maximo verosimil y se proporcionan algunos ejemplos alusivos.

Si X,,X,,..., X, es una muestra aleatoria para estudiar la variable aleatoria X
con funcién de densidad de probabilidad:

S (x,%0500,x,,0)

donde 0 esun parimetro o un vector en el espacio de parimetros @ < R",entonces
la funcién de verosimilitud se denota y se define de la siguiente manera:

L®) =L(x,,x,,...,x,,0) =Ef(xi,9)
Se dice que un estimador T =#(X,X,,...,X,) es un estimador maximo

verosimil del pardmetro O si el valor particular de ¢ =#(x,,X,,...,X,) es tal que
el supremo de L siguiente:

Sup{L®)/0co}

se alcanza cuando ¢ =0 . En este caso f recibe el nombre de estimador miximo
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verosimil de © (Mayorga, 2003). Es de anotar que si # =0 maximiza a L(0),

entonces ¢ =0 también maximiza a Ln (L(e))

Ejemplo 3.8. Enseguida se obtiene el estimador para el parimetro p del modelo

de probabilidad de Bernoulli (Burbano et al., 2014), por el método de maxima

verosimilitud.

Para una variable aleatoria X, cuya funcién de probabilidad estd dada por:
fGp)y=p 0-p)~

donde p es el pardmetro de la variable aleatoria X del modelo de Bernoulli,

esta toma los valores 0, 1; si se considera una muestra aleatoria X, X,,..., X,
de una poblacién con f(x, p)= p*(1—p)' ™, la funcién de verosimilitud es:

Lp)=[]p a-p)

Donde los x; son observaciones correspondientes a las variables aleatorias

X, Xy X,

Se trata de encontrar un valor del parametro de tal manera que se maximice la
funciéon de verosimilitud:

L(p)=p"(1-p) ".p=(=p)..p"(1-p)™.
L(p) = piomstn (1 pyteet-tasm s
L(p)=p>" (1= p) 2"

n (L) =L P> 1=y 5
tn(L(p) =3 " xLn(p)+( -3 " x Jen (i -p)

Ahora,se hace uso del calculo diferencial para derivar parcialmente con respecto
al parAmetro p:

%(Ln (L(p)) =£ e (p))% (-3 )n-0)
2 o =3 [L) b5 ) (2
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Igualando a cero se tiene:

%(Ln Lp))=S"x (ij +(n -3, )(l%lpj o
(1] -2

p 1-p
(1-p)D. x=p (n - x,.)
DK TP N =P,
np= %

n

X.

=17

n

p:

n

X.

i=17i

n

p=

Esta altima expresion corresponde al estimador de maxima verosimilitud del
pardmetro p de la distribucion de Bernoulli.

Ejemplo 3.9. Para la variable aleatoria X con distribucion de Poisson, determinar
el estimador maximo verosimil. La funcién de probabilidad correspondiente
esta dada por:

XA

e8| T SIX 0123
2 - X!

0 en otro caso.

donde A =B es el parametro de la variable aleatoria X con modelo de Poisson;
si se toma una muestra aleatoria X, X,,..., X, ,la funciéon de verosimilitud es:

n N ,A
L\ = Ae

= x '
i

donde los x, son observaciones correspondientes a las variables aleatorias
X, X,,...X,.

Se trata de encontrar un valor del parametro de tal manera que se maximice la
tunciéon de verosimilitud:
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Nie ™) [ A2e? INCRR
Lm:( ; M N ][ e

X +xy by, A
Ly _A e

x 1xlx, !

Ahora, aplicando el logaritmo natural, resulta:

Ln(L()\))=Ln()\)ixi +Ln(e™)=Ln(x, x,!...x, )

A continuacion, se realiza el calculo de la derivada parcial con respecto al
pardmetro A .

oLn (L()\) 1 :

Igualando a cero, resulta:

%i x, —n =0
i=l

Por lo tanto,

Esta altima expresion corresponde al estimador de maxima verosimilitud del
pardmetro A de una variable aleatoria con distribuciéon de Poisson.

Ejemplo 3.10. Para la variable aleatoria X, con posible funciéon de densidad de
probabilidad, definida por:

gx’" sixe(0,1)
S (x8)= { en otro caso.

donde B >0 es el parametro de la poblacién.

Como se trata de un modelo no usual, inicialmente se ha de analizar si f
corresponde a una funcién de densidad para la variable aleatoria X.
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En efecto,si @ >0 y la variable aleatoria X toma valores x en el intervalo (0,1),
entonces,

£(x,0) =6x°" >0
Enseguida se ha de probar que

0} £(x,0)dx =1

Esta integral se descompone de la siguiente manera:
e 0 1 e
[ £Ce.@)dx= [ f(x.0)dx+] f(x,0)dx+ ] f(x,0)dx
s ) 0 1

0 0 1 0
1
J. f(x,0)dx =J. de+.|.9x9_ldx+'[0dx =x° |0 =1-0=1
—0 —o0 0 1
En consecuencia, la funcién f si es una densidad de probabilidad para la
variable aleatoria X. Para la muestra aleatoria X, X,,...,X ,la funcién de
verosimilitud es:

L®) =illexie_l =(exle—1 ) (exze_l ) (exne_l)

Donde los x; son observaciones correspondientes a las variables aleatorias

X, X,,., X

n

Se trata de encontrar un valor del parimetro de tal manera que se maximice la
funcién de verosimilitud,

L®) =0"(x,.x,..x,)°"
Ahora, aplicando el logaritmo natural, resulta:
Ln(L®)) =nLn® +© —1)Ln(x, x,...x,)

Luego, se realiza el cilculo de la derivada parcial con respecto al parametro 0

w = +Ln(x,.x,...x,)

00 0
Igualando a cero, se tiene:
n

5 +Ln(x,.x,...x,) =0
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Por consiguiente,

-7

- Ln(x,.x,...x,)

$ -7

- Ln(x,.x,...x,)

Esta Gltima expresion corresponde al estimador de maxima verosimilitud del
parametro 0 .

3.2 Estimacion por intervalo

Se trata de determinar un intervalo de la forma (a,b) que contenga al parametro
O de interés con una alta probabilidad (1-Q); a esta se le denomina nivel de
confilanza o nivel de confiabilidad. En esta seccién se obtienen los intervalos
de confianza para estimar la media y la proporcién poblacional, la diferencia de
medias y la diferencia de proporciones, el intervalo para la varianza poblacional
y para el cociente de varianzas poblacionales.

De manera sintética, se trata de determinar los valores a y b tales que
P(a <6 <b) =1 -
Una representacion grafica de esta situacion se observa en la Figura 3.1.

fix)

Figura 3.1 Intervalo de confianza

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
3.2.1 Intervalos de confianza para estimar la media poblacional

Ahora, se especifica un intervalo de la forma (a,b) que contenga el parametro
M con un nivel de confianza de (1-0). Se busca determinar los valores a y b
tales que

P(a =p =b) =1 &
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Al valor a se le denomina limite inferior del intervalo, y al valor b se le llama
limite superior. Una representacion grafica de esta situacidn se visualiza en la
Figura 3.2.

Figura 3.2 Intervalo de confianza para la media poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Caso 1. De la expresion 2.1 se tiene que

_X-u
Z="—=~N(.)

Jn

Luego, en concordancia con la distribuciéon normal estindar, se trata de
determinar

P(Z, <7 <7,_,) =1
X -y

N

P(Z, <

<7 ) =1-

z Z1_ah

Figura 3.3 Intervalo de confianza sobre la curva normal

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

En concordancia con la Figura 3.3, la funcién de densidad de una variable
aleatoria Z con distribuciéon normal estindar permite escribir:
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l%\/;

Z is)_(—u <Z

7

De aqui se deduce que

P(X+Z <= X+Zla )=1—o<

N T

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
al que se le calcula la probabilidad, resulta:

9 ) =1«

> ~Z , —
Ty

La anterior expresion se escribe de la siguiente forma:

P(X ~Z,

P()_(—Zl_giq,l <X - ) =1 —&

n “T

Debido a que la curva normal es simétrica, resulta que:

P(X 2, <y <X +Z_, ) =l

s e,

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la media poblacional cuando
se conoce la desviacion estandar poblacional esta dado por la expresion 3.1,
para cuando se muestrea de una poblacional infinita.

)—( 0)

= )
Jn’ “ie n (3.1)

ue()?—Z]

ok

Al valor T se le denomina error estandar, para estimar la media poblacional
n

usando el promedio muestral (Gutiérrez et al., 2008).

(o)

Al valor Z _, —= se le denomina error de estimacion, porque hasta ese valor

2 A/n
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puede diferir el estimador puntual denominado media muestral del parametro
media poblacional (Gutiérrez et al., 2008).

Caso 2. De la expresion 2.3 se tiene que

p =2 H
S

o

tiene distribucién t-student con n -1 grados de libertad, luego se trata de
determinar

P(t, <t =t_,) =1—&

X-u

<t ,)=1—-

=

P(t, <

o

4 NI

- I L T

Figura 3.4 Intervalo de confianza sobre la curva t-student

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

De acuerdo con la Figura 3.4, la funciéon de densidad de una variable aleatoria
t con distribucion t-student permite escribir:

§ - §
Plt,—==<X-pP =t ,—)=l—&
(ty <X —h i, )

De aqui se deduce que

A A

= S = S
P(=X +t, — < ==X +_, —
1-5 \/Z

n

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
involucrado en el calculo de la probabilidad, resulta

) =1 -

) =1 -



Inferencia Estadistica Basica 93 Apoyo al estudio independiente

La anterior expresion se escribe de la siguiente manera:

A

i S
12\/; \/’

Puesto que la curva t-student es simétrica, se tiene que:

P(X —t —) =1

A

3
=/,

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la media poblacional cuando
se desconoce la desviacion estindar poblacional y el tamano de la muestra es
inferior a 30; cuando se muestrea de una poblacidn infinita estd dado por la
expresion 3.2:

=1 -«

S - S
—a 7X _g_)
" n T n (3.2)

Caso 3.Al proceder de manera similar a como se obtuvo el intervalo de confianza
presentado por medio de la expresion 3.1, pero utilizando la expresion 2.2, que
estableci6é que

He (X -t

Z:$~N(Q,1)

o [ [N-n
Jn (N N-1
se deduce que el intervalo de confianza para estimar la media poblacional

cuando se conoce la desviacién estandar poblacional corresponde a la expresion
3.3 para cuando se muestrea de una poblacional finita de tamano N:

pe(X-Z,,— Nn X z N =n

F VN \/_ my (3.3)

Caso 4.Al realizar un proceso semejante al desarrollado para obtener el intervalo
de confianza indicado a través de la expresion 3.2, pero usando la expresion 2.4,

se estableci6 que:
X
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tenia una distribucion t-student con n — 1 grados de libertad; por consiguiente, se
deduce que el intervalo de confianza para estimar la media poblacional cuando
se desconoce la desviacion estandar poblacional corresponde a la expresion 3.4
para cuando se muestrea de una poblacional finita de tamano N.

we (X —t Non X+ N —=n

1 ~
\f f (3.4)

Ejemplo 3.11. En la empresa de lacteos T&R, la cantidad de leche depositada
por la maquina A en cada una de las bolsas se distribuye normalmente con
desviacidn estindar de 5 mililitros; se toma una muestra aleatoria de 16 bolsas de
tal maquina y se encuentra un contenido promedio de 900 mililitros. Construir
un intervalo de confianza del 98 % para estimar la verdadera media de llenado
en la produccion que se haga a través de la maquina A.

En este caso, se tiene:

n =16
X =900
o =5

Ademas,
11— =0.98 = o =0.02

X 001
2

En la Figura 3.5 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal
estandar para un 99 % de probabilidad.

- Y
wl=0.01 0.93 ]\..-:=|:.c1

Z ,

o2

I

"33 I Ipgn=133

Figura 3.5 Valor de Z en una curva normal estindar

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..

Z =2, =233

Lo
2
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Luego el intervalo de confianza es:

ne(¥-7 . L %+7

1
n

(o)

—)

1

)

Y
B

Reemplazando los valores, resulta:

2,900+ 2.33(%)

o)

Realizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

e (900—2.33(

He (900 -2.33(1.25),900 + 2.33(1.25))
Luego,
e (900 -2.9125,900 + 2.9125)
Finalmente,

ue (897.08,902.91)

En conclusion, con un nivel de confianza del 98 % se puede afirmar que
el promedio poblacional de llenado de leche de las bolsas producidas por la
maquina A esta ente 897.08 mililitros y 902.91 mililitros, aproximadamente. Lo
anterior indica que de cada 100 muestras que se tomen, en 98 se encuentra el
parametro M.

Ejemplo 3.12. En una muestra aleatoria de 10 latas de un producto se obtuvo
un peso neto promedio de 184 g, con una desviacion estandar corregida de 3
g; s se asume que los datos provienen de una distribucién normal, determinar
un intervalo de confianza del 95 % para estimar el verdadero peso promedio de
las latas del producto en la poblacion.

1 —ox =95% =0.95

§ =3 0.05
n =10 & =0.

_ (04

¥ =184 2 =0.025

En la Figura 3.6 se observa el valor de t obtenido al leer una tabla de la
distribucion t-student con n — 1 = 10 — 1 = 9 grados de libertad para un

0.975 = 97.5 % de probabilidad.
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Figura 3.6 Valor de t en una curva t-student con n = 9 grados

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

t
1—

=1} 9750 =2.262

x
2

Asi, el intervalo de confianza es:
o §
Me (X -t ,—, X+t

1—1\/;’ 1

s

\/;)

©
ok

Al reemplazar los valores se tiene:

ue (1 84-2.262(——), 184+ 2.262(%)

22

Haciendo las operaciones de tipo aritmético se obtiene:
ue (184 -2.262(0.9487),184 + 2.262(0.9487))

Entonces,

ne (184 -2.1459,184 + 2.1459)

Por consiguiente,

ue (181.85,186.15)

En conclusion, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que el peso
promedio de las latas del producto en la poblacional estd entre 181.85 gy
186.15 g, aproximadamente. Lo anterior indica que en 95 de cada 100 muestras
tomadas se encuentra el parametro .

Ejemplo 3.13. Este ejemplo es adaptado de Gutiérrez et al. (2008). En un
proceso de inyeccién de plastico, una caracteristica de calidad del producto
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(disco) es su grosor, que ha de ser de 1.21 mm, con una tolerancia de £0.09
mm. En este contexto, el grosor del disco debe estar en un rango de 1.12y 1.30
mm, para aceptar que el proceso de inyeccion resulto satisfactorio. Para evaluar
esta caracteristica de calidad, durante una semana se ha realizado un muestreo
sistematico en una de las lineas de produccion, seleccionando cuatro muestras
de tamafio 20 y una de tamano 21, bajo normalidad, para finalmente obtener
una muestra de n = 101; de alli se obtienen la media muestral y la desviacion
estindar corregida, que tuvieron los siguientes valores: X =1.18 mm vy
$'=0.0259 mm. Hallar el error estindar para estimar la media, construir un
intervalo de confianza del 95 % para estimar la media poblacional y determinar
el error de estimacion.

En primera instancia, el error estaindar para la media es:

S 0.0259 _ 0.0259
Jn 101 100498
Ahora, para construir el intervalo de confianza se tiene en cuenta que:
I —x =95% =0.95
o =0.05

=0.002577

X —0.025
2

En la Figura 3.7 se observa el valor de ¢ obtenido al leer una tabla de la
distribucion t-student con n — 1 = 101 — 1 =100 grados de libertad para un
0.975 = 97.5 % de probabilidad.

Lo =loorsi00 =1.984

0|

Iy o =
fo1m- 1984 1-02= 1584

Figura 3.7 Valor de t en una curva t-student con n = 100 grados

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.
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Asi, el intervalo de confianza es:

- S - S
He (X -t ,—, X+t ,—)
1-5 \/; 1-% \/;
Al reemplazar los valores se tiene:
ue(l 181 984(0 0259) 1.18+1. 984(0 0259)j
V10 V101

Haciendo las operaciones de tipo aritmético se obtiene:
we (1.18 -1.984(0.002577),1.18 + 1.984(0.002577))
Entonces,
pe (1.18-0.00511,1.18+ 0.00511)
Por lo tanto,

ue (1.17489,1.18511)

En conclusion, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que el grosor
promedio de los discos en la poblacional esta entre 1.17489 mm y 1.18511
mm, aproximadamente; estos resultados indican que tal grosor se encuentra
dentro de los valores especificados de calidad. Lo anterior significa que en 95
de cada 100 muestras tomadas se encuentra el parametro  , correspondiente
al grosor promedio en la poblacién de discos.

Finalmente, el error de estimacion es:

S 0.0259

=1.984(—=> N

b=

IZX/Z

) =0.00511

El valor 0.00511 indica que hasta ese valor puede diferir el estimador puntual
X del pardmetro M .

3.2.2 Intervalos de confianza para estimar la proporcion poblacional

Nuevamente se trata de construir un intervalo de la forma (a,b) que contenga
el parametro p con un nivel de confianza de (1 —d). Se busca determinar los
valores a 'y b tales que:

P(a =p <b) =1 -

Una representacion grafica de esta situacion se observa en la Figura 3.8:
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Figura 3.8 Intervalo de confianza para la proporcién poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Caso 1. De la expresion 2.5 se tiene que

A

z=L_L N,
rq
n

Para un tamano de muestra n lo suficientemente grande, se asume que

A

7=P_L _ N,

A A

n

Asi entonces, de acuerdo con la distribucién normal estandar (ver Figura 3.3),
se tiene:

P(Z, <7 <Z ) =1 -

l’)_

i

P(Z, < <Z )=l

%‘
<>

n
Esta expresion se escribe de la siguiente forma:

Pz L <p-p=<z_ [P =1«
2 n 2 n

De aqui se establece que

P(—p+Z, | L <p<p+z_ |21y =1
2 n 2 n

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
al que se le calcula la probabilidad, resulta:
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P(p—Z. /ﬂ >p2p-7_, L) =1
2 n 2 n

Esta expresion se escribe de la siguiente manera:

P(p~Z,_, /% <p <p—7, /%) =1 —

Puesto que la curva normal es simétrica, resulta que

Z, =7,

Usando la igualdad anterior en la expresion que le precede, se tiene que

A A A A

P(p~Z,_. % <p<p+Z._, %) =1 -

2

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la proporciéon poblacional
cuando se muestrea de una poblacional infinita se especifica en la expresion 3.5.

pe(f)—Zl_“/ pP+Z g/ ]
2 (3.5)

Al valor [P se le denomina error estindar para estimar la proporcidon
n —

poblacional usando la proporcion muestral, y al valor Z Pq
error de estimacion. vn

o]

se le llama

Caso 2. Ahora, si se muestrea de una poblacion finita de tamafio N'y el tamafio
de la muestra es “grande”, entonces se deduce que

7=—L"P N,
pq |IN—n

Para un tamano de muestra n lo suficientemente grande, se asume que

7=—L"P N,

A A

pqg |IN—n

n \N-1

ealizando un procedimiento similar al efectuado para el caso 1, se establece
Realizand d t lar al efectuad 1 1 tabl
que el intervalo de confianza para estimar la proporcién poblacional cuando
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se muestrea de una poblacidn finita de tamano Ny el tamafo de la muestra es
“grande” es aquel que se indica en la expresion 3.7.

P e ﬁ_Z_g ﬂ N=n aﬁ-l_Z_g ﬂ M
=3 N-1 "N\ N-1
n (3.7)

Ejemplo 3.14. Un jugador de baloncesto produce 140 aciertos en 400

lanzamientos al aro en entrenamientos seleccionados de manera aleatoria.

Construir un intervalo de confianza del 99 % para estimar la verdadera
proporcién de la efectividad del jugador.

En primera instancia, se define asi X: nimero de aciertos en la muestra de 400
lanzamientos, luego

n =400
p=2=140 035
n 400

qg=1-0.35=0.65
Adicionalmente,

1 - =0.99 = &« =0.01

X —0.005
2

En la Figura 3.9 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal
estandar para un 0.995 = 99.5 % de probabilidad.

Zan=-238 £ Ipan=31

LA

3

Figura 3.9 Valor de Z en una curva normal estandar

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

7 =7y =2.58
=%

2
Luego el intervalo de confianza es:
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. 1bq i
pe(p—Zlu —,pt+Z_ —J
2 n 2 n
Reemplazando los valores, resulta:

* *
pe|035-2.58 237005 35, 5 55 [0-3970-69
400 200

Realizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

pe (0.35-2.58(0.0238) , 0.35+2.58(0.0238))

Margoth Adriana Valdivieso Miranda

=]

Luego
pe(0.35-0.0614, 0.35+0.0614)
En consecuencia,

pe(0.2886, 0.4114)

En conclusion, con un nivel de confianza del 99 % es posible afirmar que
la verdadera proporcion de la efectividad del jugador (en la poblacion de
entrenamientos) se encuentra entre el 28.86 % y 41.14 %. Lo anterior indica
que en 99 de cada 100 muestras tomadas se encuentra el parametro p .

3.2.3 Intervalos de confianza para estimar la diferencia de proporciones
poblacionales

Ahora se pretende construir un intervalo de la forma (a,b) que contenga al
pardmetro p, — p, con un nivel de confianza de (1 — d). Se busca determinar
los valores a y b tales que:

P(a =p, —p, <b) =1 —x

Una representacion grafica de esta situacion se presenta en la Figura 3.10.

a 2 2 b

Figura 3.10 Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
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De la expresion 2.6 se tiene que:

Z — pl _p2 _(pl _pz) ~ N(O,l)
b, n P9,
n n,
Para tamanos de las dOS muestras 1’11 y H2 grandes, S€ asume que:
Z — p (pl ) N(O, 1)

pﬂl 4 P24 D24,
n n,

En concordancia con la distribuciéon normal estindar (ver Figura 3.3), resulta:

P(Z, <Z <Z ) =1 -

P, —p, =(p, —p,)
P(Z%< 2 L2 <Zla) =] —&
pl% +p2%
n, n,

La anterior expresion se escribe de la siguiente manera:

P(Zu fplql _l_pz% Sﬁl—ﬁz—(Pl—Pz)SZI_u, P4 +pz% le_a
N n, N n,

De aqui se establece que:

. /pq X P4 P4
P[—(pl—pz)-l-z Ly 22 < —(p,—p,)< (pl pz)"'Z 1 1"'#]:1_(]
n n, n n,

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
involucrado en el calculo de la probabilidad, resulta:

[(pl b))- Z\/m>(pl )2 (p - p,)- Z p1%+%]:1_0
n n, n, n,

Esta expresion se escribe de la siguiente forma:

[(pl p-7, o [P (-2, [P %] I-a
2\ n n, n, n,
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Puesto que la curva normal es simétrica, resulta que:

Z, =7

g -5

S}

Usando la igualdad anterior en la expresion que le precede, se tiene que:

5 X A X
P{(p]_pZ)_Zlq #+#Spl—p2$(pl—p2)+zlfg L4222 =1-a
N n, \on n,

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la diferencia de proporciones
poblacionales se especifica en la expresion 3.8.

-p,€ [(pl p)-Z, . by p2q2 P)YZ P, quz]
W) (3.8)

Ejemplo 3.15. Un candidato a la presidencia de la repablica de Colombia tiene,
en una muestra aleatoria de 500 ciudadanos seleccionados en el departamento
de Boyaca, el 60 % de la intencioén de voto, y en una muestra aleatoria de 450
ciudadanos tomada en el departamento de Cundinamarca logra un 56 % de la
intencion de voto; construir un intervalo de confianza del 98 % para estimar la
verdadera diferencia de proporciones.

En este caso se tiene:

Boyaca Cundinamarca

n, =500 n, =450

p,=0.6 p, =0.56
q,=1-0.6=0.4 g, =1-0.56=0.44

Ademas,
1 - =0.98 = =0.02

— =0.01

En la Figura 3.11 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal
estandar para un 0.99 = 99 % de probabilidad.
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/\

l-—m \k
o2 =0.01 0498 N} =0.01

Z ,=-1233 Z Ly g =233

o

Figura 3.11 Valor de Z en una curva normal estandar

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Z o =299 =233
2
Luego, en concordancia con la expresion 3.8, el intervalo de confianza es:

5 (ﬁl _132)"'21,%

&%+@%J

pl_pze((ﬁl_ﬁz)_zlg - Y B
| 2

Reemplazando los valores, resulta:

[ (0.6-0.56)-233 \/(0.6)(0.4) L0008 0056423 \/(0.6)(0.4) . (0.56)(0.44)]

500 450 500 450

Realizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

D-p, € ((0.6—0.56)—2.33\/0.000480+0.000547 , (0.6-0.56)+2.331/0.000480 + 0.000547 )

Luego:
P —D, € ((0.6—0.56)—2.33(0.0320) , (0.6—0.56)+2.33(0.032))

En consecuencia,

P, p, €(0.04-0.0746 , 0.04+0.0746)

Finalmente,

p—p€ (—0.0346 , 0.1146)

En conclusion, con un nivel de confianza del 98% se establece que la verdadera
diferencia de proporciones poblacionales se encuentra entre -3.46% y 11.46%.
Lo anterior indica que en 98 de cada 100 muestras tomadas se encuentra el
parametro p, — p,.
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Adicionalmente, en este ejemplo se infieren las tres situaciones siguientes:
)p—pP,=0 = p=py;

i)p—p,>0 = p>p,;

iii)p1_p2<0 = Ph<P

3.2.4 Intervalos de confianza para estimar la diferencia de medias poblacionales

En este apartado se determina un intervalo de la forma (a,b), de modo que este
contenga el parametro H; —H, con un nivel de confianza de (1 — d). Se busca
especificar los valores a y b tales que:

P(a <y, —W, <b) =1 -

Una representacion grafica de esta situacién se observa en la Figura 3.12.

- NI

Figura 3.12 Intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Caso 1. De la expresion 2.7 se sigue que:

7= W)

2 2
o ol
n.n

Mediante la distribucidén normal estandar, se trata de determinar:

P(Z, <7 <Z,_,) =1 -

p(z, <X =% () <Z,)=1-




Inferencia Estadistica Basica 107 Apoyo al estudio independiente

La anterior expresion se escribe asi:

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
para el calculo de la probabilidad, resulta:

2
o _
L+ ==> () 2 (X, _XZ)_Zlf%

n.n

2
0’ f— f—
+ =<y -, <X, -X,)+Z,

2

a
2

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la diferencia de medias
poblacionales cuando se conocen las respectivas desviaciones estandar
poblacionales esta dado por la expresion 3.9.

2
S

P
g,

2
—1+&, (XI—X2)+ZI_% L+ =1-a

(3.9)

2 2

o o . , . . .
Al valor ,[—-+—% se le denomina error estindar para estimar la diferencia
n o on
| 2

2 2
(0) (0} .
=L 4+ =2 e le denomina error de

de medias poblacionales. Al valor Zlfg
: nl n2

estimacion.
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Caso 2. De la expresion 2.8 se sigue que

tiene distribucion t-student con n, + n— 2 grados de libertad, donde de S,
se obtiene mediante la siguiente expresion, a partir de datos provenientes de
muestras independientes de poblaciones normales:

¢ = [(m =D} +(n, DS
’ n +n,—2

Luego, se trata de determinar:

P(t, <t <t,_,) =1

Figura 3.13 Intervalo de confianza sobre la curva t-student

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

De acuerdo con la Figura 3.13,1a funcién de densidad de una variable aleatoria
t con distribucion t-student permite escribir:

De aqui se deduce que:
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T _X /1 ! = o 11
P[_(XI_XZ)—I—thp n_+n_S_(ul_uz)g_(Xl_Xz)—I—tl—%Sp n—+n—]:1—a
1 2 | 2

Multiplicando por -1 en cada uno de los miembros de la desigualdad del evento
involucrado en el calculo de la probabilidad, resulta:

Y _Y /1 1 = o 11
P[(X1_X2)_tgsp n—+n—Z(HI—HZ)Z(XI—XZ)—Z‘P%SP n——i-n—J:l—q
1 2 1 2

La anterior expresion se escribe de la siguiente manera:

Y _T¥ /1 1 > = 11
P[(Xl_Xz)_tl‘;Sp n—+n—SHI—HZS(X1—X2)—t%Sp n——i-n—J:l—(]
1 2 1 2

Puesto que la curva t-student es simétrica, se tiene que:

t, =

« -
3 1

S}

Usando la igualdad anterior en la expresion que le precede, se establece que:

v_Y /1 1 = = 11
P((XI—XZ)—tlgS,, n—+n—Sul—u2£(Xl—X2)+tlf%Sp n_+n_J:1_q
1 2 1 2

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la diferencia de medias
poblacionales, cuando se desconocen sus correspondientes desviaciones
estindar poblacionales y el tamano de las muestras, es inferior a 30; bajo el
supuesto de varianzas poblacionales iguales (homocedasticidad) esta dado por
la expresion 3.10.

I 11 - - 11
ul—uze[(Xl—Xz)—tl_gSp —+—, (X,-X)+1_.5, —+—]
(3.10)

noon noon

Caso 3. Al proceder de manera similar, pero utilizando la expresion 2.9, se
obtiene que: - _
=X1 —X, =k 1)
a2 Q2
S5

n.n,

t

con ¢ grados de libertad. Se deduce que el intervalo de confianza para estimar
la diferencia de medias poblacionales cuando se tienen muestras inferiores a
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30 y se desconocen las desviaciones estaindar poblacionales, pero considerando
varianzas poblacionales desiguales (heterocedasticidad), corresponde a la
expresion 3.11.

- — S‘Z 3*2 . SA«Z 3,2
M—M el (X —X,)—1 o /_1+_2 , (X - X))+t . }_1+_2
N LR RNCREY

Caso 4. Al realizar un proceso semejante, pero usando la expresion 2.10, se
establecio que:

7 =X1 _)?2 _(Hl _uz)
5,8

n.n

~ N(0,1)

Luego se deduce que el intervalo de confianza para estimar la diferencia
de medias poblacionales cuando se desconocen las desviaciones estindar
poblacionales, pero las muestras tienen tamanos superiores a 30, estd dado por
la expresion 3.12.

g2 Q2 AV IPY)
Hi—H, € (Xl_)?z)_zl_aw}s_l*‘S_z ) ()_(1_)?2)4'21_(l fS—l—i-S—z
N ) 6

Ejemplo 3.16. En una muestra aleatoria conformada por 22 bolsas de jugo de
la marca A se obtiene un contenido medio de 10 g de fibra con una desviacion
estandar corregida de 1.2 g; en otra, conformada por 25 bosas de esta clase de
jugo, pero de la marca B, se obtuvo un contenido promedio de fibra de 9.8 g,
con una desviacion estandar de 0.95 g; se supone que las muestras provienen
de poblaciones normales. Construir un intervalo de confianza del 95 % para
estimar la diferencia de contenido medio de fibra entre las marcas A y B del
mencionado jugo.

En este caso se tiene:

Marca A Marca B
n =22 n, =25
X, =10 X,=938

A A

S =12 S, =0.9695
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El valor de la desviacion estindar corregida para la marca B se obtiene de la
siguiente manera:

S? = 152 ——(o 95) =0.9401 — §, =0.9695

2

Ademas,
11— =0.95 = & =0.05

X —0.025
2

En la Figura 3.14 se observa el valor aproximado de ¢ obtenido al leer una tabla
t-student con n +n,-2=22+25-2=45 grados de libertad, para un 0.975=97.5 %
de probabilidad. En este caso se obtendra un intervalo de confianza considerando
que las varianzas poblacionales son iguales y se recurrira a la expresion 3.10.

Taz=-2014 1-a7=2.014

Figura 3.14 Intervalo de confianza sobre la curva t-student

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

tl—‘i 0975 45 2 014

2

Ahora se calcula Sp asi:

—_ "2 _ A2 2 2
5, - \/(nl DS +(m, Sy _ \/21(1.2) +24(0.9695)" _ 52.3;)24 _TT733 =1.083

n +n,-2 224252

Luego, usando:

v_ 7 L1 - o 11
ul_U2€((X1_X2)_t1_§Sp —t—, (XI—XQ)-l-fl_%Sp —+—J

n.n, n.n,

Y reemplazando los valores, resulta:

1 1 1 1
—u el (10-9.8)—2.014(1.083),|— +— , (10—9.8)+2.014(1.083), |— + —
i — M, L( ) ( )22 5 ( ) ( )22 25)
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Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

M, —H, € ((10-9.8)—2.014(1.083)(0.2923) , (10—9.8)+2.014(1.083)(0.2923))

Luego,
H,—H, €(0.2-0.6375, 0.2+0.6375)

Finalmente,

M, —p, € (~0.4375 , 0.8375)

En conclusién, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que la diferencia
de medias poblacionales referidas al contenido de fibra en el jugo de las marcas
A y B esta entre -0.4375 y 0.8375 g. Lo anterior indica que, de cada 100
muestras seleccionadas, en 95 se encuentra el parametro M, —H,.

También en este ejemplo se infieren las tres situaciones siguientes, considerando
igualdad de varianzas poblacionales:

i) Hi—H =0 = P =4y,
i) Hi—H, >0 = P>y,
i) M —H <0 = W <,
Por otro lado, se supone que las varianzas poblacionales son distintas. En este

caso se utiliza la expresion 3.11 para determinar el intervalo de confianza, pero
inicialmente se calculan los grados de libertad, como se indica a continuacion:

[ss] (12 050
2

noon 22 25 0.0106
g=——7 L -2= 5 ~—2= -2=4211
312 S22 (1'2)2 (0.9695)2 0.0001863 +0.000054
n) \n 22 25
. +
m+l o my+l 22+1 25+1

En la Figura 3.15 se observa el valor aproximado de ¢ obtenido al leer una tabla
t-student con ¢ = 42 grados de libertad, para un 0.975 = 97.5 % de probabilidad.
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faz=. 2018 haz=2018

Figura 3.15 Intervalo de confianza sobre la curva t-student

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

o =lyors s =2.018

1%

Luego, se usa la expresion 3.11

_ $2 g2 o §r &2
MW, € (Xl—Xz)—tl,M/—%—2 , (X, - X))+t . /_u,_z
2 I’l1 l’l2 2 nl n2

Al reemplazar los correspondientes valores resulta:

2 2 3 >
ul—uze[(10—9.8)-2.018\/(1'2) HO9957 10 98042018 \/(1.2) . (096%5) ]
25 2

25

Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:
M, —M, € ((10—9.8)—2.018(0.3210) , (10—9.8)+2.018(0.3210))
Luego
M, —H, €(0.2-0.6477 , 0.2+0.6477)

Por lo tanto,

b — W, € (—0.4477 , 0.8477)

En conclusion, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que la diferencia
de medias poblacionales referidas al contenido de fibra en el jugo de las
marcas A y B esta entre -0.4477 y 0.8477 g, considerando varianzas desiguales
(heterocedasticidad). Lo anterior indica que, de cada 100 muestras seleccionadas,
95 tienen el parametro H; —H,.
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Al considerar varianzas poblacionales diferentes, también se infieren las tres
situaciones siguientes:

i) Hi—H =0 = P =4,
i)Hi—Hy >0 = P>y
i) M —H <0 = [ <,

3.2.5 Intervalos de confianza para estimar la varianza poblacional

En este apartado se busca obtener un intervalo de la forma (a,b) que contenga
al parimetro O con un nivel de confianza de (1 —@). Se busca determinar los
valores a 'y b tales que:

P(a<0o’<h)=1-«

Una representacion grafica de esta situacién se visualiza en la Figura 3.16. Es
necesario sefalar que se trata de una curva asimétrica.

"4 /\\

! ™,

Figura 3.16 Intervalo de confianza para la varianza poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

La siguiente variable tiene distribucion chi-cuadrado con n-1 grados de libertad:
G2
, (m=DS
==
(0)
Luego, en concordancia con su correspondiente distribucidon de probabilidad,
se tiene:

P(re <y <ylo)=l-a
En concordancia con la Figura 3.16, se escribe:

(n —1)8?
2

IA

P(ng 5)(12_%) =l-«
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Aplicando propiedades de las desigualdades de nimeros reales positivos en cada
uno de los miembros de la desigualdad del evento involucrado en el calculo de
la probabilidad, resulta:

De la anterior expresién se obtiene:

~1S? ~1S?
P chﬁzu =1-a
X X!,

a
2 2

La desigualdad anterior se expresa de la siguiente manera:

P (n_z—l)gzgo-zgw =1-
X a X

a
2 2

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar la varianza poblacional esta
dado por la expresion 3.13.

o2 o2
olel 21)S (n 12)5

Fios & (3.13)

Puesto que también es factible calcular la siguiente probabilidad:

entonces el intervalo de confianza para estimar la desviacién estandar poblacional
se obtiene mediante la expresion 3.14:

-S> |(n-1)S?

2 9

2
Xl_ﬂ XQ
2 2

(O XS
(3.14)

Ejemplo 3.17. El siguiente ejemplo ha sido adaptado de Freund et al. (2000). Una
clase de motor experimental es sometida a 16 pruebas para evaluar su consumo
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de combustible. En esa muestra aleatoria se obtiene una desviacidon estindar
corregida de 2.2 litros. Bajo el supuesto de normalidad para los datos, construir
un intervalo de confianza del 99 % para estimar la varianza poblacional como
indicador de la verdadera variacién del consumo de combustible; asimismo,
determinar un intervalo de confianza para estimar la desviaciéon estandar
poblacional.

Los requerimientos son los siguientes:

A

§=22
n=16
] - =0.99 = & =0.01
X —0.005
2
1-& —0.995
2

En la Figura 3.17 se observan los valores de los cuantiles obtenidos al leer una
tabla chi-cuadrado n -1=16 — 1=15 grados de libertad, para un 0.005=0.5 % y un
0.995=99.5 % de probabilidad acumulada, respectivamente.

0.003 /
o l-a \
| -
0.55 a7 =0.005
P :
a1 = 4.601 L a1 =32.801

Figura 3.17 Intervalo de confianza sobre la curva chi-cuadrado

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

X} s = Xoesis =32.801

X; = Xg.oos,ls =4.601

Luego, usando la expresion 3.13:

ol e -S>  (n-1)S?

2 9

2
XI_E XQ
2 2
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y reemplazando los valores, resulta:

o 6(06—1)(2.2)2 ’ (16—1)(2.2)2j
32.801 4.601

Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

. E[ 72.6 72.6)

32.801 ~ 4.601

Por consiguiente,

o’e (2213, 15.779)

En conclusidén, con un nivel de confianza del 99 % se infiere que la varianza
poblacional en referencia al consumo de combustible estd entre 2.213 y
15.779. Lo anterior indica que, de cada 100 muestras seleccionadas, 99 tienen
el parametro 0.

Ahora, para estimar la desviacion estandar poblacional se usa la expresion 3.14:

(n-DS*  |(n-1)S>

2

’ 2
Xl,g XE
2 2

(ONS

y al sustituir los valores pertinentes se obtiene:

. (16—1)(2.2)° \/(16—1)(2.2)2
32.801 4.601

Asi, entonces,

oe (V2213 , V15.779)

Por lo tanto,

oe (1.4876, 3.9722)

En conclusion, con un nivel de confianza del 99 % se infiere que la desviacion
estandar poblacional en referencia al consumo de combustible esta entre 1.4876
y 3.9722 litros. Lo anterior indica que, de cada 100 muestras seleccionadas, 99
tienen el parametro O .
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3.2.6 Intervalos de confianza para estimar el cociente de varianzas poblacionales

En este apartado se desea obtener un intervalo de la forma (a,b) que contenga
o2

el parimetro —-, con un nivel de confianza de (1 — ). Se busca determinar
2

los valores a y b tales que:

2
Pla< i <b)=1-«
o
2

Una representacion grafica de esta situacion se observa en la Figura 3.18. Es
necesario sefalar que se trata también de una curva asimétrica para la derecha.

Foa F F

al 1-a

Figura 3.18 Intervalo de confianza para el cociente de varianzas poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

En consonancia con la expresion 2.11, la variable F tiene distribucién de
Fischer con n -1 grados de libertad para el numerador y n,-1 grados de libertad
para el denominador,

_Sio;
$,07

Luego, en concordancia con la distribuciéon de probabilidad de Fisher, se tiene:

F

P(F, <F <F_,) =1«

De acuerdo con la Figura 3.18, se escribe:
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Aplicando propiedades de las desigualdades de ntmeros reales positivos en
cada uno de los miembros de la desigualdad del evento al cual se le calcula la
probabilidad, resulta:

pla L,
F. So, F.
Sio;

Pl <L =1-o
S F.

a
2

Por lo tanto, el intervalo de confianza para estimar el cociente de varianzas
poblacionales esta dado por la expresion 3.15.

5
_26
g,

o2
S1
b ’\2
SIF,
2

o2

S1
o2
CF,

(3.15)

Ejemplo 3.18. Se hizo un estudio para comparar los contenidos de nicotina
de dos marcas de cigarrillos. En una muestra aleatoria de 10 cigarrillos de la
marca A se encuentra un promedio de 3.5 mg de nicotina, con una desviacién
estandar corregida de 0.5 mg, mientras que en una muestra aleatoria de 8
cigarrillos de la marca B se obtiene un promedio de 2.9 mg de nicotina, con
una desviaciéon estandar de 0.7 mg; se supone que los dos conjuntos de datos
provienen de muestras independientes seleccionadas de poblaciones normales.
Construir un intervalo de confianza del 98 % para estimar el cociente de
varianzas poblacionales.
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En este caso se tiene:

Marca A Marca B

n, =10 n, =

X, =35 X,=29

S, =0.5 S, =0.7483

El valor de la desviacion estandar corregida para la marca B se obtiene de la
siguiente manera:

n,

S? = lsj =%(0.7)2 =0.56 — S, =0.7483

2

Ademas,

- =0.98 = o =0.02
X001
2
En la Figura 3.19 se observan los valores de los cuantiles obtenidos al leer una

tabla F de Fisher con n,-1=10-1=9 grados de libertad para el numerador, y

n,-1=8-1=7 grados de libertad para el denominador; estos corresponden a un
0.01=1 %y 0.99=99 % de probabilidad.

001 0.58

1a32 al =01
1 ™
Fon 01782 Fler=sm2

Figura 3.19 Intervalo de confianza sobre la curva de Fisher

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

F =E).99,9,7 =6.72

DR
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Luego, usando la expresion 3.15:

al reemplazar los respectivos valores resulta:

o, ((0.7483)(6.72) ~ (0.7483)*(0.1782)

o e( (0.5)? (0.5)° ]

Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

o e( 0.25 0.25 ]
o, (3.7628 ° 0.09978

Por consiguiente,

2

9L < (0.0664 , 2.5055)
o,

En conclusion, con un nivel de confianza del 98 % se infiere que el cociente
de las varianzas poblacionales en referencia a la cantidad de nicotina de las dos
marcas de cigarrillos esta entre 0.0664 y 2.5055. Lo anterior indica que, de cada

2

. s 1
100 muestras seleccionadas, en 98 se encuentra el parametro — .
(o)
2
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Actividades para el estudio independiente Capitulo 3

3.1 Para la variable aleatoria X, con distribucién exponencial, determinar el
estimador maximo verosimil. R ecuerde que la funcién de densidad de probabilidad
esta dada por:

Ae™ six>0 con)>0

0 six<O0

SN =

3.2 En la empresa azucarera AA, la cantidad de azticar depositada por la maquina
M en cada uno de los paquetes se distribuye normalmente con desviacion
estandar de 2 g; de un lote de 500 paquetes se toma una muestra aleatoria de
25 paquetes (bolsas) empacados por tal maquina, y se encuentra un contenido
promedio de 2500 g. Construir un intervalo de confianza del 98 % para estimar
la verdadera media de empacado en las bolsas en el lote que se produzca a través
de la maquina M.

3.3 De un lote de 200 unidades del producto LM se ha seleccionado una
muestra aleatoria de 10 unidades, obteniéndose un peso neto promedio de
1000 g, con una desviacion estandar corregida de 5 g;si se asume que los datos
provienen de una distribucién normal, determinar un intervalo de confianza
del 95 % para estimar el verdadero peso promedio de las unidades del producto
en la poblacion.

3.4 En el departamento de Boyaca, Colombia, se tomd una muestra aleatoria
de 500 ciudadanos y se les preguntd si pertenecen o no a la poblacion
econémicamente activa de este departamento; 350 de los encuestados
respondieron que si pertenecen a esta poblacién. Construir un intervalo de
confianza del 99 % para estimar la verdadera proporciéon de ciudadanos que
pertenecen a la poblaciéon econémicamente activa de este departamento.

3.5 En un centro de distribuciéon de computadores se ofrecen computadores
de dos marcas diferentes en un periodo de tiempo especifico; se selecciona
aleatoriamente un mes y se encuentra que se venden 350 computadores, de un
total de 500, de la marca A,y 333, de un total de 450, de la marca B. Determinar
un intervalo de confianza del 98 % para estimar la diferencia entre las verdaderas
proporciones de las marcas A y B de computadores que se venden en todo el
mercado en ese mes.

3.6 Se analiza el contenido de oro presente en una aleacidén; en una muestra
especial de 40 circuitos integrados se encontrd un contenido medio de 5.8 u.i
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de oro, con una desviacion estandar de 0.6 u.i de oro; asimismo, se inspecciona el
contenido de oro en otra muestra aleatoria de 50 circuitos integrados corrientes,
detectaindose un contenido promedio de 5 u.1, con una desviaciéon estandar de
0.8 u.i; se supone que las muestras provienen de poblaciones normales. Construir
un intervalo de confianza del 95 % para estimar la diferencia de contenidos
medios de oro de la primera clase de circuito con respecto a la segunda.

3.7 El siguiente ejemplo ha sido adaptado de Canavos (1988). Un determinado
procedimiento produce cierta clase de cojinetes de bola cuyo didmetro interior
es de 5 cmy; se selecciona una muestra aleatoria de 12 de esos cojinetes, y al
medir sus diametros internos se obtiene una desviacion estandar corregida 0.03
centimetros. Bajo el supuesto de normalidad para los datos, construir un intervalo
de confianza del 99 % para estimar la varianza poblacional; asimismo, determinar
un intervalo de confianza para estimar la desviacién estandar poblacional.

3.8.Se tiene la creencia de que los egresados de la titulaciéon de Administracién
de Empresas obtienen un salario promedio mayor que el de los egresados
de la titulacion de Economia; ademas, se quiere saber si la variacidon de sus
correspondientes salarios difiere. Para comprobarlo se ha tomado una muestra
aleatoria de 10 administradores, obteniéndose una media muestral de 2 600
000 pesos por mes, con una varianza corregida de 1 200 000 pesos, mientras
que en una muestra aleatoria de 13 economistas se ha obtenido un promedio
de 2 400 000 pesos por mes, con una varianza de 1 300 000; se supone que los
dos conjuntos de datos provienen de muestras independientes seleccionadas
de poblaciones normales. Construir un intervalo de confianza del 98 % para
estimar el cociente de varianzas poblacionales.
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Ejercicios para el capitulo 3

3.1 Indagar sobre la forma como se construye el intervalo de confianza para
muestras pareadas, también denominadas muestras relacionadas o emparejadas;
ademas, proporcionar un ejemplo de aplicacion.

3.2 Se supone que la cantidad de cemento que una maquina empaca en cada
bulto es una variable aleatoria con desviacién tipica poblacional de 1 kg. Se
toma una muestra aleatoria de tamafo 20 y se obtiene una media de 50 kg.
Obtener un intervalo de confianza del 95 % para estimar la media poblacional.

3.3 Un jugador de fatbol anota 120 goles en 500 lanzamientos (cobros) desde
el punto penal, en los entrenamientos. Construir un intervalo de confianza del
99 % para estimar la verdadera proporcion de la efectividad del jugador.

3.4 Una determinada clase de estufa de gas se somete a 11 pruebas para evaluar
su consumo. En esa muestra se obtiene una desviacidon estandar corregida
de 1.8 litros. Construir un intervalo de confianza del 95 % para estimar la
varianza poblacional como indicador de la verdadera variacion del consumo de
gas; asimismo, construir un intervalo de confianza para la desviaciéon estindar
poblacional.

3.5 En un centro de distribuciéon de monitores para computador de mesa
se distribuyen monitores de dos marcas diferentes en un periodo de tiempo
determinado; en una semana se venden 200 monitores, de un total de 350, de
la marca A,y 180, de un total de 300, de la marca B. Hallar un intervalo de
confianza del 96 % para estimar la verdadera diferencia entre las proporciones
de las marcas A y B que se venden en todo el mercado.

3.6 En una muestra de 20 unidades de un producto se obtuvo un peso neto
promedio de 250 g, con una desviacion estandar corregida de 5. Encontrar un
intervalo de confianza del 98 % para estimar el verdadero peso promedio de las
unidades del producto.
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Prueba de hipotesis

En el presente capitulo se desarrollan procesos de inferencia estadistica centrados
en la prueba de hipotesis, los cuales involucran uno o mas parametros desconocidos;
se 1nicia con algunos conceptos basicos asociados al tema de hipodtesis y luego
se plantea un algoritmo que posibilita llevar a cabo diversos procedimientos de
inferencia estadistica basica, entre ellos, la prueba de hipoétesis para la media y la
proporcidn poblacionales, la diferencia de medias y de proporciones poblacionales,
la varianza y el cociente de varianzas. Al final del capitulo se indica la forma de
calcular algunos tamanos de la muestra para casos especificos.

4.1. Conceptos basicos sobre prueba de hipdtesis

Algunos de los aspectos tedricos relacionados con el tema de prueba de
hipétesis son asumidos o adaptados de los conceptos expuestos al respecto por
diversos autores, entre ellos: Bickel & Doksum (1977), Canavos (1988), Devore
(2008), Freund y Miller (2000), Gutiérrez et al. (2008), Hettmansperger (1984),
Kandu et al. (2008), Lindgren (1993), Macchi et al. (2014), Mayorga (2003) y
Walpole, Myers, Myers & Ye (2007). Enseguida se presentan algunos conceptos
necesarios para desarrollar procesos de prueba de hipotesis.

4.1.1 Conceptos sobre hipotesis

Una hipotesis es una proposicion, afirmacion o conjetura sobre algo; puede ser
verdadera o falsa, y se debe probar.

Una hipotesis estadistica es una afirmacioén acerca de los parametros poblacionales,
para determinar si el parametro ha cambiado o se mantiene en un valor fijo.
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4.1.2 Clases de hipotesis

Los procesos de inferencia estadistica suelen involucrar dos clases de hipotesis,
denominadas hipotesis nula e hipotesis alternativa; generalmente, la primera se
simboliza con H,y la segunda, con H..

La hipotesis nula (Ho) se formula como una afirmaciéon que indica que un
determinado parametro se mantiene en un valor; esta hipotesis es aquella que
se acepta o se rechaza (Gonzalez, 2003; Krueger, 2001).

La hipdtesis alternativa (H,) se plantea en términos de que el parametro ha
cambiado (aumentado o disminuido); esta es la hipdtesis de investigacidn, la
cual se prueba utilizando los datos de una muestra aleatoria.

Ejemplo 4.1. Enseguida se plantean tres parejas de hipoétesis relacionadas con el
pardmetro media poblacional asociado con el ingreso mensual (en pesos) de
los trabajadores de la empresa M&T; sin embargo, en un proceso de inferencia
estadistica basica solamente se ha de plantear una pareja de hipotesis.

i) Ho: K =700 000
H,: K> 700 000

i) Ho: H = 700 000
H,: K <700 000

iii) Ho: H'= 700 000
H;: K #700 000

La primera pareja establece como hipdtesis nula que el ingreso mensual
promedio (en pesos) de los trabajadores de la empresa M&T es de 700 000;
en cambio, la hipoétesis alternativa indica que el ingreso mensual promedio (en
pesos) de los trabajadores de la empresa M&T es mayor a 700 000. De modo
similar, han de interpretarse la segunda y la tercera pareja de hipotesis, donde
la alternativa indica que el promedio es inferior o diferente, respectivamente.

Ejemplo 4.2. A continuacidén se plantean tres parejas de hipotesis asociadas con
el porcentaje poblacional de fumadores en la Universidad TRT; no obstante,
en un proceso de inferencia estadistica basica solo una de las tres parejas de
hipotesis se ha de plantear.
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i) Ho:p = 24 %
Hi:p>24%

i) Ho: p = 24 %
Hi:p<24%

iii) Ho: p = 24 %
Hi:p 224%

La segunda pareja establece como hipdtesis nula que el porcentaje poblacional
de fumadores en la Universidad TRT es del 24 %, contra la hipotesis alternativa
de que el porcentaje poblacional de fumadores en la Universidad TRT es
inferior al 24 %. De forma similar, han de interpretarse la primera y la tercera
pareja de hipotesis, considerando el porcentaje mayor o diferente al 24 % en la
hipotesis alternativa.

4.1.3 Tipos de errores

En general, se suelen cometer dos tipos de errores al aceptar o rechazar la
hipétesis nula: el error tipo I y el error tipo II.

El error tipo I consiste en rechazar la hipotesis nula Ho, dado que es verdadera
(cierta). La probabilidad de rechazar la hipoétesis nula, siendo verdadera, se
denomina nivel de significancia de la prueba y se denota con & ; de aqui se
desprende que 1 - & sea la probabilidad de no rechazar (aceptar) Ho, dado que
esta es verdadera (Krueger, 2001).

El error tipo II consiste en aceptar la hipdtesis nula Ho, dado que es falsa. La
probabilidad de aceptar la hipdtesis nula, siendo falsa, se denota con [ ; de aqui
se sigue que 1 - B sea la probabilidad de rechazar Ho dado que esta es falsa
(Krueger, 2001).

4.1.4 Algoritmo para desarrollar un proceso de prueba de hipétesis

1. Plantear las hipotesis Ho y H,
2. Establecer el nivel de significacion & < 0.05

3. Determinar la direccion de la prueba: unilateral izquierda, unilateral derecha
o bilateral

4. Determinar la estadistica de prueba: “Z”,“t”,“X?”,“F” y calcularla
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5. Comparar el valor de la estadistica de prueba con el valor en la distribucion
tedrica

6. Tomar una decision: aceptar Ho o, en caso contrario, rechazar Ho

7. Escribir una conclusién

El anterior algoritmo guarda una estrecha relaciéon con los pasos del método
cientifico: observaciéon (tomar muestras), planteamiento de hipotesis,
comprobacién (prueba) y conclusion.

Ejemplo 4.3. De forma general,si 0 es el parimetro involucrado en una prueba
de hipétesis simples, y 8, es un valor particular de este parimetro, entonces se

ha de plantear una de las tres parejas de hipotesis:

i) Ho: 8 =6,
Hl: 0 >90

ii) Ho: 8 =6,
H1: 0 <90

iii) Ho: © =6,
I—Il; 9 ¢90

En este contexto, las hipotesis contempladas en i) generan una prueba unilateral
derecha; en esta, el nivel de significancia & ha de ubicarse en la cola derecha
de la curva correspondiente a la funcidon de densidad de probabilidad (modelo
tedrico para los datos) y genera una regiéon de rechazo de la hipdtesis nula,
simbolizada con RH, (Ares, 1999), y una regién de aceptacion de la hipotesis
nula, denotada con AH (ver Figura 4.1).

fix)

Figura 4.1 Prueba unilateral derecha

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.
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Las hipotesis consideradas en i) generan una prueba unilateral izquierda; ahora,
el nivel de significancia O ha de ubicarse en la cola izquierda y genera una
region de rechazo de la hipotesis nula (RH) y una regién de aceptacion de la
hipétesis nula (AH ) (ver Figura 4.2).

Figura 4.2 Prueba unilateral izquierda

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

Las hipotesis consideradas en iii) generan una prueba bilateral; ahora, la mitad
del nivel de significancia O se ubicard en la cola izquierda, y la otra mitad, en la
cola derecha; esto genera dos regiones de rechazo de la hipotesis nula (RH,) y
una region de aceptacion de la hipotesis nula (AH,) (ver Figura 4.3).

Figura 4.3 Prueba bilateral

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
4.2 Prueba de hipotesis sobre la media poblacional

El proceso de inferencia estadistica para la prueba de hipotesis asociadas con la
media poblacional involucra los siguientes pasos (algoritmo):

1. Planteamiento de hipotesis

i) Ho: U =H,
H: H>H,
ii) Ho: | =H,

le H <H,
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iii) Ho: M =H,
Hli H #H,

2. Fijacién del nivel de significancia & con un valor inferior o igual al 5 %

3. Direccién de la prueba en concordancia con una de las parejas de hipotesis:
unilateral derecha, unilateral izquierda o bilateral

4. Estadistica de prueba. Se presentan cuatro casos, a saber:

Caso 1. Si se conoce la desviacion estandar poblacional, bajo la hipotesis nula,
se usa:

7 =X M
o

Jn

Caso 2. Si no se conoce la desviacion estandar poblacional, para muestras
inferiores a 30 se utiliza una estadistica de prueba asociada con la distribucion
t-student con n -1 grados de libertad, bajo la hipotesis nula, resulta:

S

I

Caso 3. Si se conoce la desviacidon estandar poblacional y se muestrea de

t

una poblacién finita de tamano N, entonces, bajo la hipotesis nula, se usa la
estadistica de prueba siguiente:

X -y,
(0 N-—-n

Jn\V N=1

7 =

Caso 4. 51 no se conoce la desviacion estandar poblacional y se muestrea de una
poblacién normal finita de tamafio N, entonces, bajo la hipotesis nula, se usa la
estadistica de prueba siguiente:
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5. Comparar el valor de la estadistica de prueba con el valor en la distribucién
tedrica

6. Tomar una decision: aceptar Ho si la estadistica de prueba cae en la region
AHo o, en caso contrario, rechazar Ho

7. Conclusion

Ejemplo 4.4. Un productor de computadores afirma que sus teclados duran
20 000 horas en promedio. Un distribuidor potencial de teclados quiere verificar
la afirmacion del productor; para esto, somete 100 teclados a prueba y encuentra
una duraciéon media de 19 320 horas; si la experiencia pasada indica que los
teclados producidos tienen una desviaciéon estandar poblacional de 2000 horas,
probar la afirmacion del productor usando un nivel de significacion del 2.5 %.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho:H= 20 000
H,:H< 20 000

2. Nivel de significacién a = 0.025
3. La direccion de la prueba y la region critica se observan en la Figura 4.4.

Zppze=-1.96

Figura 4.4 Prueba unilateral izquierda para la media poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

4. Estadistica de prueba, se utiliza la siguiente informacién:

X =19320 0=2000 n=100

X -y, 19320 -20000 680 _
2000 200

9
Jn V100

Z= 3.4
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5. Como la estadistica de prueba se ubica en la region Rho, dado que el
valor -3.4 es inferior al valor teérico -1.96, entonces se rechaza la hipotesis
Ho: U=20 000; es decir, no hay evidencias suficientes para aceptarla. De
otro modo, el valor-P correspondiente a la estadistica Z=-3.4 de prueba es
0.0003; este valor es menor que el nivel de significancia del 2.5 % = 0.025,
esto también indica que se rechaza la hipotesis nula.

6. Decisiéon: rechazar Ho: M= 20 000

7. Finalmente, con un nivel de significancia del 2.5 % (confiabilidad del 97.5%)
se concluye que la duraciéon promedio de los teclados no es 20 000 horas, es
inferior a este valor;luego hay evidencias suficientes para rechazar la afirmacion
del productor. En consecuencia, el distribuidor tiene la razén.

Ejemplo 4.5. Un distribuidor de articulos eléctricos afirma que las [amparas que
expende duran, en promedio, 15 000 horas. Un usuario difiere de esa afirmacion
y decide seleccionar una muestra aleatoria de 21 lamparas, y encuentra una
duracidén media de 14 800 horas, con una desviacion estandar de 1500 horas;
probar la afirmacién del distribuidor usando un nivel de significacién del 5 %.

1. Planteamiento de hipotesis
Ho:p = 15 000
H :H =15 000
(0
2. Nivel de significacion a = 0.05, 5 =0.025

3. Se trata de una prueba bilateral, la region critica se observa en la Figura 4.5.
En esa se han de ubicar los valores:

t, =t =-2.086 ¢t , =t

a7 40.025,20 _& 1097520
2 2

=2.086

torm 2086 ow2=20s8

Figura 4.5 Prueba bilateral para la media poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..
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4. Estadistica de prueba, se usa la siguiente informacion:
X =14800 S=1500 n=21

Ademas, se requiere determinar la desviacion estandar corregida a fin de aplicar
una estadistica asociada con una t-student:

§* =" -5 =§—é(1500)2) =2362500 — S =+/2362500 =1537.04
"
Luego
_ X —j, _14800-15000 200 _
‘=TT T 3704 33sal 0%

R

5. Como la estadistica de prueba se ubica en la region AHo, dado que el valor
-0.5962 se encuentra entre los valores -2.086 y 2.086 de la distribucién tedrica,
entonces se acepta la hipotesis Ho:u=15 000; es decir, no hay evidencias
suficientes para rechazarla.

6. Decision: aceptar Ho: P= 15 000

7. Finalmente, con un nivel de significancia del 5 % se concluye que la duracién
promedio de las lamparas es igual a 15 000 horas, luego hay evidencias suficientes
para aceptar la afirmacion hecha por el productor, quien si tiene la razén.

Ejemplo 4.6. Tomando como referencia un lote conformado por 1000 latas de
atiin que presenta una desviaciéon estandar poblacional de 5 g, un funcionario de
control de pesas y medidas afirma que esas latas no presentan un peso promedio
de 184 g, como se anuncia en la etiqueta del producto; por el contrario, el
productor sostiene que efectivamente las latas que produce si tienen ese peso
promedio. El funcionario toma una muestra aleatoria de 25 latas y encuentra
un peso promedio de 182 g. Usar un nivel de significancia del 4 % para aceptar
o rechazar la afirmacioén del productor.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho:p= 184
H:H= 184

(0
2. Nivel de significacion a = 0.04; 5 =0.02
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3. En este ejemplo se tiene una prueba bilateral y la region critica se observa
en la Figura 4.6.

Figura 4.6 Prueba bilateral para la media poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.
4. Para la estadistica de prueba, se utiliza la siguiente informacioén:

X=182 0=5 =25 N =1000
La estadistica de prueba es:

s KXW 1824184 2 2 2 .,
o [N-n 5 \/1000—25 \/975 J0.9759  0.9878
NN -1 25V 10001 V999

5. Como la estadistica de prueba se ubica en la regiéon AH ,entonces, se acepta

0’
la hipotesis Ho:M=184; es decir, no hay evidencias suficientes para rechazarla.

6. Decision: aceptar Ho: p=184

7. Finalmente, con un nivel de significancia del 4 % se concluye que el peso
promedio de las latas de atin en la poblacion (lote) es de 184 g; luego el
productor tiene la razon.

4.3 Prueba de hipdtesis para la proporcion poblacional

El proceso de inferencia estadistica para realizar una prueba de hipotesis
asociadas con la proporcidn o porcentaje poblacional incluye un algoritmo con
los siguientes pasos:

1. Planteamiento de hipotesis

i) Ho: P = Py
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H;: P> P
ii) Ho: P = Py

H;: P <P
iii) Ho: P = Py
H:P# P
2. Fijacion del nivel de significancia d

3. Direccién de la prueba. Se especifica en correspondencia con cada una de las
parejas de hipoétesis: para la pareja i) se usa una prueba unilateral derecha, como
en la Figura 4.1; el caso ii) corresponde a una prueba unilateral izquierda, como
se observa en la Figura 4.2,y para la pareja iii) se utiliza una prueba bilateral,
como se ilustra en la Figura 4.3.

4. Estadistica de prueba
Se presentan dos casos, a saber:

Caso 1. Si se tiene una poblacional infinita y un tamano de muestra n grande,
entonces, bajo la hipotesis nula, se usa la siguiente estadistica de prueba:

Z: f?_po
/po%
n

En este caso, se ha de tener presente que ¢y = 1-p,.

Caso 2. 51 se tiene una poblacional finita de tamano Ny un tamano de muestra
n grande, entonces, bajo la hipotesis nula, se utiliza la estadistica de prueba que
se indica a continuacion:

5. Comparaciéon del valor de la estadistica de prueba con el valor en la
distribucién tedrica

6. Decision: aceptar Ho, en caso contrario, rechazar Ho.



Victor Miguel Angel Burbano Pantoja 136 Margoth Adriana Valdivieso Miranda

7. Conclusiéon

Ejemplo 4.7. Un distribuidor de gas en el departamento de Boyaca, Colombia,
afirma que el 40 % de los hogares boyacenses adquieren el gas domiciliario en
su compania; un competidor duda de esa afirmacién y selecciona una muestra
aleatoria de 400 hogares boyacenses, y encuentra que 180, efectivamente,
le compran el gas al citado distribuidor; probar la afirmacién hecha por el
distribuidor de gas usando un nivel de significancia del 3 %.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho: p=0.4
H:p<04

2. Nivel de significancia & =0.03

3. Direccion de la prueba. Se trata de una prueba unilateral izquierda, la region
critica se observa en la Figura 4.7

4. Estadistica de prueba
Se tienen los siguientes datos provenientes de la muestra:

. x 180
= = :_:_20.45
n=400 x=180 p 400
EH l-o \
o =003 p

Zppz=-138
Figura 4.7 Prueba unilateral izquierda para la proporcién poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..

La estadistica de prueba por utilizar es:

,_b=p, _ 045-04 005 005 ..
\/poqo 0.4)(0.6) /0.0006 0.024494
n 400

En este caso, se ha tenido en cuenta que ¢, =1-p, =1-0.4=0.6
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5.El valor de la estadistica de prueba, 2.041, cae en la region AH , de aceptacion
de la hipotesis nula H , dado que es mayor que el valor de Z=-1.88 en la
distribucién teérica normal estandar.

6. Decisién: aceptar Ho: p=0.4

7. Finalmente, con un nivel de significancia del 3 % se concluye que la afirmacién
hecha por el distribuidor, de que el 40 % de los hogares boyacenses le compra
el gas domiciliario a su compania es cierta; no hay evidencias suficientes para
rechazar tal afirmacion.

Ejemplo 4.8. Un importador de peras considera que en un lote conformado
por 5000, que acaba de adquirir, solamente el 90 % ha llegado en condiciones
optimas y la fruta no se perdera; el vendedor quiere probarle al importador
que un porcentaje mayor de peras ha llegado en 6ptimas condiciones; para
esto selecciona una muestra aleatoria de 200 peras y encuentra que 184 estan
en Optimas condiciones. Probar la hipoétesis del importador usando un nivel de
significancia del 5 %.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho: p=0.9
H:p>09

2. Nivel de significancia & =0.05

3. Direccién de la prueba. Se trata de una prueba unilateral derecha; la region
critica se observa en la Figura 4.8.

AH, RH.
l-m \
b,
045 o =0.05
- |
Loss =163

Figura 4.8 Prueba unilateral derecha para la proporciéon poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

4. Estadistica de prueba
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Se tienen los siguientes datos provenientes de la muestra:

x 184
_ _ h=2="""_09
n=200 x=184 P=—=_0

La estadistica de prueba por utilizar para un tamano de la poblacion N=5000 es:

g b-pn 0.92-0.9 B 0.02 002
\/poqo \/N—n J(o.9)(o.1) \/5000-200 (0,02121)(0.97989)  0.02078
n \N-1 200\ 5000-1

En este caso, se ha tenido en cuenta que ¢, =1—p, =1-0.9=0.1,

5.El valor de la estadistica de prueba,0.9624, cae en la region AH  de aceptacion
de la hipotesis nula H, puesto que es menor que el valor de Z=1.65 en la
distribucion tedrica normal estandar.

6. Decision: aceptar Ho: p=0.9

7. En consecuencia, con un nivel de significancia del 5 % se concluye que la
afirmacion hecha por el importador de que solamente el 90 % de las peras del
lote que acababa de adquirir han llegado en condiciones 6ptimas es cierta; no
hay evidencias suficientes para rechazar tal afirmacion. El importador tiene la
razon.

4.4 Prueba de hipotesis para la diferencia de proporciones poblacionales

Un proceso de inferencia estadistica para efectuar una prueba de hipotesis
relacionada con la diferencia de proporciones poblacional se desarrolla a través
de un algoritmo con los siguientes pasos:

1. Planteamiento de hipotesis
i)Ho: py—p, =0
H1: pl _p2 > 0
ii) HO: pl _p2 :O
H:p—p,<0
iii) Ho: p,—p, =0
H:p-p,#0
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Estas tres parejas de hipotesis también se escriben de la siguiente manera:

i) Ho: py=p,
H:p>p,
ll) Ho: pl = pz

H:p<p,
iii) Ho: p, = p,
H: p #p,

2. Fijacion del nivel de significancia d

3. Direccién de la prueba. Se determina en concordancia con cada una de las
parejas de hipoétesis: para la pareja i) se usa una prueba unilateral derecha, como
en la Figura 4.1; el caso ii) corresponde a una prueba unilateral izquierda, como
se observa en la Figura 4.2,y para la pareja iii) se utiliza una prueba bilateral,
como se ilustra en la Figura 4.3.

4. Estadistica de prueba

De la expresion 2.6 se tiene que:
7 - =P —(p—p,)

P4, i P4,
n, n,

La anterior expresion, bajo la hipotesis nula H: p; = p,, se simplifica y escribe
de la siguiente forma:

1
pa,| —+
n

1 n2

Sin embargo, es imposible calcular la cantidad p,4,, debido a que los parametros
Py vy ¢, son desconocidos; con el propdsito de obtener un valor para la
estadistica de prueba Z se utiliza la siguiente estimacion:

P=DpP =D
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Donde el valor de p se obtiene de la siguiente manera:

_mp +mp, _X +X,

n +n, n +n,

En este contexto, la estadistica de prueba por utilizar es:

Con g=1-p

5. Comparaciéon del valor de la estadistica de prueba con el valor de la
distribucion tedrica; esta corresponde a una distribuciéon normal estandar.

6. Decision: aceptar Ho o, en caso contrario, rechazar Ho.

7. Conclusion

Ejemplo 4.9. El gobierno nacional afirma que el porcentaje de desempleo en la
ciudad de Medellin (Antioquia) y en la ciudad de Bogota es igual; un periodista
difiere de esa afirmaciéon y decide tomar una muestra aleatoria de 1500
ciudadanos en Medellin, encontrando que el 11 % de ellos estd desempleado, y
selecciona otra muestra de 2000 ciudadanos en Bogota, que revela un 9 % de
desempleo; utilizar un nivel de significancia del 3 % para aceptar o rechazar la
afirmacion del gobierno.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho: p, = p,
H: p # p,

(0
2. Nivel de significancia & =0.03; > =0.015

3. Direccion de la prueba. Se trata de una prueba bilateral; la region critica se
observa en la Figura 4.9, donde se presenta una curva normal estandar.
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|
Zopis =- 217 Zposs = 2.17

Figura 4.9 Prueba bilateral para la diferencia de proporciones poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

4. Estadistica de prueba

En este ejemplo se tiene que:

Medellin Bogotad

n, =1500 n, =2000
p,=0.11 p, =0.09

g, =1-0.11=0.89 q,=1-0.09=0.91

La estadistica de prueba por utilizar es:

1 1
pg| —+—
n.n,

En primera instancia, se realiza el calculo siguiente:

_ b, +mp, _1500(0.11)+2000(0.09) _ 345 _ oo
— 1500+ 2000 3500

Luego, se determina el valor ¢ =1—p =1-0.09857=0.90143

Reemplazando los valores en la estadistica de prueba, resulta:

p-p 0.11-0.09 002  0.02

) 1) T J0.0001036 001017
L 0.09857)(0.90143)| —+
\/pq[n +nzj \/( X )( 1500 2000)

1

5.El valor de la estadistica de prueba, 1.966, cae en la region AH , de aceptacion
de la hipotesis nula H , puesto que se encuentra entre Z=-2.17y Z=2.17 de la
distribucion tedrica normal estandar.
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6. Decision: aceptar Ho: p, = p,

7. Luego, con un nivel de significancia del 3 %, se concluye que la afirmacién
hecha por el gobierno de que el porcentaje de desempleo es igual en las ciudades
de Medellin y Bogota es cierta; no hay evidencias suficientes para rechazar tal
afirmacion. En consecuencia, el gobierno tiene la razén.

4.5 Prueba de hipotesis para la diferencia de medias poblacionales

En esta seccion se indica el proceso de inferencia estadistica para la prueba
de hipotesis asociadas con la diferencia de medias poblacionales, el cual ha de
desarrollarse a través de los siguientes pasos:
1. Planteamiento de hipotesis
i) Ho: Hy —H, =0

H: Y —H, >0
ii) Ho: M, —H, =0

H: W —H, <0
iii) Ho: Wy —H, =0

Hli H —H, +0

Estas tres parejas de hipdtesis se expresan de forma equivalente, asi:
i) Ho: 4, =H,

H: W >H,
ll) Ho: ul =|Jz

H13 H, <H,
iii) Ho: M, =H,

H;: W #H,
2. Fijacion del nivel de significancia d

3. Direccién de la prueba. Se determina en concordancia con cada una de las
parejas de hipoétesis: para la pareja i) se usa una prueba unilateral derecha, como
en la Figura 4.1; el caso ii) corresponde a una prueba unilateral izquierda, como
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se puede observar en la Figura 4.2, y para la pareja iii) se utiliza una prueba
bilateral, como se ilustra en la Figura 4.3. Ahora, la curva trazada corresponde a
una distribucion t-student o a una distribucién normal estandar.

4. Estadistica de prueba. Se presentan cuatro casos, a saber:

Caso 1. Si se conocen las desviaciones estandar poblacionales, en concordancia
con la expresion 2.7 se ha de utilizar:

Xl _)?2 _(l'll _uz)

Z_

Sin embargo, bajo la hipotesis nula H: H; =H, la anterior expresion se
simplifica y reduce a la siguiente estadistica de prueba:

)?1 _)?2
o

Caso 2. Si las desviaciones estandar poblacionales son desconocidas, pero se
suponen iguales, para muestras inferiores a 30 se utiliza una estadistica de prueba
asociada con la distribucién t-student presentada a través de la expresion 2.8:

t =)?1 _)?2 _(IJ1 _U2)

Nuevamente, bajo la hipotesis nula H: Hy =H, la anterior expresion se
simplifica y reduce a la siguiente estadistica de prueba:

X -X,

Donde S, se obtiene por medio de la expresion:

(n, —1)8? +(n, —1)S?
n +n,—2

S:

p
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Caso 3. Si las desviaciones estandar poblacionales son desconocidas, pero se
suponen distintas, para muestras inferiores a 30 se utiliza una estadistica de
prueba asociada con la distribucion t-student con g grados de libertad presentada
a través de la expresion 2.9.

Otra vez, bajo la hipétesis nula H: Y, =H, la anterior expresion se simplifica
y reduce a la siguiente estadistica de prueba:

Caso 4. Si las desviaciones estandar poblacionales son desconocidas, pero las
muestras tienen tamanos superiores a 30, se utiliza una estadistica de prueba
asociada con la distribuciéon normal estandar dada en la expresion 2.10.

7 =)?1 _)?2 _(ul _UZ)

Bajo la hipotesis nula H: By =H, la anterior expresion se simplifica; luego se
usa la siguiente estadistica de prueba:

5. Comparar el valor de la estadistica de prueba con el valor en la distribucion teérica.
6. Tomar una decision: aceptar Ho, en caso contrario, rechazar Ho.

7. Conclusién

Ejemplo 4.10. El gerente de la empresa S&T quiere determinar si los salarios
por hora para los trabajadores de esa empresa en la ciudad A y la ciudad B son
iguales; para ello toma una muestra aleatoria de 40 trabajadores en la primera
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ciudad y encuentra que el salario medio es de 6000 pesos por hora, con una
desviacion estandar de 200 pesos; luego, selecciona una muestra aleatoria de 54
trabajadores en la segunda ciudad y obtiene un salario promedio de 5940 por
hora, con una desviacion estandar de 180 pesos.

1. Planteamiento de hipotesis:

Ho: Y =H,
Hli K #H,

X
2. Nivel de significancia & =0.05; >

=0.025

3. Direccién de la prueba. Se trata de una prueba bilateral; la region critica se
observa en la Figura 4.10, donde se presenta una curva normal estandar.

Figura 4.10 Prueba bilateral para la diferencia de medias poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.
4. Estadistica de prueba

En este ejemplo los datos muestrales son:

Ciudad A Ciudad B
n, =40 n, =54

X, =6000 X, =5940
S, =200 S, =180

Por tratarse de muestras mayores a 30 y desviaciones estandar desconocidas, la
estadistica de prueba que se ha de usar en la prueba de hipotesis es:
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No obstante, para calcular el valor de la estadistica se requiere determinar las
varianzas corregidas o cuasivarianzas, tarea que se desarrolla a continuacion:
2o nl

§P=—"1_5? =%(200)2 =41025.64

n, —1

s? =L_lsz2 =%(180)2 =33011.32

n,

Reemplazando los valores en la estadistica de prueba, resulta:

X -X, 6000 —5940 60 60
Z=—L_—L - = = =1.4829
§ 2 \/41025.64 33011.32  +1025.64+611.32 40.459

it BT +
non, 40 54

5.El valor de la estadistica de prueba, 1.4829, cae en la region AH ,de aceptacion
de la hipotesis nula H , puesto que se encuentra en Z=-1.96 y Z=1.96 en la
distribucion tedrica normal estandar.

6. Decision: aceptar Ho: Hy =H,

7. Conclusion, con un nivel de significancia del 5 % se concluye que los
salarios promedio por hora para los trabajadores de la empresa S&T no difieren
significativamente en las ciudades A y B; es decir, los salarios promedio por hora
para tales trabajadores en las dos ciudades son iguales.

4.6 Prueba de hipotesis para la varianza poblacional

El proceso de inferencia estadistica para realizar una prueba de hipotesis
asociadas con la varianza poblacional incluye el siguiente algoritmo:
1. Planteamiento de hipotesis

i) Ho:0* =0,

H;:0% >0;

ii) Ho:0> =0}
2 2
H;:0" <0

iii) Ho: 0% =07

2 2
H1: (0) #=O'0
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2. Fijacién del nivel de significancia O

3. Direccién de la prueba. Se especifica en concordancia con cada pareja de
hipotesis; en el primer caso, la regidon de rechazo se ubica en la cola derecha
de una curva asimétrica correspondiente a la distribucion chi-cuadrado, en el
segundo, sobre la cola izquierda, y en el tercero sobre las dos colas; es decir, las
zonas de rechazo se establecen de manera similar a las indicadas en las Figuras
4.1,4.2 y 4.3, solamente que ahora se trabaja sobre una curva asimétrica.

4. Estadistica de prueba

La estadistica de prueba esta asociada con una distribucion chi-cuadrado con n -1
grados de libertad; esta, bajo la hipoétesis nula, es:

ool -1)s?

2
00

5. Comparaciéon del valor de la estadistica de prueba con el valor en la
distribucidn tedrica
6. Decision: aceptar Ho o, en caso contrario, rechazar Ho.

7. Conclusiéon

Ejemplo 4.11. El espesor de una muestra aleatoria de 21 barras de chocolate es
una variable aleatoria con desviaciéon estandar corregida de 0.8 milésimas de
pulgada; el proceso de fabricado de las barras de chocolate se encuentra bajo
absoluto control si la varianza es de 0.38, y fuera de control si es mayor; un
grupo de inspectores afirma que el proceso actualmente esta fuera de control,
probar esta hipotesis con un nivel de significancia del 5 %.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho:0* =0.38

H:O ?>0.38

2. Nivel de significancia & =0.05

3. Direccidn de la prueba. Se trata de una prueba unilateral derecha; la region

critica se observa en la Figura 4.11, donde se presenta una curva asimétrica
correspondiente a una distribucién chi-cuadrado.
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7
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/ ) RH,
i l-mo
Jl.l'lll
0.G3 - a=0.03
-35\;5 0=3142

Figura 4.11 Prueba unilateral derecha para la varianza poblacional
Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

4. Estadistica de prueba

En este ejemplo los datos muestrales son:
n=21
$=08

Reemplazando los valores en la estadistica de prueba, resulta:

C(n=DS?  (21-1)(0.8)*  (20)(0.64) 12.8
o, 0.38 0.38 0.38

Ve =33.68

5. El valor de la estadistica de prueba, 33.68, cae en la regiéon RH , de rechazo
de la hipétesis nula H, puesto que es mayor al valor tedrico, 31.42, en la
distribucion chi- cuadrado con n—1 = 21 — 1 = 20 grados de libertad.

.., 2 . .
6. Decision: rechazar Ho: 07 =0.38 ; en consecuencia, se acepta que la varianza
es mayor que 0.38.

7. Asi, entonces, con un nivel de significancia del 5 % se concluye que el
proceso de fabricacion de las barras de chocolate esta fuera de control; es decir,
la afirmacion hecha por el grupo de inspectores es cierta; no hay suficiente
evidencia para rechazarla.

Ejemplo 4.12. En una muestra aleatoria proveniente de una poblacién normal
se obtuvo una desviacidn estandar corregida de 3 minutos para la cantidad de
tiempo que tardaron 16 mujeres en terminar una prueba escrita para acceder
a un puesto de trabajo nocturno; usar un nivel de significancia del 5 % para
probar la hipotesis de que la desviacion estandar poblacional es de 2.8 minutos
contra la alternativa de que es inferior a este valor.
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1. Planteamiento de hipotesis

Ho:G> =(2.8)°

H: o’ <(2.8)

2. Nivel de significancia & =0.05

3. Direccion de la prueba. Se trata de una prueba unilateral izquierda; la region
critica se observa en la Figura 4.12, donde se presenta una curva asimétrica
correspondiente a una distribucion chi-cuadrado.

el
.-/
RH, /’ AH,
0.05|/ l—a
o@
"Illr Eg'\ .
Zapsgs =126

Figura 4.12 Prueba unilateral izquierda para la varianza poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.
4. Estadistica de prueba

En este ejemplo los datos muestrales son:
n=16
§=3

Reemplazando los valores en la estadistica de prueba, resulta:

_(n-DS* _(16-D(3)* _(15)9) 135
ol (28 7184 78

X =17.30

5.El valor de la estadistica de prueba, 17.30, cae en la region AH , de aceptacion
de la hipotesis nula H, puesto que es mayor al valor tedrico, 7.26, en la
distribucion chi- cuadrado con n -1 =16 — 1 = 15 grados de libertad.

6. Decision: aceptar Ho: 0% =(2.8)”, por lo tanto, se acepta que la desviaciéon
estandar poblacional es de 2.8 minutos.
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7. Por consiguiente, con un nivel de significancia del 5 % se concluye que la
deviacion estindar poblacional es de 2.8 minutos; no hay evidencias suficientes
para rechazarla.

Por otro lado, es conveniente indicar que la prueba chi-cuadrado también se
utiliza para probar hipotesis referidas a la asociacidon de variables cualitativas
(Fernandez & Diaz, 2004).

4.7 Prueba de hipdtesis para el cociente de varianzas poblacionales
En esta seccion se indica un proceso de inferencia estadistica para realizar una
prueba de hipoétesis asociadas con el cociente de varianzas poblacionales; este

involucra los siguientes pasos:

1. Planteamiento de hipotesis
2

(0)
i) Ho: —12 =
0,
2
(0)
H;: —12 >1
0,
2
(0)
i) Ho: — =1
0,
2
(0)
H;: —12 <1
0,

2
o
iii) Ho: —- =1
(03
2
2
o-l
le Y *1
2
Estas tres parejas de hipotesis también se escriben de la siguiente manera:

i) Ho: 0} =0,

2 2
H,: 0} >0,

ii) Ho: 07 =0,

2 2
H: 0} <0,
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iii) Ho: 0, =07,

2 2
Hl: g, *+0 5
2. Fijacién del nivel de significancia d

3. Direccion de la prueba. Se especifica en correspondencia con cada una de
las parejas de hipotesis por medio de curvas asimétricas asociadas con una
distribucion F de Fisher; se establecen zonas de rechazo de manera similar a las
indicadas en las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3.

4. Estadistica de prueba

La estadistica de prueba esta asociada con una distribuciéon F de Fisher con
n -1 grados de libertad para el numerador y n-1 grados de libertad para el
denominador, como se indica enseguida:

. N 2 _ 2 . ., . .
Bajo la hipétesis nula H : O =0, ,la anterior expresion se simplifica al cancelar
las varianzas poblacionales; luego se usa la siguiente estadistica de prueba:

A

— *S']2

5. Comparaciéon del valor de la estadistica de prueba con el valor en la
distribucion tedrica

6. Decision: aceptar o rechazar la hipotesis nula Ho
7. Conclusion

Ejemplo 4.13. Al comparar la resistencia a la tracciéon de las clases A y B de
acero estructural, el diseno experimental permitid establecer los siguientes
resultados: una varianza corregida de 19.7 en la primera muestra aleatoria de
11 unidades y una varianza corregida de 3.8 en la segunda muestra aleatoria
de 9 unidades, donde las unidades de medicion estan dadas en miles de libras
por pulgada cuadrada. Se supone que los datos de las muestras provienen de
poblaciones normales independientes; probar la hipotesis de que las varianzas
de tal resistencia difieren usando un nivel de significancia del 2 %.
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1. Planteamiento de hipotesis

2. Nivel de significancia & =0.02 — % =0.01

3. Direccion de la prueba. Se trata de una prueba bilateral; la region critica se
observaenla Figura4.13,donde se presenta una curva asimétrica correspondiente
a una distribucién F de Fisher.

Foo =0.19746 Fise =381

Figura 4.13 Prueba bilateral para la igualdad de varianzas poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.
4. Estadistica de prueba

En este caso los datos muestrales son:

Acero clase A Acero clase B
n =11 n,=9
§2=19.7 §2=38

Reemplazando los valores en la estadistica de prueba, resulta:

q2
5 DT s g4
S 38

5.El valor de la estadistica de prueba,5.1842, cae en la region AH ,de aceptacion
de la hipotesis nula H, puesto que este valor estd entre los valores tedricos
0.1976 y 5.81 en la distribucién F de Fisher n -1=11-1=10 grados de libertad

para el numerador y n, -1 =9 -1 = 8 grados de libertad para el denominador.
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.., 2 _ 2 . . .

6. Decision: aceptar Ho: o, =0, 1mphca que se acepta que las varianzas

poblacionales son iguales.

7. Por lo tanto, con un nivel de significancia del 2 % se concluye que las
varianzas poblacionales correspondientes a las dos clases de acero estructural
son iguales; no hay evidencias suficientes para afirmar que sean distintas.
Ejemplo 4.14. Para comparar la variabilidad en la duracion de dos clases de
bombillos etiquetados como W y'T se tomaron dos muestras aleatorias;la primera,
de 8 unidades, proporcioné una desviacion estandar de 36 horas, y la segunda,
de 7 unidades, gener6 una desviacion estandar corregida de 26.7 horas; bajo el
supuesto de que las muestras provienen de poblaciones normales independientes,
probar la hipotesis de que la varianza de la clase de bombillos W' es superior a la
varianza de los tipo T usando un nivel de significancia del 5 %.

1. Planteamiento de hipotesis

2 2
HO:O-I _0-2

H,: 0} >0,
2. Nivel de significancia & =0.05

3. Direccién de la prueba. Se trata de una prueba unilateral derecha; la regiéon
critica se observa en la Figura 4.14, donde se presenta una curva asimétrica
correspondiente a una distribucion F de Fisher.

AH, RH,
l—o
0.95 & =0.05
1
Foos =421

Figura 4.14 Prueba unilateral derecha para la igualdad de varianzas poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
4. Estadistica de prueba

En este otro caso los datos de la muestra son:
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Bombillos W Bombillos T
n =28 n, =17
S, =36 §2 =26.7

En primera instancia, conviene calcular la desviaciéon estandar corregida
correspondiente a los datos de la primera muestra:

S? = S? =§(36)2 =1481.14
n,—1 7

Reemplazando estos resultados en la estadistica de prueba, se tiene:

a2
poSL_18LIA 148114, o0
S? (2677 712.89

5.El valor de la estadistica de prueba,2.0776, cae en la region AH , de aceptacion
de la hipotesis nula H, puesto que es menor que el valor teérico 4.21 en la
distribucion F de Fisher n, -1=8-1=7 grados de libertad para el numerador, y
n,~1=7-1=6 grados de libertad para el denominador.

o 2 _ 2 . .
6.Decision: aceptar Ho: 07 =0, ,lo cual implica que se acepta que las varianzas
poblacionales son iguales.

7. Finalmente, con un nivel de significancia del 5 % se concluye que la varianza
de la duracién de la clase de bombillos W' es igual a la varianza (poblacional) de
la duracién de los bombillos tipo T; no hay evidencias suficientes para afirmar
que las varianzas poblacionales sean distintas estadisticamente.

4.8 Algunos tamafos de muestra

En esta seccion se aborda la manera de obtener algunos tamanos de la muestra;
la primera, asociada con una variable de tipo cualitativo, y la segunda, cuando
el interés principal recae en una variable cuantitativa.

Si el interés principal recae en una caracteristica de tipo cualitativo, entonces,
la proporciéon muestral es una variable aleatoria pertinente para estudiar tal
caracteristica, y su distribucién de probabilidad, de acuerdo con la expresion
2.5, es:
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A

7=L_L _ N,
Pq
n

Sila diferencia entre el estimadory el parimetro se denomina “e: error absoluto”,
para un determinado nivel de confianza 1- @, se tiene la siguiente igualdad:

7= 5 7|P1_
pq n
n

De la anterior expresion se despeja n, que representa el tamano de la muestra:

Z2ﬂ
n

=¢* — Zzpq =ne’

De aqui se deduce que el tamafo de la muestra proveniente de una poblacion
infinta es:
Z’pq
2

€ 4.1)

n=

El error absoluto y el nivel de confianza son aportados por el investigador y
determinados con base en su experiencia. Si de estudios anteriores se conocen
los parametros p y ¢, entonces se usa directamente la expresiéon 4.1; en caso
contrario, se trabaja bajo total incertidumbre, es decir, asignando el valor 0.5
tanto a p como a ¢, de la forma como se indica en la expresiéon 4.2; otra
posibilidad consiste en seleccionar una muestra piloto y de alli obtener los
estimadores de p y ¢, como se indica en la expresion 4.3.

L 20505 77

¢ 4e’ (4.2)
A
e (4.3)

n

Ahora, si se muestrea de una poblacién finita de tamano N, entonces, la
distribucion para la proporcidén muestral es una normal estandar, dada por:
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Nuevamente, haciendo e igual a la diferencia entre el estimador y el parametro,
se realizan los procesos algebraicos pertinentes y se despeja n para obtener la
expresion 4.4.

_ NZ? pq
(N_1)€2+22pq (44)

Si de estudios anteriores se conocen los parametros p y ¢, entonces se usa
directamente la expresion 4.4;en caso contrario se trabaja bajo total incertidumbre
y se asigna el valor 0.5 tanto a p como a ¢, de la manera como se indica en la
expresion 4.5; otra posibilidad consiste en seleccionar una muestra piloto vy, de alli,
obtener los estimadores de p y ¢, como se indica en la expresion 4.6.

B NZ?(0.5)(0.5)
T (N=1)e* +Z2(0.5)(0.5) (4.5)
. NZ’pg

(N-1e’ +Z°pg (4.6)

Por otro lado, si el interés principal recae en una caracteristica de tipo
cuantitativo, entonces el promedio muestral es una variable aleatoria adecuada
para estudiar tal caracteristica; cuando los datos sean relativamente homogéneos,
su distribucion de probabilidad, de acuerdo con la expresion 2.1, es la siguiente,
cuando la desviacion estandar es conocida:

Z

_X-p
=== ~N(O.)

Jn

Nuevamente, si llamamos error absoluto (e) a la diferencia entre el estimador y
el parAmetro, para un determinado nivel de confianza 1- Q, se tiene la siguiente
igualdad:

De la anterior expresion se despeja #,

7o
=¢’ = 7’07 =ne’

n
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De aqui se deduce que el tamano de la muestra proveniente de una poblacion
infinta es:
Z%0’
2

e (4.7)

n =

El error absoluto y el nivel de confianza son aportados por el investigador y
determinados con base en su experiencia. Si de estudios anteriores se conoce
la varianza poblacional, entonces se usa directamente la expresion 4.7; en caso
contrario se selecciona una muestra piloto y de alli se obtiene el estimador
insesgado de la varianza y se conforma la expresion 4.8.

€ (4.8)

Ahora, si se muestrea de una poblacidon finita de tamano N, entonces, la
distribucién para la media muestral es una normal estandar, dada por:

X —p
o |N-—n

Jn VN -1

7 =

Otra vez, haciendo e igual a la diferencia entre el estimador y el parimetro,
se realizan los procesos algebraicos pertinentes y se despeja n para obtener la
expresion 4.9,

NZ’c*
n= 2 2.2

Si de estudios anteriores se conoce el parametro varianza poblacional, entonces
se usa directamente la expresion 4.4; en caso contrario, se selecciona una
muestra piloto y de alli se obtiene el estimador insesgado para la varianza, con
esto resulta la expresion 4.10.

o NZ2S?
o 2 282

Ejemplo 4.15. Se requiere estudiar el grado de escolaridad (afios promedio de
estudio) de los individuos cabeza de familia residentes en el casco urbano de
la ciudad M; los archivos del DANE en Colombia registran 51 000 ntcleos

familiares en el citado casco urbano;se necesita calcular el tamano de la muestra
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para estimar el promedio de los afios de estudio, admitiendo un error absoluto
de medio ano y utilizando un nivel de confianza del 95 %. De una muestra
piloto se ha obtenido una desviacion estandar corregida de 5 afos.

En el ejemplo que nos ocupa, los datos son:
1 —ox =0.95

o =0.05 — =0.025

N | R

N =51000

S =5
e =0.5

En este caso conviene utilizar la expresion 4.10; sin embargo, hace falta el valor
de Z, que se obtiene de una distribuciéon normal estandar para una probabilidad
acumulada del 0.975, obteniéndose un valor de 1.96, como se observa en la
Figura 4.15

o - l-o \\ o
== 0.023 == 0.023
< 0.85 2
— h‘ﬁ'"—
T 1
Loos =-1.96 Ty = 196

Figura 4.15 Valor de Z para un nivel de confianza del 95%

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..

Reemplazando los valores, resulta:

. NZ$* 510001965 _ 51000(3.8416)(25)
(N—1)e* +228%  50999(0.5)> +(1.96)*(5)>  50999(0.25)+ (3.8416)(25)

4898040 4898040 _ 3

n= = =381.29
12749.75+96.04  12845.79

En el contexto anterior, el tamano de la muestra para estimar el promedio de
los anos de estudio, admitiendo un error absoluto de medio ano y utilizando un
nivel de confianza del 95 %, es de 381 individuos que sean cabeza de familia.
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Esta cantidad de individuos se han de seleccionar apropiadamente, usando
algunos de los métodos de muestreo descritos en el primer capitulo de este
texto u otros.

Ejemplo 4.16. Se pretende investigar el mercado para el producto A; se sabe que
el 30 % de los hogares de la ciudad H poseen este producto (han manifestado
en algn momento que les ha gustado tal producto); calcular el tamafio de la
muestra si se desea que el error maximo absoluto sea del 5 % con un nivel de
confianza del 96 %.

En este caso, se tiene que:
1 - =0.96
x =0.04 — % —0.02

e =0.05
p =03

En estas circunstancias, se recomienda utilizar la expresion 4.1; el valor de
Z=2.055 se obtiene de una distribucidén normal estandar para una probabilidad
acumulada del 0.98, como se indica en la Figura 4.16.

Figura 4.16 Valor de Z para un nivel de confianza del 96%

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Reemplazando los valores, resulta:

Z’pg _(2.055)°(0.3)(0.7) _ (4.223)(0.21) _ 0.88683

! 2 ~354.73
e (0.05) 0.0025 0.0025

n=

En estas circunstancias, el tamafio de la muestra para investigar el mercado del
producto A, en la ciudad H, es de 354 individuos, admitiendo un error del
5 % y un nivel de confianza del 96 %. Este nimero de individuos se han de
seleccionar de forma pertinente, utilizando un método de muestreo apropiado.
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Ejemplo 4.17. Una poblaciéon de 20 000 estudiantes de la universidad B esta
interesada en elegir al rector de esa institucion;el candidato JA aspira a esa rectoria
porque siente el apoyo del sector estudiantil; se quiere establecer el tamano de
la muestra para estimar el porcentaje de estudiantes que potencialmente apoyan
a este candidato; usar un nivel de confianza del 99 % y asumir un error maximo

del 2 %.

En esta situacion se ha de trabajar bajo total incertidumbre, los datos asociados son:
I - =0.99
« =0.01 — % =0.005
e =0.02
p =0.5=¢q

En este caso se recomienda utilizar la expresion 4.5; el valor de Z=2.58 se
obtiene de una distribucidon normal estindar para una probabilidad acumulada
del 0.995, como se indica en la Figura 4.17.

o l-o \\ o
= = 0.005 — = 0.005
< 0.5G 2
o ‘-‘-H'-\_
- | |
Zopos =-2.58 Zo 005 = 2.58

Figura 4.17 Valor de Z para un nivel de confianza del 99%

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Reemplazando los valores, resulta:

_ NZX0.5)(0.5) _ 20000(2.58)%(0.5)(0.5)
C(N=1)e+2%(0.5)(0.5)  19999(0.02)* +(2.58)%(0.5)(0.5)

- 20000(6.6564)(0.25) _ 33282 33282
19999(0.0004) + (6.6564)(0.25)  7.9996+1.6641 9.6637

=3444.02

En este contexto, el tamano de la muestra para para estimar el porcentaje de
estudiantes que potencialmente apoyan al candidato JA es de 3444, admitiendo
un error del 2 % y un nivel de confianza del 99 %.
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Ejemplo 4.18. Se desea estudiar el salario promedio en miles de pesos por mes
de una poblacién de trabajadores del suroccidente colombiano; calcular el
tamafio de la muestra con un nivel de confianza del 95 % y admitiendo un
error de 600 pesos. De una muestra piloto de 20 trabajadores de esa zona del
pais se ha obtenido una desviacién estandar de 10 000 pesos.

Los datos de que se disponen son los siguientes:
1 —x =0.95
®=0.05 — % =0.025
S =10
e =0.6

Se ha de tener presente que los datos queden expresados en miles de pesos,
tanto la desviacion estandar como el error maximo. En este caso conviene
utilizar la expresion 4.8; no obstante, hace falta calcular la desviacion estindar
corregida y el valor de Z; este valor se obtiene de una distribucidén normal
estindar para una probabilidad acumulada del 0.975, el cual es 1.96, como se

observa en la Figura 4.18.

& - l—a \ or
== 0.025 == 0.025
2 0.95 2
—— H‘-H--\_
T |
Zoos =-1.96 Togms = 1.56

Figura 4.18 Valor de Z para un nivel de confianza del 95 %

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

El valor de la desviacion estandar corregida se obtiene asi:

n

§? =

S? = E(IO)Z =1.0526(100) =105.26
n—1 19

Reemplazando los valores, resulta:

o 778 (1.96)*(105.26) _(3.8416)(105.26) _404.3668

- 2 =1123.24
e (0.6) (0.36) 0.36
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Finalmente, el tamano para estudiar el salario promedio en miles de pesos por
mes de una poblacion de trabajadores del suroccidente colombiano es de 1123
trabajadores, con un nivel de confianza del 95 % y un error maximo de 600
pesos. Esta cantidad de trabajadores se han de seleccionar usando métodos de
muestreo apropiados.
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Actividades para el estudio independiente Capitulo 4

4.1 Un fabricante de llantas afirma que sus cauchos duran, en promedio, 21 000
km. Un distribuidor potencial de llantas considera que duran menos; por eso
quiere verificar la afirmacion del fabricante, y de un lote de 200 llantas selecciona
11 de manera aleatoria y las pone a rodar, encontrando un promedio de 20 500
kilobmetros; si el fabricante informa que las llantas que ha producido tienen una
desviacion estandar poblacional de 1000 kilometros, probar la afirmaciéon del
fabricante usando un nivel de significacién del 2.5 %.

4.2 Un representante estudiantil afirma que al 10 % de los estudiantes de la
universidad B les sirven el almuerzo casi frio; los administradores del restaurante
en esta universidad reconocen que algunas veces eso ha sucedido, sin embargo,
consideran que el porcentaje es muy inferior al 10 %. En el intento de desvirtuar
la afirmacion del representante se toma una muestra aleatoria de 150 estudiantes
de esta universidad, y el 12 de ellos responden que alguna vez han recibido el
almuerzo casi frio; probar la afirmacién hecha por el representante, usando un
nivel de significancia del 3 %.

4.3 Un estudio sobre el gusto por la practica deportiva en hombres y mujeres
revel6 que en una muestra aleatoria de 380 hombres, a 171 de ellos les gusta
esta practica, y que en una muestra aleatoria de 350 mujeres, a 168 de ellas
les gusta la practica deportiva; estos resultados se constituyen en suficiente
evidencia para afirmar que el porcentaje de gusto por la practica deportiva de
los hombres difiere del de las mujeres; usar un nivel de significancia del 3 %
para realizar la prueba de hipotesis.

4.4 El Director general de Camaras de Comercio en Colombia desea
determinar al 5 % de significancia si las utilidades en millones por mes de
las pequenas empresas en Cali y Bucaramanga son iguales. Para esto toma en
Cali una muestra aleatoria de 20 empresas pequenas, y en Bucaramanga, una
de 17 empresas, y encuentra que la utilidad promedio en la primera es de 8
millones de pesos por mes, con una desviaciéon estandar de 500 mil pesos, y en
la segunda, de 7.5 millones de pesos por mes, con una desviacion estandar de
400 mil pesos.

4.5 El diametro en una muestra aleatoria de 10 varillas de hierro de media
pulgada es una variable aleatoria con desviacion estandar corregida de 0.2
milésimas de pulgada; el proceso de fabricado de las varillas de hierro se
encuentra bajo absoluto control si la varianza es de 0.09, y fuera de control si
es mayor; un empleado que lleva el control de calidad sobre el diametro de las
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varillas producidas considera que el proceso actualmente esta fuera de control;
probar esta hipotesis con un nivel de significancia del 5 %.

4.6 Para comparar la variabilidad en la duracidon de dos clases de calzado, A y
B, se tomaron dos muestras aleatorias; la primera, de 6 pares, proporcioné una
desviacion estandar de 3 meses, y la segunda, de 5 pares, generd una desviacion
estandar corregida de 2.5 meses; bajo el supuesto de que las muestras provienen
de poblaciones normales independientes, probar la hipdtesis de que la varianza
de la clase de calzado A es superior a la varianza de la clase de calzado B, usando
un nivel de significancia del 5 %.

4.7 Se tiene una poblacion finita de 600 personas; se selecciond una muestra
piloto del 2 % de la poblacion total y se obtuvo una media muestral de 300
dolares para el salario promedio mensual; también se obtuvo de la muestra
piloto una desviacion estandar corregida de 50 ddlares; si se admite un error
del 3 % de la media muestral, calcular el tamano muestral al nivel de confianza

del 95 %.

4.8 Se requiere indagar el mercado para el producto H; se sabe que el 60 %
de los individuos de la ciudad A utiliza diariamente este producto; calcular el
tamano de la muestra si se desea que el error maximo absoluto sea del 4 %, con
un nivel de confianza del 96 %.
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Ejercicios para el capitulo 4

4.1 Consultar sobre la forma como se realiza una prueba de hipoétesis para
muestras pareadas, también llamadas muestras relacionadas; asimismo,
proporcionar un ejemplo de prueba de hipotesis.

4.2 Los siguientes datos corresponden a los ingresos por dia de unos trabajadores
independientes, en miles de pesos: 50, 30, 15, 20, 55, 35. Si se asume un error del
8 % de la media muestral, determinar el tamano de una muestra con un d = 5 %.

4.3 La muestra piloto para estimar la proporcién y establecer el porcentaje de
personas que tienen ingresos mensuales inferiores a 800 000 pesos mensuales
en una poblacion de tamafio N = 200 esta dada por: 2 500 000, 2 090 000, 2
190 000, 750 000, 1 250 000, 700 000,790 000 y 790 000. Asumir un error del

10 % y un @ = 5 % para determinar el tamano de la muestra.

4.4 Un estudio sobre el gusto por el producto A en hombres y mujeres revel6
que, en una muestra aleatoria de 600 hombres, a 480 de ellos les gusta este
producto, y en una muestra aleatoria de 1000 mujeres, a 800 de ellas les gusta
este producto; probar la hipotesis de que el porcentaje de gusto por el producto
A de los hombres difiere del de las mujeres; usar un nivel de significancia del
5 % para realizar la prueba de hipotesis.

4.5 El Director general de Camaras de Comercio en Colombia quiere
determinar, al 5 % de significancia, si las utilidades en millones por mes de
las pequenas empresas en Medellin y Barranquilla son iguales. Para esto toma
una muestra aleatoria de 24 pequefias empresas en Medellin, y encuentra que
la utilidad promedio es de 10 millones de pesos por mes, con una desviaciéon
estandar de 600 mil pesos, y selecciona una muestra aleatoria de 18 pequenas
empresas en Barranquilla, y obtiene una utilidad promedio de 9.5 millones
de pesos por mes, con una desviaciéon estindar de 550 mil pesos. Realizar la
prueba de hipotesis considerando varianzas poblacionales diferentes.

4.6 Los siguientes datos corresponden a la variable calificacién en estadistica
inferencial, en la universidad B, en una muestra piloto: 3.5, 4.5, 3.5, 4.0, 5.0,
2.0, 1.0, 4.5. Si el error es del 10 % de la calificacién promedio y se trabaja
con un nivel de confianza del 99 %, calcular el tamano muestral si en toda la
universidad han cursado 800 estudiantes la mencionada asignatura.

4.7 En un centro de distribucién de computadores portatiles se venden dos
marcas diferentes en un periodo de tiempo especifico; en una semana se venden
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300 portatiles, de un total de 450, de la marca A,y 280, de un total de 400, de la
marca B. El administrador considera que los porcentajes poblacionales de venta
de las dos marcas son diferentes; probar la hipdtesis del administrador usando
un nivel de significancia del 4 %.



D

Informacion de retorno sobre las actividades
de estudio independiente

En este capitulo se proporciona la informacién de retorno referente a las
actividades de estudio independiente; se desarrollan diversos procesos de
calculo y se generan las respuestas a las preguntas formuladas en las mencionadas
actividades; aquellas que el estudiante o el lector deberia haber resuelto una vez
hubiese realizado una lectura comprensiva de los temas y revisado los ejemplos
indicados a través de cada capitulo. Con el proposito de aclarar algunas dudas y
preguntas de investigacion, se desarrollan completamente los ejercicios que se
propusieron en esas actividades por capitulos.

Capitulo 1

1.1
a) La estadistica descriptiva

b) La estadistica inferencial
¢) Una muestra

d) Se denominan variables
e) Variables cualitativas

f) Variables cuantitativas.

¢) Una variable continua

h) Una variable discreta
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1.2

a) cualitativa en escala nominal

b) cualitativa en escala ordinal

¢) cuantitativa en escala ordinal

d) cuantitativa en escala de intervalo

e) cuantitativa en escala de razén

1.3
a)n = 30
b) 3/30 =0.3 =30 %

¢) No es adecuado calcular el promedio, porque son datos correspondientes a una variable
cualitativa; para esta se recomienda calcular un porcentaje o una proporcién.

d) 63.8914
¢) 3.14225

f) 0.0491 = 4.91 %, este es un valor inferior al 8 % e indica que los datos de la
variable estatura en esta muestra de estudiantes son homogéneos.

1.4 Del conjunto de datos del ejemplo 1.11 es posible seleccionar 10 muestras
aleatorias de tamafio n = 3 mediante un muestreo aleatorio sin reemplazo, una
de ellas esta constituida por los datos 9, 10, 8.

Luego un valor * de la variable promedio muestral X o estimacién de la
media poblacional es:

3

S

<7 941048 27
3 3 3

9

X =
2 . 2 . <, . .
Un valor §° de la variable §° o estimacién de varianza poblacional es:

. ;(xf_g) _(9-9)+(10-9)° +(8-9)
3 3

N

2O+ (D041l
B 3 3

2 = 0.6666
3

. ., . . ) . .
Otra estimacion de la varianza poblacional es §°, valor particular de la variable
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S?; esta se obtiene asi:

A

3
(Xl.—9)2
3-1 2

Se observa que el valor §%se obtiene usando la siguiente expresion:
2
§2=—n SZ:—3 —_ :gzl
n—1 3-1\3) 6

Un valor § para la variable aleatoria S, denominada desviacién estandar
muestral, es:

3
Z(xi -9y’
£ —J0.6666 ~0.8164

A

Un valor § para la variable S desviacién estandar corregida o cuasidesviacion
estandar es:

Un valor del coeficiente de variacién muestral es:

:%;O.llllzll.ll %

S
Ccyv=—
X
El anterior valor se encuentra entre el 8 % y el 18 %, por lo tanto, los datos de
esta muestra son casi homogéneos.

Ahora, si x representa el nimero de empresas que obtuvieron por lo menos 10
millones de pesos por dia en esta muestra, entonces la proporciéon o porcentaje
muestral es:

. ox 1

P =;=§ =0.3333=33.33 %

1.5 Se tiene una poblacién conformada por 100 individuos; en ellos interesa
estudiar sus gastos semanales en miles de pesos. Se quiere seleccionar una
muestra aleatoria de tamano 5 usando muestreo aleatorio simple sin reemplazo.
El namero total de muestras distintas que se obtiene es:
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100 | |
{ : )_ 100! 100! o her o0

T 61(100—5)! 5195!

La probabilidad de seleccionar una muestra compuesta por cinco individuos
determinados es:

1

—————=0.0000000132
75287520

La probabilidad de que un individuo cualquiera de la poblacidon pertenezca a
la muestra es:

=005

100

1.6 Se tiene una poblacion conformada por 20 individuos, de los cuales interesa
estudiar la relacion peso-talla, a fin de implementar una dieta para disminuir su
peso. Se quiere seleccionar una muestra aleatoria de tamano 3 usando muestreo
aleatorio simple con reemplazo. El nimero total de muestras de tamafio 3 con
repeticidon que se pueden obtener es:

20° =8 000

La probabilidad de que una sucesiéon cualquiera conformada por 3 individuos
sea seleccionada es:

SLEN 0.000125
8000

La probabilidad de que un individuo especifico sea seleccionado, al menos una
vez, para conformar la muestra es:

3 3
o[ 202y (D) (889857375 0.142625
20 20 8000

1.7 Se tiene una poblacién de 5000 individuos dividida en 4 estratos, como
se indica en la Figura 5.1; se quiere seleccionar una muestra aleatoria de
tamano 100.
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800

Figura 5.1 Poblacién conformada por cuatro estratos

El tamafio de la poblacién es N =5 000, el tamafo de la muestra es 7 =100

2400 « 100 = 48

n1=

5000
b= 1200 5100 = 24
2= 5000
n = 000 w00 =12
3

5000
0= 890 w100 =16
4

5000

El tamafio de la muestra, en este caso, se determina de la siguiente forma:
n=n; +n,+n;+n, =48+24+12+16=100

En este contexto, 48 individuos se han de seleccionar mediante muestreo
aleatorio simple del estrato 1;ademas, 24 individuos del estrato 2, 12 individuos
del estrato 3 y 16 individuos del estrato 4.

ii) Ahora, usando muestreo aleatorio no proporcional, o por cuotas iguales, se
toma igual nimero de elementos en cada estrato, usando la expresion:

o100
k 4

Donde k es el niimero de estratos y 7 es el tamafio de la muestra.

En este ejemplo se han de seleccionar 25 individuos de cada uno de los cuatro
estratos por medio de muestreo aleatorio simple.
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1.8 Si se tiene una poblacion con N=2 500 individuos y se desea seleccionar una
muestra de n=90 individuos, entonces se ordenan los datos correspondientes a
los individuos y se calcula:
N 2500
C=—=

—=27.77
n 90

Ahora el ntimero A se toma de forma aleatoria como un niimero menor que
27,y se usara como punto de partida. Si después de realizar un procedimiento
aleatorio para elegir el valor de A, el valor resultante fuera 20, entonces el
segundo individuo es aquel en la posicion 57, el tercero ocupa la posicion 84 y
asi sucesivamente; el individuo 90 se encuentra en la posicion:

20 + (90-1) 27 = 2 423.

Capitulo 2

2.1 Graficar y determinar las siguientes probabilidades utilizando la distribucién

normal estindar a) P(Z <-1.25),b) P(Z>1.31) ¢) P(0.29<Z<2.48)
a) P(Z<-1.25)=®(-1.25)=0.1056 =10.56 %

lﬁf-:.l' !

d N

3 2 1 ¢ 1 2 3 Z

Figura 5.2 Area bajo la curva normal estindar P(Z <-1.25)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La Figura 5.2 muestra el valor del area bajo la curva normal estandar equivalente

al calculo de la probabilidad.
b)y P(Z=2131)=1-P(Z<1.31)=1-0.9049 =0.0951=9.51 %
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Figura 5.3. Area bajo la curva normal estindar P(Z >1.31)

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R..

La Figura 5.3 muestra el valor del area bajo la curva normal estandar, equivalente
al calculo de la probabilidad.

¢) P(0.29 < Z <2.48) = P(Z < 2.48)— P(Z < 0.29)

P(0.29<72<2.48)=0.9934-0.6141=0.3793=37.93 %

La Figura 5.4 muestra el valor del area bajo la curva normal estindar, equivalente
al calculo de la probabilidad.

A

-3 -2 -1 0 1 2 3 Z
Figura 5.4 Area bajo la curva normal estindar P(0.29 <Z <2.48

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

2.2 La empresa S&S produce lamparas cuya duracidon en horas se distribuye
normalmente con media de 900 horas y desviacion estandar de 50 horas. Si se
toma al azar una lampara de la produccion,

a) ;Cual es la probabilidad de que dure maximo 940 horas?

b) ;Cual es la probabilidad de que dure por lo menos 822 horas?
¢) ;Cual es la probabilidad de que dure entre 880 y 1020 horas?
d) ;Cual es la probabilidad de que dure mas de 1200 horas?

K =900 horas, 0 =50 horas
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X : duracién en horas de una ldimpara tomada al azar producida por la empresa
S&S.

A) P(X <940) = p| XM 990~ uj:p(zg 940—900)
o o 50

P(X <£940) = P(Z<% =P(Z 0.8)=0.7881=78.81 %

A

Figura 5.5. Area bajo la curva normal estindar P(Z <0.8)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que una lampara escogida al azar de la produccion dure
maximo 940 horas es del 78.81 %. Una representacion de la situacidn se tiene
en la Figura 5.5.

b P(X >822)= P X‘”zm_”j:P[zzwj
o o 50

P(X >822)=P(Z >-1.56)=1- P(Z <-1.56) =1-0.0594 = 0.9406

P(X >822)=0.9406 = 94.06 %

3 2 a1 o0 1 2 3 Z

Figura 5.6. Area bajo la curva normal estindar P(Z 2 —1.56)

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

La probabilidad de que una lampara escogida al azar de la producciéon dure por
lo menos 822 horas es del 94.06 %. Una representacion de la anterior situacioén
se tiene en la Figura 5.6.
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¢ P(880£X§1020):P(880_ M X—p < 1020 - uj

880-900 <7 1020-900

50 50
P(880< X <1020)=0.9918—-0.3446=0.6472 = 64.72 %

IA

P(880 < X <1020) = P( j: P(-0.4< 7 <2.4)

'ﬁr‘-.l' }

S e ] e v = L -hr\-

-3 -2 -1 0 1 2 3 Z

Figura 5.7. Area bajo la curva normal estindar P(-0.4<Z <2.4)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que una limpara escogida al azar de la produccién dure
entre 880 y 1020 horas es de 64.72 %.Ver Figura 5.7.

d) P(X >1200) = P(XG_ M, 1200900

% j:P(zzm;o

'IIT‘-/I

3 32 1 @@ 1 2 3 Z

Figura 5.8. Area bajo la curva normal estindar P(Z > 6)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que una lampara escogida al azar de la produccion dure mas
de 1200 horas es del 0 % aproximadamente.Ver Figura 5.8.

2.3 El peso de los paquetes de arroz empacados por la maquina H&H es una
variable aleatoria que se distribuye normalmente con media 4 =500 g,y una
desviacion estandar 0 = 20 g. Si se escoge aleatoriamente un paquete de arroz
empacado por la maquina H&H,
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a) ;Cual es la probabilidad de que su peso sea de por lo menos 486 gramos?
b) ;Cual es la probabilidad de que su peso sea maximo de 480 gramos?

¢) ;Cual es la probabilidad de que su peso esté entre 476 y 550 gramos?

d) ;Cuil es la probabilidad de que su peso sea de menos de 400 gramos?

e) /Cual es la probabilidad de que su peso sea de mas de 440 gramos?
M =500 gramos, O = 20 gramos

X :peso del paquete de arroz escogido aleatoriamente.

X-p_ 486—500j

a) P(X2486):1—P( n

P(X >486)=P(Z>-0.7)=1-P(Z<-0.7) =1-0.2420 = 0.758 = 75.8 %

La probabilidad de que el peso del paquete de arroz escogido aleatoriamente
sea de por lo menos 486 g es de 75.8 %. Obsérvese la Figura 5.9.

fiz)

/I

3 2 -1 0 1 2 3 Z

Figura 5.9. Area bajo la curva normal estindar P(Z >-0.7)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

X—p _ 480-500
<
20

b)P(X£480):P( j:P(ZS—l):0.1587;15.87 %.

La probabilidad de que el peso del paquete de arroz escogido aleatoriamente
sea de maximo 480 g es de 15.87 %.Ver Figura 5.10.
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¢ 1 2 3 I

Figura 5.10. Area bajo la curva normal estandar P(Z <-1)

3

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

o P(476< X <550) =P(4762—0500 <7< 5502—0500j

P(476 < X <550)=P(-12<Z<25)=P(Z<2.5)-P(Z<-1.2)

P(476 < X <£550)=0.9938—-0.1151=0.8787 = 87.87 %.

La situacion anterior se presenta en la Figura 5.11.

~ 3 =

Figura 5.11. Area bajo la curva normal estindar P(-1.2<Z <2.5)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que el peso del paquete de arroz escogido aleatoriamente
esté entre 476 y 550 g es del 87.87 %.

d) P(XS4OO)=P[X_ M 400-300
(0}

j:P(ZS—S)EO%
20

Esta situacion se observa en la Figura 5.12.
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3 2 1 o0 1 2 3 zZ
Figura 5.12. Area bajo la curva normal estandar P(Z <-5)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que el peso del paquete de arroz escogido aleatoriamente
sea de menos de 400 g es de 0 %, aproximadamente.

y P(X2440):P(X_ U, 440-500
(0)

n j:P(ZZ—3):1—P(Z£—3)

P(X 2440)=1-0.0013=0.9987 =99.87 %

La probabilidad de que el peso del paquete de arroz escogido aleatoriamente
sea de mas de 440 g es de 99.87 %.Ver Figura 5.13.

fiz)

A

3 2 1 0 1 2 3 Z
P(Z >-3)

Figura 5.13. Area bajo la curva normal estandar

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

2.4 Determinar los siguientes valores correspondientes a las probabilidades
indicadas y elaborar una representacion grafica:

2 J—
a) Xogo17 = ?
b) Xiorsn =7
) 002512 — *

Para la situacién a) se debe determinar la distancia chi-cuadrado correspondiente
a una probabilidad de 0.99 con n=17 grados de libertad; esta corresponde al
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valor 33.4087, es decir, X(§99,17 =33.4087; una representaciéon grafica se indica
en la Figura 5.14.

fixd

0Lo

Fragy = 334087

Figura 5.14 Area bajo la curva chi-cuadrado con n=17 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R
Para la situacién b) se debe determinar la distancia chi-cuadrado correspondiente
a una probabilidad de 0.025 con n=12 grados de libertad; esta corresponde al
valor 4.404; es decir,

Xém,,z =4.404; 1a representacién grafica se observa en la Figura 5.15.

il

- =
25 \

.

"

\

Figura 5.15 Area bajo la curva chi-cuadrado con n = 12 grados de libertad

T

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R

2.5 Obtener las probabilidades y graficar:
a) foo0.16 = !

b) loosys = ?

Para el caso a) se debe determinar un valor en eje horizontal correspondiente
a una probabilidad de 0.99 con n=16 grados de libertad, usando la distribucién
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t-student; este corresponde a 2.583, es decir, ¢

09916 = 2.583; una representacion
grafica se observa en la Figura 5.16.

i,

Ly

fogs = 438

Figura 5.16 Area bajo la curva t-student con n = 16 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R

Para el caso b) se debe determinar un valor en eje horizontal correspondiente
a una probabilidad de 0.05 con n=13 grados de libertad, usando la distribucion
t-student; este corresponde a 1.771;es decir, ¢, —1.771; una representacion
grafica se observa en la Figura 5.17.

0.05,13 —

fit)

oo
L] T | L} T

g 1

-l
fosas = 1771
Figura 5.17 Area bajo la curva t-student con n=13 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R

2.6 Leer el valor de probabilidad en la distribucion de Fisher y elaborar un grafico:

a) Fog91210 =7

b) E)405,7,7 =?

Para el caso a) se debe determinar un valor en eje horizontal correspondiente
a una probabilidad de 0.99 con m=12 y n=10 grados de libertad, usando la
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distribucion de Fisher; este corresponde a 4.71, es decir, Fj49,,,,=4.71; la

representacion grafica se indica en la Figura 5.18.

fixf

oee

1
F

p— T
oseazie = 4-71

Figura 5.18 Area bajo la curva de Fisher con m= 12y n=10 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Paralasituacién b)se debe determinar un valor en eje horizontal correspondiente
a una probabilidad de 0.05 con m=7 y n=7 grados de libertad, usando la
distribucion de Fisher; este corresponde a 0.2638 y se obtiene asi:

Fipsq7 =+ 1 :L; 0.2638; la representacion grafica se presenta en la
R 3.79
0.95,7,7

Figura 5.19.

il

-ﬂ.ﬂ'_‘T

|
Fyp .- =02638

Figura 5.19 Area bajo la curva de Fisher con m =7 y n = 7 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

2.7 Para la variable X: gastos en transporte por dia (miles de pesos) de los cinco
mejores estudiantes de la universidad B, en la ciudad de Tunja en Boyaca-
Colombia, en el afio 2015, cuyos valores son: 8, 10, 14, 12, 6; a) determinar
todas las muestras de tamano n=2 que son posibles de seleccionar por medio de
un muestreo aleatorio simple sin reemplazo, b) calcular el promedio para cada
muestra, ¢) construir la distribucién de probabilidad para la variable aleatoria
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“media muestral”, d) obtener su valor esperado y su varianza, e) verificar si se
cumplen las igualdades para la esperanza matematica y la varianza presentadas
por Freund y Miller (2000).

a) Como se tiene que N=5 y n=2, entonces, en este caso también el nimero
total de muestras distintas por obtener es:

NY_(S)__ st _ st _120_,
n) \2) 215-2)1 2131 12

Estas muestras son las siguientes:

M, ={14,12}, M, ={14,10}, M, ={14,8}, M, ={14,6}, M, ={12,10},

M, ={12,8}, M, ={12,6}, M, ={10,8}, M, ={10,6},M,, ={8,6}

6

b) Las correspondientes medias muestrales son:

—1 :14+12:13,)?2:14+10:12,)?3 :14+8:11,)?4:14+6:10’)?5 :12+10:11
2 2 2 2 2
—6=12+8:10’)?7 =12+6=9’ —8:10+8=9, —9=10+6=&)?108+6:7
2 2 2 2 2

Los valores anteriores indican que la media muestral es una variable aleatoria;
esta cambia de valor a medida que se cambia de muestra.

¢) De acuerdo con lo establecido en el apartado 1.3 del primer capitulo, la
funcién de probabilidad asociada a esta variable aleatoria es:

¥ =13)=L. r(¥ =12)=L. r(x=11)=2. 7(¥ =10)=2
f(X—13)—10,f(X 12) lO,f()( 11) 10,f()( 10) =

7-9)=2 (v =)=l s(7v-7)=Ll
f(X_g)_m’f(X 8) 1o’f(X 7) 10

d) El valor esperado o esperanza matematica de la variable aleatoria es:

el )33 )
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13+12 +22 +20+18 +8 +7 100
10 10

=10

E(X)=
Ahora, para calcular la varianza, en primera instancia se calcula:
E()_(z) =13’ (L +12? ij+ll2 £j+102 (£j+92 i +8? L +72 L
10 10 10 10 10 10 10

E(p) - 109+144+2(121)+2(100) + 2(81) + 64 + 49
10

_169+144+242+200+162+64+49 1030
10 10

Con los resultados anteriores se calcula la varianza asi:

E(X?) -103

— _ —\\2
Var (X )=E(X?)-(E (X)) =103-(10)> =103-100=3
Usando los cinco datos de la poblacidn se establecen los parametros:

_14+12+10+8+6 _ 50 _
5 5

10

oo (14-10)* +(12-10)* + (10 -10)* + (8 —10)* + (6 —10)
5

? 4422407 +(=2)° +(—4)’ _16+44+0+4+16_40 o
5 5 5

e) Por otro lado, en concordancia con Freund y Miller (2000), se cumple que:

E(X)=10=p
Var()?)—G—Z(N_nj—§(—5_2j—ﬁ—3
n\N-1) 2{5-1) 38

2.8 La duracion promedio de cierta marca de teclados es de 900 dias, con una
desviacion estandar de 70 dias, siempre que se usen 8 horas por dia. Determinar
la probabilidad de que una muestra aleatoria de 36 teclados tenga una duracion
promedio: a) comprendida entre 870 y 925 dias, b) menor o igual a 910 dias.
En este caso se tiene:

=900, c=70, n=36
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Se define la variable:

X : duracién promedio en dias de los teclados en la muestra

Asl, entonces, para el caso a) se ha de usar la distribucion de la media muestral,
expresion 2.1, porque se conoce la desviacion estandar poblacional:

P(70< T <025y p| STOH XM _925-W| | 8702900, _925-900
o o o 70 70

NN N J36 J36
P(870< X <925)=P(-2.57<Z<2.14)=P(Z <2.14)- (Z <-2.57)
P(870 < X <925)=0.9838—0.0051=0.9787 = 97.87 %

Z

Figura 5.20. Area bajo la curva normal estindar P (-2.57 < Z <2.14)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que en una muestra aleatoria de 36 teclados se obtenga una
duraciéon promedio entre 870 y 925 dias es el 97.87 %, aproximadamente. Ver
Figura 5.20.

Para el caso b) se tiene,

X-p _910-p

P(X £910)=P| =——=< _p| 7210990

o 70

oo n 36

P(X <910)=P(Z<0.857) = P(Z <0.86) = 0.8051 = 80.51 %
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iz)
I/T
_F/_ | \"x,_
3 2 1 o0 1 2 3 Z

Figura 5.21. Area bajo la curva normal estindar P (Z <0.857)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que una muestra aleatoria de 36 teclados tenga una duracion
promedio menor o igual a 910 dias es del 80.51 %, aproximadamente. Ver
Figura 5.21.

2.9 El tiempo promedio que gasta el bus urbano en la ciudad de Cali es de
70 minutos. Se toma una muestra aleatoria de 12 recorridos; con esos datos se
obtuvo una desviacion estandar corregida de 8 minutos. ;Cual es la probabilidad
de que en esa muestra se tenga un tiempo promedio entre 64.94 y 76.84
minutos?

En este ejemplo se tiene:

u=70, S=8, n=12

Se define la variable:

X :tiempo promedio en minutos que gasta el bus urbano en la muestra.

Asi,entonces,se ha de usar una distribucién de la media muestral correspondiente
a la expresion 2.3, porque se desconoce la desviacion estandar poblacional,

X-p
I=—7—conn-1=12-1=11 grados de libertad

Hon

En efecto,

64.94-70 < X—A 1] < 76.84—-70
8 S 8
ooy

P(64.94< X <96.84) = P(-2.19 <t < 2.96)

P(64.94< X <96.84) = P
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P(64.94< X <96.84) = P(t < 2.96)— P(t <-2.19) = 0.9935-0.0255 = 0.968 = 96.8 %

i

3 2 1 0 1 2 3
Figura 2.22. Area bajo la curva t-student con n = 11 grados de libertad

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que en esa muestra se obtenga un tiempo promedio de
recorrido para el bus urbano entre 64.94 y 76.84 minutos es del 96.8 %. Ver
Figura 2.22. En este caso, los valores de probabilidad fueron obtenidos por
medio del software libre R.

2.10 E1 4 % de los articulos que produce una maquina son defectuosos; se toma
una muestra aleatoria de 400 articulos. ;Cual es la probabilidad de que mas del

5 % de los articulos de la muestra sean defectuosos?

Los datos asociados al problema planteado son:

n=400
P=4% = 0.04
4=1—p=1-0.04=0.96

Se define la variable:
p :porcentaje de articulos defectuosos producidos por la maquina en la muestra.
En este problema se ha de utilizar la distribucién de la proporcién muestral,

que sigue una distribucién normal estandar cuando el tamanio de la muestra es
grande; esta se indicé en la expresion 2.5.

>
AS]

7 =

Pq
n
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En efecto,

h-p 0.05-p|_, ., 0.05-0.04

s [pq ~/0.04*0.96
n n 400

P(p=0.05)=P(Z >1.02)=1- p(Z <1.02) =1-0.8461=0.1539 =15.93 %

P(p>0.05)=P

fizi

/ H\'H

Figura 5.23. Area bajo la curva normal estandar P(Z >1.02)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que el porcentaje de articulos defectuosos encontrados en
la muestra supere el 5 % es del 15.39 %.Ver Figura 5.23.

2.11 En la ciudad A para ninos de grado quinto de educacion basica primaria se
tiene un peso promedio M, =35 kg, con O, =5 ; mientras que para la ciudad
B para nifios que cursan este grado se tiene un peso promedio M, =45 kg , con
O, =8;se toma en la ciudad A una muestra aleatoria de 7, =50, y otra en la
ciudad B de 7, =60. ;Cual es la probabilidad de que la media muestral del peso
de los ninos de la ciudad B difiera de la de los nifios de la ciudad A en mas de
11 kg?

Los datos relacionados con la anterior situacion son:

Ciudad A Ciudad B

M, =35 kg M, =45 kg

Se define la variable.

X, — X, :diferencia de medias muestrales asociadas con el peso promedio de los
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ninos en las ciudades B y A, respectivamente, en sus correspondientes muestras.

En este caso se ha de utilizar la distribucion de la diferencia de medias muestrales
establecida en la expresion 2.7.

1_)?2_(”1_”2)
0,0
nl n2
Luego, entonces,
P()?I_YZZII):P 2) 11— (UI HZ)
z 0_2
n,
P(X,~X,>11)=P| 2 ,11-(45-35) 35) P( 1 ]
/ 0233
60 50

P(X,-X,>11)=P(Z>2.07)=1-P(Z<2.07)=1-0.9808=0.0192=1.92 %

fiz

N
/ !
Y
N

S Sy

3 2 a4 0 1 032 3 Z

Figura 5.24. Area bajo la curva normal estandar P (Z >2.07)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que la media muestral del peso de los nifos de la ciudad B

difiera en mas de 11 kg de la media muestral del peso de los nifos de la ciudad
A es de 1.92 %.Ver Figura 5.24.

2.12 Un candidato a la presidencia de la repuablica tiene el 60 % de la intencién
de voto en los potenciales votantes en el departamento de Narifio, y el 58 %
en los del Valle del Cauca; se toma una muestra aleatoria de 400 votantes en
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Narino y de 500 en el Valle del Cauca. ;Cual es la probabilidad que la diferencia
entre las proporciones muestrales de los potenciales votantes en Narino y el
Valle no superen el 3 %?

Los datos asociados con el anterior problema son:

Poblacion 1: Narino Poblacion 2:Valle
=60 %=0.6 P, =58 %=0.58
=400 n, =500

Se define la variable,

D, — D, diferencia de proporciones muestrales asociadas con la intencién de
voto de los potenciales votantes en las muestras de los departamentos de Narifno
y Valle del Cauca, respectivamente.

En este problema se ha de usar la distribucion de la diferencia de proporciones
muestrales indicada en la expresion 2.6.

7= D, =P, —(p,—p,)

P4, n P4,
n n,

Por lo tanto,

_p D —p,—(p — pz) 0.03—-(p,— p,)

P(f)l - D, S0.03
P4, i P4, pl% 4 P> pz%
n, n,

0.03—(0.6—0.58)

\/0.6*0.4 s 0.58*0.42
400 500

P(p,—p,<0.03)=P| Z<

P(p,—p,<0.03)=P(Z<0.3032)=0.6179=61.79%
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Figura 5.25. Area bajo la curva normal estandar P(Z <0.3032)

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La probabilidad de que la diferencia entre las proporciones muestrales de los
potenciales votantes por el candidato a la presidencia de la repablica en Narino
y Valle del Cauca no supere el 3 % es del 61.89 %, aproximadamente.Ver Figura
5.25.

Capitulo 3
3.1 Para la variable aleatoria X con distribucién exponencial, determinar el

estimador maximo verosimil. La funcién de densidad de probabilidad esta
dada por:

Ae™ six>0 con\>0
SN = .
0 six<0

Donde A =8 es el parimetro de la variable aleatoria X con modelo exponencial.
Se toma una muestra aleatoria X, X,,..., X, ;la funcién de verosimilitud es:

L) =MAe™

Aqui los X; son observaciones correspondientes a las variables aleatorias
X, X550 X,

Se trata de encontrar un valor del parametro de tal manera que se maximice la
funcidn de verosimilitud,

L) =(e™ ). (e ).... (e ™)

L()\) =>\ne—)\(xl +x, .4, )

Ahora, aplicando el logaritmo natural resulta:
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Ln(L(N)) =nLn(N) =A(x, +x, +... +x,)

A continuacion, se realiza el calculo de la derivada parcial con respecto al
pardmetro A .

oLn (L(N)) _n_3g

O\ A ; '
Igualando a cero, resulta:
n n
——) x, =0
R
Por lo tanto,
A n
S
i=1
X _n

sta Gltima expresion corresponde al estimador de maxima verosimilitud de
Esta alt de al estimador d litud del
parametro A de una variable aleatoria con distribucién exponencial.

3.2 En la empresa azucarera AA, la cantidad de azticar depositada por la maquina
M en cada uno de los paquetes se distribuye normalmente, con desviacion
estindar de 2 g; de un lote de 500 paquetes se toma una muestra aleatoria de
25 paquetes (bolsas) empacados por tal maquina, y se encuentra un contenido
promedio de 2500 g. Construir un intervalo de confianza del 98 % para estimar
la verdadera media de empacado en las bolsas en el lote que se haga a través de
la maquina M.

En este caso, se tiene:

N =500
n =25

X =2500
g =2

Ademas,
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I —x =0.98 = x =0.02

=0.01

En la Figura 5.26 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal
estandar para un 99 % de probabilidad.

/\

l-—m \"'-._‘~
o2 =0.01 0.9 ]\-j] =0.01

Zan2 233 2 Zpgn=233

Figura 5.26 Valor de Z en una curva normal estindar

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Z =Zy =233
)

Luego el intervalo de confianza es:

N-n o |[N-n
(S X Z a
I“l ( 1——\/— -7 \/; N_lj
Reemplazando los valores, resulta:
He| 2500 233( ) 200-23 2500+2.33(i) 200-25
V25V 5001 25"V 500-1

Reealizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

Me(2500—-2.33(0.4)(0.97565),2500 + 2.33(0.4)(0.97565))
Luego
M € (2500-0.9093,2500+0.9093)

Finalmente,

H €(2499.09,2500.91)
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En conclusion, con un nivel de confianza del 98 % se infiere que el promedio
poblacional de empacado de las bolsas de azticar por la maquina M esta ente
2499.09 gy 2500.91 g, aproximadamente. Lo anterior indica que en 98 de cada
100 muestras tomadas se encuentra el parametro media poblacional.

3.3 De un lote de 200 unidades del producto LM se ha seleccionado una
muestra aleatoria de 10 unidades, obteniéndose un peso neto promedio de
1000 g, con una desviacion estandar corregida de 5 g;si se asume que los datos
provienen de una distribucién normal, determinar un intervalo de confianza
del 95 % para estimar el verdadero peso promedio de las unidades del producto
en la poblacion.

I —x =95 % =0.95
o =0.05

= (0
X =1000 B) =0.025
En la Figura 5.27 se observa el valor de t obtenido al leer una tabla de la

distribucion t-student con n — 1 = 10 — 1 = 9 grados de libertad para un
0.975=97.5 % de probabilidad.

1
fae-226 an=2262

Figura 5.27 Valor de t en una curva t-student con n=9 grados

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

2‘17 o =logrse = 2.262
2

Asi, el intervalo de confianza es:

Nn S [N—-n

)?—ta X o
UE( - \/’ ¢ NN 1]

Al reemplazar los valores se tiene:
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22727 1000+ 2.262(

J—o) 2001 J_o) 2001

ue(looo—z.zéz(? 200-10 i 200—10J

Haciendo las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

pe (1000—2.262(1.5811)(0.9771),1000 +2.262(1.5811)(0.9771))

Entonces,

He (1000 —3.4945,1000 + 3.4945)

Por consiguiente,

He (996.50,1003.49)

En conclusién, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que el peso
promedio poblacional de las unidades del producto LM esta entre 996.50 gy
1003.49 g, aproximadamente. Lo anterior indica que en 95 muestras, de cada
100 tomadas, se encuentra el parametro M .

3.4 En el departamento de Boyaca, Colombia, se tom6 una muestra aleatoria
de 500 ciudadanos y se les preguntd si pertenecen o no a la poblacion
econdémicamente activa de este departamento; 350 de los encuestados
respondieron que si pertenecen a esta poblacién. Construir un intervalo de
confianza del 99 % para estimar la verdadera proporcién de ciudadanos que
pertenecen a la poblaciéon econdmicamente activa de este departamento.

En primera instancia, se define asi X: nimero de ciudadanos en la muestra de
500 que si pertenecen a la poblacion econémicamente activa, luego:

n=500

x 350
h=2-22_07
= 7500
G=1-07=03

Adicionalmente,

1-a =0.99 ->a =0.01

Q 0.005
2

En la Figura 5.28 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal
estandar para un 0.995 = 99.5 % de probabilidad.
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/ \

l-—ao \k
o' = 0.005 0995 M} =0.005

Zan=-2358 £ Zjlan=2s8

ol

Figura 5.28 Valor de Z en una curva normal estindar

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

7 =7y =2.58

2
Luego el intervalo de confianza es:

pe{ﬁ_zl_u ﬂ,ﬁ‘FZI_E EJ
2\Jl’l 2\Jl’l

Reemplazando los valores resulta:

* ES
pe|0.7-2.58 M,0.7+2.58 0.7%0.3
500 500

Realizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

pe (0.7-2.58(0.02049),0.7 + 2.58(0.02049))
Luego
pe (0.7-0.05286,0.7 + 0.05286)

En consecuencia,

pe (0.6471,0.7529)

En conclusidn, con un nivel de confianza del 99 % se establece que la
verdadera proporcidn de ciudadanos del departamento de Boyaca se encuentra,
aproximadamente, entre el 64.71 % y el 75.29 %. Lo anterior indica que en 99
de cada 100 muestras tomadas se encuentra el parimetro p .

3.5 En un centro de distribucién de computadores se ofrecen computadores
de dos marcas diferentes en un periodo de tiempo especifico; se selecciona
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aleatoriamente un mes y se encuentra que se venden 350 computadores, de un
total de 500, de la marca A,y 333, de un total de 450, de la marca B. Determinar
un intervalo de confianza del 98 % para estimar la diferencia entre las verdaderas
proporciones de las marcas A y B de computadores que se venden en todo el
mercado en ese mes.

En este caso se tiene:

Marca A Marca B

n, =500, x, =350 n, =450,x, =333

=220 07 py =222 074
n, 500 n, 450

g,=1-0.7=0.3 g, =1-0.74=0.26

Ademas,

I-a =0.98—>a =0.02

9 _0.01
2

En la Figura 5.29 se observa el valor de Z obtenido al leer una tabla normal
estandar para un 0.99 = 99 % de probabilidad.

/\

l-o \k
w1 =001 0.53 N::n.cl

u——

I p=-233 Z Ly =233

Figura 5.29 Valor de Z en una curva normal estindar

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Z o =7y =233
2

Luego, en concordancia con la expresion 3.8, el intervalo de confianza es:

s s Pd, Py s \Dd, |, g
ho E((pl —P)=Z s =S+ (py —D)+Z . #4_#]
N L N n,
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Reemplazando los valores, resulta:

(0.7)03) , (0.74)(0.26)
500 450

(0.7)(0.3) , (0.74)(026)

, (0.7-0.74)+2.33\/
500 450

[(0.7-0.74)-2.33\/

Realizando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

P-p, e ((0.7—0.74)—2.33J0.ooo42+0.ooo427 , (0.7-0.74)+2.334/0.00042 4 0.000427 )

Luego
D, —D, € ((0.7 —-0.74)-2.33(0.0291) , (0.7-0.74) + 2.33(0.0291))

En consecuencia,

Py — P, € (—0.04-0.0678 , -0.04+0.0678)

Finalmente,

P —p, (-0.1078, 0.0278)

En conclusién, con un nivel de confianza del 98 % se infiere que la verdadera
diferencia de proporciones poblacionales se encuentra entre el -10.78 %
y el 2.78 %, aproximadamente. Lo anterior indica que en 98 de cada 100
muestras tomadas se encuentra el parametro p, — p, . La verdadera diferencia de
proporciones de las marcas A y B de computadores que se venden en todo el
mercado en ese mes estd entre los porcentajes indicados.

3.6 Se analiza el contenido de oro presente en una aleacién. En una muestra
de 40 circuitos integrados especiales se encontré un contenido medio de 5.8
u.i de oro, con una desviacion estandar de 0.6 u.i; asimismo, se inspecciona el
contenido de oro en otra muestra aleatoria de 50 circuitos integrados corrientes,
detectandose un contenido promedio de 5 u.i, con una desviacion estandar de
0.8 u.i;se supone que las muestra provienen de poblaciones normales. Construir
un intervalo de confianza del 95 % para estimar la diferencia de contenidos
medios de oro de la primera clase de circuito con respecto a la segunda.

En este caso se tiene:

Clase 1 Clase 2
n, =40 n, =50
X, =58 X, =5

S =0.6 S, =0.8
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El valor de la desviacién estandar corregida para la clase 1 “circuitos integrados
especiales” se obtiene de la siguiente manera:

a2 nl
Sl

=1_g? =ﬂ(0.6)2 =0.3692 — S, =0.6076
n—1" 39

De modo similar,

A n
2
S, =

s? =$(0.8)2 =0.6530 — S, =0.8080
n, —1 49

Ademas,
- =0.95 =« =0.05
X ~0.025
2
En la Figura 5.30 se observa el valor aproximado de Z, obtenido al leer una

tabla normal estindar para una probabilidad acumulada de 0.975=97.5 %. En
este caso, para obtener el intervalo de confianza se recurre a la expresion 3.12.

& l-ao \'\ &
== 0023 —= 0.025
< 0.95 2
— Lo
|
Loms =-1.9¢6 oo = 106

Figura 5.30 Intervalo de confianza sobre la curva normal estindar

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Z,4s =1.96

Luego, usando:

_ _ sz g2 o §r &2
M —Hy €| (X, —Xz)—Zl,g‘/—w—2 L (X -X)+Z, . /_1+_2
Nmoom N

Y reemplazando los valores, resulta:

T (5'8_5)_1‘96\/0.3692+O.6530 ’ (5.8_5)“‘96\/0.3692+O.6530
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Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

W —H, < ((5.8-5)~1.96(0.149298), (5.8 - 5) +1.96(0.149298))

Luego
M, —H, €(0.8-0.292624,0.8+0.292624)

Finalmente,

W, —H, € (0.5073 , 1.0926)

En conclusién, con un nivel de confianza del 95 % se infiere que la diferencia
de medias poblacionales referidas al contenido de oro presente en cada una
de las aleaciones de la primera clase de circuitos integrados con respecto a la
segunda clase esta entre 0.5073 y 1.0926 u.i. Lo anterior indica que en 95 de
cada 100 muestras seleccionadas se encuentra el parimetro H; —H,. Se deduce
que el contenido promedio de oro en la segunda clase de circuitos es mayor
que el contenido promedio de oro en la primera clase de circuitos.

3.7 El siguiente ejemplo ha sido adaptado de Canavos (1988). Un determinado
procedimiento produce cierta clase de cojinetes de bola, cuyo didmetro interior
es de 5 cm; se selecciona una muestra aleatoria de 12 de esos cojinetes; al
medir sus diametros internos se obtiene una desviacion estandar corregida 0.03
cm. Bajo el supuesto de normalidad para los datos, construir un intervalo de
confianza del 99 % para estimar la varianza poblacional; asimismo, determinar
un intervalo de confianza para estimar la desviacién estandar poblacional.

Los requerimientos son los siguientes:

S =0.03
n=12

- =0.99 =« =0.01

X —0.005
2

1-% —0.995
2

En la Figura 5.31 se observan los valores de los cuantiles obtenidos al leer una
tabla chi-cuadrado n —1 =12 — 1= 11 grados de libertad para un 0.005 =0.5 % y
un 0.995 = 99.5 % de probabilidad acumulada, respectivamente.
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z"--_'_\-\"
_./
.-f.
0,005/ .
a E\
0.99 s a7 =0.005

e

-'!'; =2 60 {l.=‘=2|5-'1

Figura 5.31 Intervalo de confianza sobre la curva chi-cuadrado

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

X2 o = Ageesn =26.757

-
2

X ’ :Xg.oos,n =2.603

a
2
Luego, usando la expresion 3.13:

1\ Q2 1\ 02
ole n-DS° (m-DHS

2 2 2
2. Z
2 2

Y reemplazando los valores, resulta:

ol (12-1)(0.03)>  (12-1)(0.03)
26757 2.603

Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene:

26(0'0099 0.0099]
26.757 ~ 2.603

Por consiguiente,

a? < (0.00037 , 0.0038)

En conclusidén, con un nivel de confianza del 99 % se infiere que la varianza
poblacional esta entre 0.00037 y 0.0038. Lo anterior indica que en 99 de cada
100 muestras seleccionadas se encuentra el parimetro O .
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Ahora, para estimar la desviacion estandar poblacional se usa la expresion 3.14:

~1)s? —DS?
o [1=DS =D
Vo Ve

2 2

Al sustituir los valores pertinentes se obtiene:

. \/(12—1)(0.03)2 (12-1)(0.03)?
26.757 2.603

Asi, entonces,

o e (/000037 ,+/0.0038)

Por lo tanto,

o€ (0.01923,0.0616)

En conclusién, con un nivel de confianza del 99 % se infiere que la desviacion
estandar poblacional esta entre 0.01923 y 0.0616 cm. Lo anterior indica que en
99 de cada 100 muestras seleccionadas se encuentra el parametro O .

3.8 Se tiene la creencia de que los egresados de la titulacion de Administracion
de Empresas obtienen un salario promedio mayor que el de los egresados
de la titulacién de Economia; ademas, se quiere saber si la variacion de sus
correspondientes salarios difiere. Para comprobarlo se ha tomado una muestra
aleatoria de 10 administradores, obteniéndose una media muestral de 2 600
000 pesos por mes, con una varianza corregida de 1 200 000, y una muestra
aleatoria de 13 economistas, obteniéndose un promedio de 2 400 000 pesos
por mes, con una varianza de 1 300 000; se supone que los dos conjuntos
de datos provienen de muestras independientes seleccionadas de poblaciones
normales. Construir un intervalo de confianza del 98 % para estimar el cociente
de varianzas poblacionales.

En este caso se tiene:

Administradores Economistas
n =10 n,=13
X, =2 600 000 X, =2 400 000

$2 =1 200 000 S2=1300 000
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Ademas,

- =0.98 = & =0.02

X001

2
En la Figura 5.32 se presentan los valores de los cuantiles obtenidos al leer una
tabla F de Fisher con n,-1=10-1=9 grados de libertad para el numerador, y n,-

1=13-1=12 grados de libertad para el denominador; estos corresponden a un
0.01=1 %y 0.99=99 % de probabilidad.

ool (.53

1 &1 al =001
1 T
For=01957 Far=a3g

Figura 5.32 Intervalo de confianza sobre la curva de Fisher

Fuente: los autores con la ayuda del soffware libre R.

o E).99,9,12 =4.39

F
I

[

! :L: 0.1957
Fogopne .11

= E).01,9,12 =

N\Qﬁj

Luego, usando la expresion 3.15:

2 o2 a2
o S, S,
2 A > 5
o, |SF . SF.
2 2

Al reemplazar los respectivos valores resulta:

o _[_ 1200000 1200000
g, (1300000(4.39) ~ 1300000(0.1957)

Efectuando las operaciones de tipo aritmético se obtiene,
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2

0,

o’ [1 200 000 1200 oooj
5707 000 ~ 254 410

Por consiguiente,

2
%e (0.21, 4.7167)

2

En conclusion, con un nivel de confianza del 98 % se infiere que el cociente
de las varianzas poblacionales esta entre 0.21 y 4.7167. Lo anterior indica que
en 98 de cada 100 muestras seleccionadas se encuentra el parimetro O 12 /o 22 .
Como el intervalo de confianza contiene el valor 1, entonces cabe la posibilidad
de que las varianzas poblacionales resulten iguales; asimismo, se evidencia que
el cociente de varianzas también es inferior a 1; esto indica que la varianza
del salario de los administradores es inferior a la de los economistas, y como
ademis el cociente de varianzas es mayor que 1, se tiene que la varianza del
salario de los administradores resulta mayor que la de los economistas.

Capitulo 4

4.1 Un fabricante de llantas afirma que sus cauchos duran hasta que, en promedio,
rueden 21 000 km, pero un distribuidor potencial de estos considera que duran
menos; por eso quiere verificar la afirmacién del fabricante, y de un lote de 200
llantas selecciona 11 de manera aleatoria y las pone a rodar, encontrando un
promedio de 20 500 kilobmetros. Si el fabricante informa que las llantas que ha
producido tienen una desviacion estandar poblacional de 1000 kilémetros, probar
la afirmacién del fabricante usando un nivel de significacion del 2.5 %.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho: M= 21000
H,: M < 21000

2. Nivel de significacion & = 0.025

3. La direccion de la prueba y la region critica se presentan en la Figura 5.33.
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Zpon=-1.96

Figura 5.33 Prueba unilateral izquierda para la media poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
4. Para la estadistica de prueba se usa la siguiente informacion:

X =20500 O =1000 n=11

Y, _20500-21000 _ =500 500
\/ —. 1000 [200—11 315.51(0.9745) 3074644
Jn J11 V200 -1

—1.6262

5. La estadistica de prueba tiene un valor de -1.6262, que es mayor que el valor
-1.96 en el modelo tedrico correspondiente a una distribucién normal estandar;
por lo tanto, se ubica en la region AH, de aceptacion de la hipotesis nula.

6. Decision: se acepta la hipotesis Ho: U =21 000, es decir, no hay evidencias
suficientes para rechazarla.

7.Por lo tanto, con un nivel de significancia del 2.5 % (confiabilidad del 97.5 %)
se concluye que, en promedio, las llantas duran hasta rodar 21 000 kilémetros;
en consecuencia, el fabricante tiene la razon.

4.2 Un representante estudiantil afirma que al 10 % de los estudiantes de la
universidad B les sirven el almuerzo casi frio; los administradores del restaurante
de esta universidad reconocen que algunas veces eso ha sucedido, sin embargo,
consideran que el porcentaje es muy inferior al 10 %. En el intento de desvirtuar
la afirmacion del representante se toma una muestra aleatoria de 150 estudiantes
de esta universidad, 12 de los cuales responden que alguna vez han recibido el
almuerzo casi frio; probar la afirmacién hecha por el representante, usando un
nivel de significancia del 3 %.

1. Planteamiento de hipotesis
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Ho: p=0.1

Hlj p< 0.1

2. Nivel de significancia & =0.03

3. Direccidn de la prueba: se trata de una prueba unilateral izquierda; la region
critica se observa en la Figura 5.34.

4. Estadistica de prueba

Se tienen los siguientes datos provenientes de la muestra:

X_12 508

_150 x=12 p=2=
" X=E P T 50

Zyoa=-138

Figura 5.34 Prueba unilateral izquierda para la proporcioén poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

La estadistica de prueba por utilizar es:

S_bop_ 008-01 002 _ 002 _ o
\/poqo (0.1)0.9)  +/0.0006 0.024494
n 150

En este caso, se ha de tenido en cuenta que ¢, =1—p, =1-0.1=0.9

5. El valor de la estadistica de prueba, -0.8165, cae en la region AH, de
aceptacion de la hipotesis nula H , dado que es mayor que el valor de Z=-1.88
en la distribucion teérica normal estandar.

6. Decision: aceptar H: p=0.1

7. Finalmente, con un nivel de significancia del 3 % se concluye que la afirmacién
hecha por el representante estudiantil de que al 10 % de los estudiantes de
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la universidad B les sirven el almuerzo casi frio es cierta; no hay evidencias
suficientes para rechazar tal afirmacion.

4.3 Un estudio sobre el gusto por la practica deportiva en hombres y mujeres
revelé que a 171 de ellos, en una muestra aleatoria de 380,y a 168 de ellas,
en una muestra aleatoria de 350, les gusta esta practica; estos resultados se
constituyen en suficiente evidencia para afirmar que el porcentaje de gusto por
la practica deportiva de los hombres difiere del de las mujeres; usar un nivel de
significancia del 3 % para realizar la prueba de hipotesis.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho: p, = p,
H: p #Pp,

X
2. Nivel de significancia & =0.03; P =0.015

3. Direccion de la prueba: se trata de una prueba bilateral; la region critica se
indica en la Figura 5.35, donde se presenta una curva normal estindar.

;/ AH
RH, 1 \ -
a_ < —m o i
3= 008 0.97 5= 0013
—— I ——
Z:l:l]: =-217 Z:.;-E= 2.17

Figura 5.35 Prueba bilateral para la diferencia de proporciones poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
4. Estadistica de prueba

En este ejemplo se tiene que:

Hombres Mujeres

n, =380, x, =171 n, =350, x, =168

b =T 4s b =108 4
n, 380 n, 350

G, =1-0.45=0.55 g, =1-0.48=0.52
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La estadistica de prueba por utilizar es:

En primera instancia, se realiza el calculo siguiente:
_mp +n,p, 380(0.45)+350(0.48) 171+168 339
n,+n, 380+350 730 730

~ 0.4644

Luego, se determina el valor g =1- p =1-0.4644 =0.5356

Reemplazando los valores en la estadistica de prueba, resulta:
T —— i \/0_00(;(1264 0 (;(3)609332 =081
\/ pq[1+1j \/(0.4644)(0.5356)(1+1) ' '

noon, 380 350

5. El valor de la estadistica de prueba, -0.8123, cae en la region AH, de
aceptacion de la hipotesis nula H, puesto que se encuentra entre Z = -2.17 y

Z = 2.17 en la distribucion tedrica normal estandar.
6. Decision: aceptar H: D1 = P»

7. En consecuencia, con un nivel de significancia del 3 % se concluye que el
porcentaje de gusto por la practica deportiva de los hombres es igual al de
las mujeres; no hay evidencias suficientes para aceptar que haya diferencias
significativas en tales porcentajes.

4.4 El Director general de Camaras de Comercio en Colombia desea
determinar, al 5 % de significancia, si las utilidades en millones por mes de
las pequenas empresas en Cali y Bucaramanga son iguales; para esto toma una
muestra aleatoria de 20 empresas pequenas en Cali, y otra de 17 empresas
pequeiias en Bucaramanga, y encuentra que la utilidad promedio en la primera
es de 8 millones de pesos por mes, con una desviacioén estaindar de 500 mil
pesos, y en la segunda, de 7.5 millones de pesos por mes, con una desviacion
estandar de 400 mil pesos.
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Esta prueba de hipétesis se ha de abordar de dos formas: i) considerando
igualdad de varianzas poblacionales y ii) considerando varianzas poblacionales
diferentes. A continuacion, se desarrolla la prueba de hipoétesis para el primer
caso; el segundo se deja para que el lector se ejercite resolviéndolo.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho: ul =u2
Hl: ul ¢l“l2

X
2. Nivel de significancia & =0.05; > =0.025

3. Se trata de una prueba bilateral; la region critica se observa en la Figura 5.36.
En esa figura se han de ubicar los valores del modelo teérico correspondiente
a una distribucion t-student con n +n-2=20+17-2= 35 grados de libertad,
considerando igualdad de varianzas:

o =lhnsas = 2030 1 =lygrs5 =2.030
2 2

fare 2030 I a2 =2.030

Figura 5.36 Prueba bilateral para la diferencia de medias poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
4. Estadistica de prueba

En este ejemplo los datos muestrales son:

Cali Bucaramanga
n, =20 n, =17
X, =8 X,=175

S, =05 S, =04
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Por tratarse de muestras inferiores a 30 y por ser desconocidas las desviaciones
estandar, la estadistica de prueba por usar en la prueba de hipotesis es:
X - X,
I 1
S |—+—

P
n.n,

=

No obstante, para calcular el valor de la estadistica se requiere determinar las
varianzas corregidas o cuasivarianzas y calcular el valor de S tarea que se
desarrolla a continuacién:

a2 nl
Sl

Mg =205y =0.2631
n—1"" 19

A 17 2
§2="T2 g2 —L(0.4) =0.17
] =S 16( )

n,

g - \/(20—1)(0.263 D+ (17-1)(0.17) _ 7.7189 — 04696
’ 20+17-2
Reemplazando los valores en la estadistica de prueba, resulta:
B T 0 4696O 'g 3298) 0 1(5);15874 = 32284
S l+i 0.4696\/14-1 ' ©. ) .
"Nn,  n, 20 17
5. El valor de la estadistica de prueba, 3.2282, cae en la region RH , de rechazo

de la hipotesis nula H, puesto que es mayor que 2.030 en la distribucion

tedrica ft-student, con 35 grados de libertad.
6. Decision: rechazar H: Wi =H,

7. Luego, con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que las utilidades
promedio en millones de pesos por mes de las pequenias empresas en Cali y
Bucaramanga difieren.

4.5 El didmetro en una muestra aleatoria de 10 varillas de hierro de media
pulgada es una variable aleatoria con desviacion estandar corregida de 0.2
milésimas de pulgada; el proceso de fabricado de las varillas de hierro se
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encuentra bajo absoluto control si la varianza es de 0.09, y fuera de control si
es mayor; un empleado que lleva el control de calidad sobre el diametro de las
varillas producidas considera que el proceso actualmente esta fuera de control;
probar esta hipotesis con un nivel de significancia del 5 %.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho:0? =0.09
H,: 67 >0.09

2. Nivel de significancia & =0.05

3. Direccién de la prueba: se trata de una prueba unilateral derecha; la region
critica se observa en la Figura 5.37, donde se presenta una curva asimétrica

correspondiente a una distribucion chi-cuadrado para una probabilidad acumulada
de 0.95 con 9 grados de libertad.

4 AH, .,
;’( ) ', RH,
Fi l-o b )
i “h
0.55 | 2=0.03
-\-\-\-"'-\_
Yass = 16.919

Figura 5.37 Prueba unilateral derecha para la varianza poblacional

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
4. Estadistica de prueba

En este ejemplo los datos muestrales son:
n=10
§=02

Reemplazando los valores en la estadistica de prueba, resulta:

Jre (n-1)8? _ (10-1)(0.2)° _90.04) 036 _,
o, 0.09 0.09  0.09
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5. El valor de la estadistica de prueba, 4, cae en la region AH
de la hipotesis nula H ,
distribucion chi- cuadrado con n-1=10-1=9 grados de libertad.

,» de aceptacion
puesto que es menor que el valor tedrico, 16.919, en la

.., 2 . .
6. Decision: aceptar H: 0° =0.09; en consecuencia, se acepta que la varianza
es igual a 0.09.

7. Por consiguiente, con un nivel de significancia del 5 % se concluye que el
proceso de fabricacion de las varillas en referencia al diametro esta bajo absoluto
control; es decir, la consideraciéon hecha por el empleado no tiene fundamento.

4.6 Para comparar la variabilidad en la duracion de dos clases de calzado, A y
B, se tomaron dos muestras aleatorias; la primera, de 6 pares, proporciond una
desviacion estandar de 3 meses, y la segunda, de 5 pares, gener6 una desviacion
estandar corregida de 2.5 meses; bajo el supuesto de que las muestras provienen
de poblaciones normales independientes, probar la hipotesis de que la varianza
de la clase de calzado A es superior a la varianza de la clase de calzado B, usando
un nivel de significancia del 5 %.

1. Planteamiento de hipotesis

Ho:0, =0,

2 Q2
H: 0} >0;
2. Nivel de significancia & =0.05

3. Direccién de la prueba: se trata de una prueba unilateral derecha; la region
critica se presenta en la Figura 5.38, donde se presenta una curva asimétrica
correspondiente a una distribucién F de Fisher, con 5 grados de libertad para el
numerador y 4 grados para el denominador.

AH, RH,
l-a
0.35 ot =0.05
1
Fpqs = 6.26

Figura 5.38 Prueba unilateral derecha para la igualdad de varianzas poblacionales

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.
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4. Estadistica de prueba

En este caso los datos de la muestra son:

Calzado A Calzado B
n =6 n,=35
5 =3 Sz =25

En primera instancia, conviene calcular la desviacién estandar corregida
correspondiente a los datos de la primera muestra:

$2 _ n

6
= S?=—(3)*=10.8
fe S =30

Reemplazando estos resultados en la estadistica de prueba, se tiene:

o2
poSL_108 108 o
S2 (257 6.25

5.El valor de la estadistica de prueba, 1.728, cae en la region AH , de aceptacion
de la hipotesis nula H , puesto que es menor que el valor teérico, 6.26, en la
distribucion tedrica F de Fisher con n -1=6-1=5 grados de libertad para el
numerador y n, -1 =5 -1 = 4 grados de libertad para el denominador.

c s . 2 2 . .
6. Decision: aceptar H: 0, =07, ; implica que se acepta que las varianzas
poblacionales son iguales.

7. Asi,entonces, con un nivel de significancia del 5 % se concluye que la varianza
de la duracion de la clase de calzado A es igual a la varianza (poblacional) de
la duracién de la clase de calzado B; no hay evidencias suficientes para afirmar
que las varianzas poblacionales sean distintas.

4.7 Se tiene una poblacion finita de 600 personas; se seleccion6é una muestra
piloto del 2 % de la poblacién total y se obtuvo una media muestral de 300
dolares para el salario promedio mensual; también se obtuvo de la muestra
piloto una desviacion estandar corregida de 50 dolares. Si se admite un error
del 3 % de la media muestral, calcular el tamano muestral al nivel de confianza
del 95 %.
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En este caso, los datos son:
1 —o =0.95 N =600
x S =50
x =0.05 — —=0.025
2 e=9
Conviene en este caso utilizar la expresion 4.10;sin embargo, hace falta el valor
de Z, que se obtiene de una distribuciéon normal estandar para una probabilidad

acumulada del 0.975, obteniéndose un valor de 1.96, como se observa en la
Figura 5.39.

& l-o \ o
== 0.025 065 \?= 0.025
I I
T
Lopps =-1.96 Foors = 1.56

Figura 5.39 Valor de Z para un nivel de confianza del 95 %

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Reemplazando los valores, resulta:

o NZ®§*  600(1.96)*(50* _ 600(3.8416)(2500)
(N—1)e* + 728 599(9)* +(1.96)*(50)>  599(81)+(3.8416)(2500)

5762400 5762400

n= = =99.14
48519+9604 58123

En el contexto anterior, el tamano de la muestra para estimar el salario promedio
mensual, usando un nivel de confianza del 95 % es de 99 individuos. Esta
cantidad de individuos se han de seleccionar apropiadamente usando métodos
aleatorios de muestreo.

4.8 Se requiere indagar el mercado para el producto H; se sabe que el 60 %
de los individuos de la ciudad A utilizan diariamente este producto; calcular el
tamano de la muestra si se desea que el error maximo absoluto sea del 4 % con
un nivel de confianza del 96 %.
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En este caso, se tiene que:

1 - =0.96

x =0.04 — %=0.02
e =0.04

p =0.6

En estas circunstancias se recomienda utilizar la expresion 4.1; el valor de
Z=2.055 se obtiene de una distribucidén normal estandar para una probabilidad
acumulada del 0.98, como se indica en la Figura 5.40.

o l-o \'\ &
== 002 — =002
< .96 2
s T
— | |
= 5w 7055
Zppg = 2033 Zpgg = 2053

Figura 5.40 Valor de Z para un nivel de confianza del 96 %

Fuente: los autores con la ayuda del software libre R.

Reemplazando los valores, resulta:

Z’pq _ (2.055)°(0.6)(0.4) _ (4.223)(0.24) _1.01352

. > = 633.45
e (0.04) 0.0016  0.0016

n=

En estas circunstancias, el tamano de la muestra para indagar el mercado del
producto H en la ciudad A es de 633 individuos, admitiendo un error del 4
% y un nivel de confianza del 96 %. Este ntimero de individuos se han de
seleccionar de forma pertinente, utilizando un método de muestreo apropiado.
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GLOSARIO DE SIMBOLOS

N: tamaio de la poblacién o nimero de individuos que la conforman
n: tamafio de la muestra o nimero de individuos que la constituyen
E: conjunto

X,Y, Z: variables numéricas o aleatorias

Q) : espacio muestral o conjunto de todos los resultados posibles de un experimento
aleatorio

@: conjunto vacio

<, 2:menor o igual, mayor o igual, respectivamente

# : diferente

= :aproximadamente igual

3 :sigma dlgebra o familia de subconjuntos del espacio muestral
P: medida de probabilidad

(Qa 3,P ): indica un espacio de probabilidad.

R: conjunto de los ntimeros reales

B: sigma algebra de Borel sobre el conjunto de los nimeros reales
(R, B): espacio medible sobre los ntimeros reales

X 71(E ) : denota la imagen inversa del conjunto E a través de la variable aleatoria X
R, :simboliza el rango de la variable aleatoria X

P, (B): probabilidad inducida por la variable aleatoria X

[y (x) : funcién de probabilidad o de densidad de probabilidad

Z S (x) =1, suma de los valores de la funcién f sobre el rango de la variable

X;€Ry

aleatoria X

F,(x)=P(X £X): funcién de distribucién de probabilidad de la variable aleatoria
X

X : N(0,1):1a variable aleatoria X tiene distribucién normal estindar
H : media o promedio poblacional
0’ : varianza poblacional

O : desviacién estandar poblacional
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CV coeficiente de variacién poblacional

P : proporcién poblacional

X :media o promedio muestral

2 .

S : varianza muestral
S: desviacidén estandar muestral

a2 . . S
S* :varianza corregida o cuasivarianza
S :desviacién estindar corregida o cuasidesviacion estandar

cv: coeficiente de variacidén muestral

P: proporcién o porcentaje muestral

( ]: combinatorio de los N elementos tomados de n en n.
n

n!: factorial de n

X € R: x pertenece al conjunto de los ntimeros reales

E(X) :valor esperado o media de la variable aleatoria X

Var(X) :varianza de la variable aleatoria X

F(z)=®(2) : distribucién normal estandar

P(Z <1.64) : probabilidad de Z menor o igual al valor 1.64 en la normal estindar
X§'99’15 =30.578: valor de la chi-cuadrado para una probabilidad del 99 % y 15 grados

lhosoa = 1.71: valor de la t-student para una probabilidad del 95 % y 24 grados de
libertad

Fi997.4 =14.98 : valor de la F de Fisher para una probabilidad del 99 % con 7 y 4
grados

0 : parametro en el espacio de parimetros ® < R" como subconjunto de R a la n
T, 0 - estimador del parametro

1 — a: nivel de confianza

D, — D, : diferencia de proporciones o de porcentajes muestrales

P, — P, diferencia de proporciones o de porcentajes poblacionales.

X, — X, : diferencia de promedios o de medias muestrales

H, —H, : diferencia de promedios o de medias poblacionales
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IT f'(x,) : productoria desde =1 hasta n de los valores de la funcion fen X;
i=1

z7=2"t
o :ecstadistica de prueba para el test de la media con O conocida
Jn
¢ =X —Ho
S :estadistica de prueba para el test de la media con O desconocida
n

s - .
2 _(n —1)S”: estadistica de prueba para el test de la varianza

A

2

F= ,\—12 s estadistica de prueba para el cociente de varianzas

S
e = p— p:error maximo absoluto para la proporcion

Z

2
n= # : tamano de la muestra para la proporcién en poblacion infinita
e

- NZ’pq
(N -1)e*+Z°pq

e =X —H : error miximo absoluto para la media

: tamano de la muestra para la proporcion en poblacidn finita
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Z’o’
n =——— :tamano de la muestra para la media en poblacion infinita con O conocida
e
z’s’
n= : tamafio de la muestra para la media en poblacidon infinita, con O
o2
desconocida
NZ’c’

: tamano de la muestra de la media en poblacién finita, O

n=
(N -1)e* +Z°c*
conocida
o NZ2S?
(N —1)é* + 228>

:tamafio de la muestra, en poblacién finita, O desconocida
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