4
VECTORES ALEATORIOS

En los capitulos anteriores se ha establecido el concepto de variable aleatoria
como una funcion medible, para la cual fue posible determinar su funcion y
distribucion de probabilidad, el valor esperado y la varianza, entre otros. En
este capitulo se hard una extension de estos conceptos hacia los denominados
vectores aleatorios; especificamente se definen y ejemplifican la funcion de
probabilidad o de densidad, la distribucién de probabilidad, las marginales, la
funcion de probabilidad condicional, la esperanza matematica y la matriz de
covarianzas para vectores aleatorios tanto discretos como continuos. Algunos
de los aspectos teoricos incluidos en este capitulo se soportan en los conceptos
expuestos por autores como Lindgren (1993), Papoulis (1991), Ross (1998),
Jacod y Protter (2000), Mufioz y Blanco (2002), Hernandez (2003), Blanco
(2004), por citar algunos.

4.1 Concepto de vector aleatorio

Dado un espacio de probabilidad Q, 3, Py el espacio medible (R*,B,) donde
B, es el sigma algebra de Borel en R" , un vector aleatorio real X es una
funcion medible definida de la siguiente manera,

X:Q - R*
w = X(W=(X,(W),X,(Ww),.., X, (W)
Tal que cada X, para i=1,2,....,k es una variable aleatoria real y para todo

evento £ en P, se tiene que
X '(E)es3.

Ahora si X, para i =1,2,...,k son variables aleatorias reales, entonces se puede
conformar un vector aleatorio con k£ componentes, asi:
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X=X, X, X))

Ejemplo 4.1 Si X, y X, son variables aleatorias reales, entonces
X (W) =(X, (W), X,(w))es un vector aleatorio bidimensional, el cual suele
denotarse con X =(X,, X,) sino hay lugar a confusiones; Si X,, X, y X, son
variables aleatoria reales entonces X (W) =(X,(w), X, (W), X,(w)) es un vector
aleatorio tridimensional que puede denotarse con X =(X,, X,, X;), yasi

sucesivamente.

Por otro lado s1 X, X,, ..., X, son variables aleatorias discretas, es decir sus
correspondientes rangos R, ,Ry ,..,R, son conjuntos finitos o numerables
entonces el vector

X (W) =(X; (W), X, (W), .., X, (W)

es un vector aleatorio discreto.

Ademas, si X,,X,,...,X, son variables aleatorias continuas, es decir sus
correspondientes rangos R X, R S R x, »Son conjuntos no numerables entonces
el vector,

X (W) =X, (W), X, (W),..., X, (W)

es un vector aleatorio continuo.

Ahora, si algunas de las X, para i=1,2,...,k son variables aleatorias discretas
y las demas son variables aleatorias continuas, entonces X es vector aleatorio
mixto.

4.2 Funcion de probabilidad conjunta

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),

X =(X,,X,,...,X,) un vector aleatorio discreto en R, X =(x,X,,...,X, ) un
vector en R*, la funcion

P(X=x) sixeR,

fy(xlaxza---axk):{o !

en otro caso

La cual también se puede expresar como
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P((X; =x) Nn(X, =x,) Nn..0(X, =x))

0 en otro caso

f)?(xl,xz,...,xk):{

Con R, =(Ry,Ry ,...,Ry ), lafuncion f; esuna funcién de probabilidad para
el vector aleatorio discreto X si cumple las dos condiciones siguientes:

) fo(x,%y,.,%,)20.

ii) ZZ...Zf)?(xl,xz,...,xk) =1.

Ry, Ry, Ry,
En la anterior definicidn, se ha de tener presente los siguientes eventos:
(X, =x) ={weQ: X, (w) =x}
(X, =x,) ={UJ€Q:X2(UJ) =x2}

Sucesivamente,
(X, =x,) ={(.U €Q:X, (W) =xk}

Ejemplo 4.2 Considerando el espacio de probabilidad (€2, 3, P) y el espacio
medible (R*,B,), X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, x = (x,,x,)

un vector en R*, la funcion
P(X=x) sixeR;
0 en otro caso

fy(xwxz) :{

La cual también se puede expresar como

_ P((X, =x) Nn(X, =Xx,))
fy(xl,xz)—
0 en otro caso
O también por
P(X, =x,X,=x
fX(xpxz):{ ( 1 1> 2 2)
0 en otro caso

Con R, =(Ry ,Ry ), sedenomina funcion de probabilidad bi-variada del vector
aleatorio discreto X si f cumple las dos condiciones siguientes:

i) fy(xlﬂxz) 20.
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i) 22 5 (6.%) =1

Ry, Ry,

En el espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R’,B,)
X =(X,,X,,X,) un vector aleatorio discreto en R’, ¥ =(x,,X,,X,)un vector
en R’, la funcion,

P((X,=x) Nn(X,=x,) N(X; =x3))

fo(x,x,,x,)=
XA 0 en otro caso

La cual también se puede expresar como

PX =x,X,=x,,X,=x
fX(xl’XZ’x3):{O( 1 10442 20443 3)

en otro caso

Con R, =(Ry,Ry Ry ), se llama funcion de probabilidad trivariada del

vector aleatorio discreto X si /% cumple las dos condiciones siguientes:

i) fy(xlsx29x3)20

ii) 222]} (x, X5,;) =1

Ry, Ry, Ry,

4.3 Funcion de densidad multivariada

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,X,,...,X,) un vector aleatorio continuo en R, X =(x,%,,...,X, ) un

vector en R*, la funcion real,
. pk
Sy RP—>R

es una funcion de densidad de probabilidad para el vector aleatorio continuo X
si f, cumple las dos condiciones siguientes:

) fo(x,%5,...,%,)20
ii) J.:Ii...jifx,(xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk =1

Ejemplo 4.3 En un espacio de probabilidad (2,3, P) y el espacio medible

(R*,B,), X=(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R, X =(x,,x,)un
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vector en R*, la funcion real
fe :R* >R

es una funcion de densidad de probabilidad bivariada para el vector aleatorio
continuo X si f, cumple las dos condiciones siguientes:

D) fe(x,%,)20
ii) le J:w S (e, X, )xdx, =1
En un espacio de probabilidad (£2,5, P) y el espacio medible (R’,B,),
X =(X,,X,,X;) un vector aleatorio continuo en R’, X = (x,,x,,;)un vector
en R’,la funcion real

S5 ‘R’ >R

es una funcion de densidad de probabilidad trivariada para el vector aleatorio
continuo X si f, cumple las dos condiciones siguientes:

i) f5(x,%,,%) 20

ii) j: J.: J._i S (x5 x5, x5 )dx, dxydxy =1

4.4 Funcion de distribucion multivariada

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X = (X,,X,,....X,) un vector aleatorio continuo en R, x= (x,,X,,...,X, ) un
vector en R*, la funcion de distribucion de probabilidad del vector aleatorio X
se define de la siguiente manera:

Fo(x,%),00%,) = P(X; < x, X, <x,,., X, <)
También se puede expresar de la siguiente forma,

Fo(x,%),..,%,) = P((X, <x) N (X, <x,) NN (X, <x,))
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Si no hay lugar a confusiones, la funcion de distribucion del vector aleatorio
X se denota simplemente con F . Ademas, los eventos involucrados en la
definicion se pueden escribir de la siguiente forma:

(X, =x) ={weQ: X, (w) =<x}
(X, =x,) =s{weQ: X, (w) =<x}
Sucesivamente,

(X, <x,) ={weQ:X, (w) <x }

Ahora, si el vector aleatorio X es continuo, entonces su funcion de distribucion
de probabilidad conjunta se puede expresar asi

X X, X
Fo (X, 50 X, ) :Iﬁwjlw...jiwfy(tl,tz,...,tk)dtldtz...dtk

Aqui es conveniente considerar que para un evento £ € 8, entonces,

P(YeE)zﬂ...j S (s %y 5, X, )X dx, ..dx,
E

Donde la anterior es una integral de Lebesgue sobre E.

Ejemplo 4.4 En un espacio de probabilidad (€2,3,P) y el espacio medible
(R*,B,), X =(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R’>, X =(x,x,)un
vector en R, para el evento E =[a,b]x[c,d] € B, se tiene

P(X e E)=P(X e[a,b]x[c,d]) = j[a g j[ o e (x ed,

4.5 Funciones de probabilidad marginales

En un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, X =(x,,x,)un vector en R’y
R, =(Ry Ry ), la funcion de probabilidad mirginal con respecto a la variable
aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es

fxl (xl):Zf;?(xl»xz)

Ry,
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La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

sz(xz):Zf)?(xl’xz)

Ry,
En un espacio de probabilidad (€, J,P) y el espacio medible (R’,B,),
X =(X,,X,,X,) un vector aleatorio discreto en R’, ¥ =(x,,x,,%;)un vector
en R,y Ry =(Ry ,Ry , Ry ), lafuncion de probabilidad marginal con respecto
a la variable aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es

fxl (x,) = Zny(xlaxz’)%)

Ry, Ry,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

fxz(xz):Zny(xlsxzs)%)

RXl RX3
La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

fX3 (x3) = ZZf)—((xl,xz,)%)

Ry, Ry,
La funcidn de probabilidad marginal con respecto a las variables aleatorias X,
y X, que compone el vector aleatorio X es

fX2,X3('x29x3) :Zf)?(xeZ’xB)

Ry,

La funcién de probabilidad marginal con respecto a las variables aleatorias X
y X, que compone el vector aleatorio X es

f)(],X3 (x5 %) = Zf)?(xlaxzvx3)

Ry,

En general en un espacio de probabilidad (€2, 3, P) y el espacio medible (R", Bk),
X =(X,,X,,..,X,) un vector aleatorio continuo en R*, x=(x,,x,,...,X,) un
vector en R* y R, =(Ry,Ry ,...,Ry ), la funcion de probabilidad marginal
con respecto a la variable aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es
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Sy (%) :ZZZ Z ...Zf)?(x],xz,...,xk)

RXl RXz RXH RXi+I RXk

En un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R*, ¥ = (x,,x,)un vector en R’
la funcion de densidad de probabilidad marginal con respecto a la variable
aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es

Lo )= fe(x,x,)dx,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

fe )= £ (x,x,)dx,

En un espacio de probabilidad (€2,3,P) y el espacio medible (R’, B.),
X =(X,,X,,X,) un vector aleatorio continuo en R’, X = (x,,x,,X,)un vector
en R’, la funcion de densidad de probabilidad marginal con respecto a la variable
aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es

Sy (x)= j:) f:o S5 (X1, %, x3)dx, dx,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

Lo ) =] fi(x,x,,x)dxdx,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

Lo, 0) = [ [ feCanxyx)dxd,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a las variables aleatorias X,
y X, que compone el vector aleatorio X es
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o0
fxz,)g (%, %;) = J_wfy(xlaxzax3)dx1

La funcidn de probabilidad marginal con respecto a las variables aleatorias X
y X, que compone el vector aleatorio X es

le,X3 (x;,x3) :J‘_wf}(xlaxzaxs)dxz

En general en un espacio de probabilidad (Q2, 3, P) y el espacio medible (R, B.),
X = (X,,X,,...,X,) un vector aleatorio continuo en R, x= (X,X,,.., X, ) UN
vector en R* , la funcién de densidad de probabilidad marginal con respecto a la
variable aleatoria X,que compone el vector aleatorio X es

Sy (%)= J:I: IZ...J-:f)—((x],xz,...,xk)dxl...dxl.fldxm...dxk

Ejemplo 4.5. El siguiente ejemplo es adaptado de Freund y Miller (2000).
En un salon de la universidad A se encuentran reunidos dos estudiantes de
matematicas, tres estudiantes de ingenieria, y cuatro de economia; se escogen
aleatoriamente dos estudiantes para aplicarles una encuesta a cerca de la calidad
de la educacion superior.

A continuacion se definen las variables aleatorias,
X, : nimero de estudiantes de ingenieria entre dos seleccionados.

X, : nimero de estudiantes de matematicas entre los dos seleccionados.

Se desea encontrar las probabilidades asociadas con todos los pares posibles
de valores para las variables aleatorias X, y X,, la funcion de probabilidad
conjunta f.(x;,x,) y F(0,2).

Los valores que puede tomar la variable X, son x, =0,1,2 y la variable X,
toma los valores x, =0,1,2. Asi, R, ={O,1,2} y Ry, ={O,1,2}

Los posibles pares de valores son: (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0).

Como en total hay 9 estudiantes, el total de muestras de tamafio dos es 36, que
se obtiene de la siguiente forma:
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9 9! _9*8*T_
2) 210-21 2%

Para obtener la probabilidad asociada con del par (x,,x,) se determina el evento

de obtener x, de los tres estudiantes de ingenieria, x, de los dos estudiantes
de matematicas y 2—x, —x, de los estudiantes de economia, el nimero de
resultados igualmente probables del evento estd dado por:

o h—

La funcion de probabilidad conjunta es

2_ —
X1 )\ X Y Th SixI:O,l,Z; x2=0,1,2; 0£X1+X2S2

fj((xvxz): 9
2

0 en otro caso

La probabilidad para el par (0,1) es

(lG0) s

frOD) = A=
2

Siguiendo un procedimiento similar se obtienen
f(0,0)=— f(O 2)=— f(l 0)=—, fLDh=—, f(2, 0)——
f(1,2)=0, f(2,1) =0, f(2,2) =0

Los anteriores valores para la funcion de densidad conjunta se presentan en el
cuerpo de la Tabla 4.1.

El valor de F(0,2) usando la Tabla 4.1, se calcula de la siguiente forma,

F_(0,2)= P(X, <0,X, <2) = f-(0,0)+ £, (0,1) + /- (0,2)
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F(0,2)= F(oz)—i s, 1D
36 36 36 36

Tabla 4.1 Funcion de probabilidad conjunta de x, y x,

Ry, \ Ry, 0 1 2 | Marginales
A I NI R
36 36 36 36
8 6 14
1 = | =1 o =
36 36 36
1 1
2 — 0 0 —
36 36
. 15 18 3
Marginales | — — —
36 36 36

Pero cabe preguntarse, ;los valores de la Tabla 4.1 definen una funcion de
probabilidad conjunta?

En efecto,

i) f+(x,x,) 20, debido a que cada uno de los valores de la Tabla 4.1 es mayor
o igual que cero.

i) D () = £(0,0)+ (0.1 + f(0,2) + f(1,0) + £ (L)

RXlRXz
+f—(1 )+ f;(2,00+ [ (2, D)+ f(2,2)
S folra) =2 Sy L 12,6 5,3 1000=201
Ry, Ry, 36 36 36 36 36 36 36

Del cumplimiento de las dos condiciones anteriores, se deduce que £ si es una
funcion de probabilidad para el vector aleatorio en consideracion.

A continuacion se calculan @) P(X, <1, X, >1),b) P(X, 21, X, >1), ¢) el valor
de F_(L1)
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a) P(X, <1L,X, >1)= £.(0,2)+ f.(1,2) = i6+0—%

by P(X, 2L, X, 2= fL(LD+ f-(L2)+ [, 2D+ f£(2,2) = —+0+O+0+0—%

¢) Fo(L1) = P(X, <1, X, <1)= £(0,0)+ £.(0,1)+ £, (1,0)+ £, (L,1)

F(ll)—i 8 12 6 32
36 36 36 36 36

En seguida se presentan algunos valores para las distribuciones marginales:

fro D=2 fex) = fr(LO)+ fr(LD+ f3(1,2)

fr ()= zf(,» 4 0018

3636 36
[, (0= [+ (x,0)= f(0,0)+ £ (1,0)+ /5 (2,0)

12 3 21

/2 (0= Zf 0=+ 36 7 36~ 36

Ejemplo 4.6 A continuacién se proporciona un ejemplo en el cual se trabaja con
un vector aleatorio continuo bidimensional.

Analizar si la siguiente funcion corresponde a una funcién de densidad para el
vector aleatorio continuo X = (X, X)),

24x,x, si 0<x, <I; x, >0; x, +x, <1
f;?(xlaxz) = 0

en otro caso

i) fy(x,x,) 20, por definicion de la funcién dada.

! f; f;f)? (6, % )5, = fi)(f;_xz 24x1x2dX2)dx1 - f;24x1 ( f:ﬁ xdez)dxl
2\ [
.[oo _[wf;?(XUXZ)dxldxz = "1(‘)24961 <x?z>

dx, = I; 12x, (1 —X, )2 dx,

0
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| —6-8+3 =l

0

f; f; o (%0, )dx,dx, = flo(12x, —24x> +12x; )dx, =(6x7 —8x +3x/)

Del cumplimiento de las dos condiciones anteriores, se deduce que f:si es
una funcion de densidad de probabilidad para el vector aleatorio continuo
X=X X 2) .

En seguida se calcula a) P(X, >0.5,X, <0.2), b) se determinan las funciones
de densidad marginales.

0.8
0.

02 1 1,
a) P(X, >0.5, X, <0.2) = f S(L 24x1x2dxz)dx1 +L'8(J; 24x1x2dx2)dxl

2
dx, + |, 24x, (%2]

0.8 1 2
P(X, >0.5,X, <02) = [ 12x, (0.04)dx, + [ 12x (1—x,) dx,

02 l-x,

dx

1

0.8 x2
P(X,>05,X,<02)=] 24x (72}

0 0

0.8 1
P(X, >0.5,X, <0.2) = [ 0.48xdx, + [ (12x —24x7 +12x; )dx,

0.8
P(X, >0.5, X, <02) =(0.24x7)|  —(6x7 ~8x’ +3x/)

1
0.8

P(X, >0.5,X, <0.2) =(0.24(0.8)* )—(0.24(0.5)* ) +(6(1)> =8(1)° +3(1)*)
—(6(0.8)2 —8(0.8)° +3(O.8)4)

P(X,>0.5,X,<0.2)=0.1536-0.06+1-3.84+4.96-1.2288 = 0.1208

b) A continuacion se determinan las funciones de densidad marginales.

Fo = fy G = [ f G+ )7 G + 7 7Gx,

1—x

1—x x22 2
Sy (x) = fo 24x,x,dx, =24x, o) =12x, (1 —xl)

0
12x,(1—x,) i 0<x, <1

0 en otro caso

fxl (x,) ={

PG = [ fGxde = [ f G+ [ f G+ [ f G
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1—x,
1

-, X2
S, (%) =J‘ 24x,x,dx, =24x, <71>

0

=12x,(1-x, )

0

12x, 1 =x,) si0<x, <1
fXQ(X2)={O 2( 2) :

en otro caso

4.6 Valor esperado y matriz de covarianzas

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R>,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, X =(x,,x,)un vector en R,
entonces el valor esperado del vector aleatorio X es otro vector conformado
por los valores esperados de cada variable aleatoria que compone dicho vector,

E(x)=E(x,,x,)=(E(xX,),E(X,))

Donde,
E(X))= Zlefj((xl’x2)

Ry, Ry,

E(X,)= szzf}(xpxz)

Ry, Ry,

En general, para un espacio de probabilidad (€2, 3, P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,,....,X,) un vector aleatorio discreto enﬁRk, X =(x,Xy,...,X, ) un
vector en R", el valor esperado del vector aleatorio X es

E(X)=(E(X,).E(X)).... E(X,))

Donde,

E(Xl):ZZ...lef)?(xl,xz,...,xk)
Ry, Ry, Ry,

E(X,) =30 % fo (X%, x,)
Ry Ry, Ry,

Asi, sucesivamente,

E(X,)= ZZ...Zxkfy(xl,xz,...,xk)

RXl RXz RXk



ELEMENTOS DE PROBABILIDAD | Apoyo al estudio independiente 135

Adicionalmente,

E(X,X;)= ZZ...inxjfy(xl,xz,...,xk)

Ry, Ry, Ry,

Ahorasi X =(X,,X,,..,X,) esun vector aleatorio continuo en R*, entonces,
E(X)= jij.:o...J:xlfy(xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk

E(X,))= j:f;...fixzf}(xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk

Asi sucesivamente,

E(X,)= J.:J:...Ijoxzf)?(xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk

Ademas,

E(X.X,)= Ji J.:O...J:xl.xjf}(xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk

De manera general, E(X,) <oy E(X;)<w,i,j=1,2..,k,entonces se define
la covarianza entre X; y X, de la siguiente forma:

Cov(x,,X,)=E((X, ~E(X,))(X, ~E(X,)))=Cov(X , X,)
cov(x,x,)=E(x,x,)-E(x,)E(X,)

Como caso particular resulta,

Cov(X,, X,)=E((X, —E(X)))(X, —E(X,))) =E (X, —E(X,))" =Var(X,)
Como consecuencia, se tiene
Cov(X,,X,)=E(x.X,)-E(X,)E(X,)=E(x,} —(E(x,)) =Var(X,)

La matriz de covarianzas asociada correspondiente al vector aleatorio
X =(X,,X,,...,X,)se denota y define de la siguiente manera:
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Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) .. Cov(X,X,)
| Cov(X,, X)) Cov(X,,X,) .. Cow(X,,X))

2

Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) .. Cov(X,,X,)

El coeficiente de correlacion lineal entre las variables X, y X, se denota y
define de la siguiente manera:

_ Cov(X, X))
Py = \/Var(Xl.)\/Var(Xj)

El coeficiente de correlacion indica una relacion lineal entre las variables X, y
X,

J

Var<i Xi> =i var(x)+23 S Cov(x,.X,)

i<j

Solamente en el caso en que las variables X, X,,..., X, sean independientes,
entonces,

Var <i Xi> =i Var(X,)

Es decir,

Var (X, +X, +...+X,) =Var (X,) +Var (X,) +... +Var (X,)

Ejemplo 4.7. Se sabe que la funcion f1(x;,x,) del ejemplo 4.6 es una funcion
de densidad de probabilidad para el vector aleatorio continuo X = (X, X,)
24xx, si 0<x, <I; x, >0; x, +x, <1
f)‘( (x,x,) =

0 en otro caso

Determinar a) el valor esperado de X , b) la matriz de covarianza y c¢) la matriz
de correlaciones.

a) E(X)=(Ex). E(X,)
E(X) = I: Jixlf)?(xl,xz)a’xldx2 = j'o( IO_XZ X, 24x1x2dx2) dx, = fl024x12 (f:l x,dx, )dx1

E(X)) = floz4xf <x722>

I—=x

e flollez (1ox Y ds = ﬁ)(lef —24x +12x! )dx,

0
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: 12 2

E(X)= (4xf—6xf+%xf) =4—6+?:§

0

© 1 1—x, 1 1—x;
E(X,) = LQL)szfy(xl,)cz)dxla’x2 =I0(fo )c224)c1x2dx2)a’x1 =J'024x1(f0 xadx, )dx,

E(X,) = f]o 24x, <x?§>

E(X,))= (4x12 —8x +6x; —%xfj

1—x

dx, = Jl'o 8x, (1 —x, )3 dx, = Jl'o (8x1 —24x7 +24x] —8x;' )dx1

0
1

=4-8+6-

W | oo

2
5

0

Por lo tanto,

E(X)=E(x,,x,)= <2 2>

5’5

Por otro lado,

© o 14 1, 1 1—x
E(X}) = Lﬂ foff(xl,xz)dxldxz = fo(fo x1224x1x2dx2)dx1 = f024x13(f0 xzabcz)dxl

1—=x,
| 2 : | |
E(X}) = [ 24 <x72> dx, =[12x) (1=, )" dx, =, (1227 =24 +12x7 )
En consecuencia,

0

1
E(X})= (3Xf—ﬁxf+2xfj —3_ﬁ 221
5 . 5 5
Asi,
cov(X,, X,) =Var (x,)=E(x,) =(E(x,)) = L4
l 5 5 25 25

© 00 1 1 -, 1 1 -
E(X;) = LQ Loxzz S (x,x))dxdx, = f O(J'O x5 24x1x2dx2)dxl = f 024xl( f ; x;a’xz)a’x1
. 1—x
2y = i
E(X3) = [ 24x <4>

d, = flo 6x, (1 —x, )4 dx, = flo (6xl —24x12 +36x13 —24x14 +6x15 )abc1

0
1

=3- 8+9—%+1—5—&—l

24
E(X;)= <3xl2 —8x; +9x! —?xf +xf’> 573

0
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Por consiguiente,

Cov(X,.X,) =Var (x,) =E (x,) —(E(x,)Y =<§> —<3>2 o4 1

5 5 25 25

0 00 1 1—x, 1 1—x;
E(X X)) = x,%, [ (X, %, )dx,dx, = x; 24x,x,dx, )dx, = (24x] x;dx, )dx,
0N\JO 0 0
1—x

! X
E(XX,) = f024x12 <?2>
0

s = [857 (=Y d = 8] 24 4245 8" )y

8 24 8 2

8 | 2%, 8 .\
3 5 6 15

E(X,X,)= [Exl —6x14+?x15 —gxl

0

Por lo tanto,

15 \15)\15 75
b) La matriz de covarianzas es la siguiente,
1 -2
Z:(COV(X“XI) COV(XI,Xz)] 125 75
Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) -2 1

75 25
Para obtener la matriz de correlaciones, inicialmente se calculan los siguientes
coeficientes de correlacion,

Cov(X,,X,)=E(X,X,)— E(X)E(X)_3—(3j(3j:—3_cov( X))

1
Cov(X,,X,) _
\/Var(X)\/Var(X) \F \/7
_ Cov(X,,X,) _
\/Var(X )Var(X,) \/7\/7
-2
Cov(X,,X,) _ i =_O ;2 =
1 7 3 p2,l

\/Var(X )\/Var(X )
25
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Asi, la matriz de correlaciones es

-
_ Py P _ 3
<p2,1 p2,2> ;2 1
3

Ejemplo 4.8 Con la informacion del ejemplo 4.5, determinar a) el valor
esperado del vector aleatorio discreto X, b) la matriz de covarianza y ¢) la
matriz de correlaciones.

a) E(X)=(E(X)),E(X,))

E(X) = % f5(x,%,) = 0/5(0,0)+ 01 (0,1) +0£5(0,2) + 1/ (1,0) +1 /5 (1,1)

Ry, Ry,
1L (1L,2) 42, (2,0)+ 2, (2, 1)+ 2£,(2,2)
6 .8 .1 12 .6 3
E(X, , 0* +0*—+0*—+1*—+1*—+1*0+2*—+2*0+2*0
(%)= RZX]:RZX;”()C‘ )= 36 36 36 36 36

E(X))= szlf (x,x,) =

Ry, Ry,

E(X,) =D %,/ (x,%,) =0£5(0,0)+ 0 /5 (1,0) + 0 /(2,0)+ 1/ (0,1) +1/5(1,1)

+1/2,D)+2/:(0,2)+2 /- (1,2) +2 /(2,2)

E(X,)=2 2 % f3(x,%,) = 0* +0* £+0*i+1*£+1*3—66+1*0+2*%+2*0+2*o

i 36 36 36
16
E(Xz)zzzxzfy(xnxz):_
Ry Ry, 36

Por lo tanto,

E(X)=E(x,,x,)= <24 16)

36 36
E(X, X)) =D x,%, [, %,) = 0%0 f5(0,0) + 0*1 -(0,1) + 0%2 £ (0,2) + 1*0 £:-(1,0)

Ry, Ry,

L (LD +1*2 /2 (1,2) +2%0 £ (2,0) + 21 /L (2,1) +2%2 f2(2,2)
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6 8 1 12
E(X,X,)= X%, fo (X, %,) = 0%0—+0*[—+0*2—+1*0——
( 1 2) RZXI:RZXZ:IZfX(l 2) 36 36 36 36

+1*1£+1*2*0+2*Oi+2*1*0+2*2*0
36 36
Por consiguiente,

E(X X)) =22x1x2fy(xl,x2) =%

RXlRXz

A continuacion,
6 24\ (16 1 8
Cov(X,X,)=EXX,))-EX)EX,)=(—]|-(—)|—)=——=—
o (1) =E Q) -E G p0) = () - () (1) L2 2

—7

Cov(Xz,Xl)=5—4

Ademas,

E(X]) =) x} fo(x,%,) =07 £(0,0)+ 0 £(0,1)+ 0% £:(0,2) +1* £ (1,0) +1* £ (1,1)

+12f)—((1,2)+22f)7(2,0)+22f)—((2,1)+22f)—((2,2)

Ex) =02 xS el ]2 20 O g 0263 L 52ug 02k
36 36 36 36 36 36

30
E(X12):sz12fy(xlax2):£
RXlRXz
Ahora,
_ (e Y o _(30\_[24Y _5_4_14
Cov(.0)=ar ()= () ~(£ ()Y = () - (32) =25 =12

E(X]) =) x5 f(x,%,) =07 £,(0,0)+ 0 £, (1,0)+ 0% £, (2,0)+ 1* £,(0,1) +1* £, (1, 1)

RXl RXz

+12f)?(2,1)+22f)7(0,2)+22fy(1,2)+22f)?(2,2)

6 gel2 gl

E(Xzz)=02*£+0 i 6

+17* +12*—+12*0+22*i+22*0+22*0
36 36

36 36 36

18
E(Xzz) =22x22f)7(x1,x2) =£
Ry, Ry,
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Pero,
Cov(X,, X,)=Var (X,)=E(X,) - (E(X,)) = <36> C,z) _%_13_61_14692

b) La matriz de covarianzas es,

14 -7

Z= Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) _ 36 54
Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) __7 ﬁ

54 162

A continuacion se calculan los siguientes coeficientes de correlacion,

14
Cov(X,, X)) _
\/Var(X )\/Var(X ) \/7 \/7
o, = Cov(X,, X))  _ 162 _
\/Var(X )\/Var(X ) \/ \/
162 V162
Cov(X,,X,) _ 54 _

» = ar(x,) Jvar(x,) f \/E 7( f_p“
36 V162 6 9

Asi, la matriz de correlaciones es,

1

o= (P P\ _ J7
Pai P2 ;1
J7

4.7 Funcion de probabilidad condicional

Sea un espacio de probabilidad (€2,3,P) y el espacio medible (R, B.),
X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, x=(x,,X,)un vector en R’
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entonces la funcion de probabilidad condicional de X, dada X, se denota y se
define de la siguiente forma:

P(X, =x,X,=x,) _ S5 (%, x,)
P(X, =x,) sz(xz)

le/Xz (x,/x,) =

Con sz (x,)>0

La funcion de probabilidad condicional de X, dada X, se denota y se define
de la siguiente forma:

P(X, =x, X, =x) _ fe(x:%)
P(X, =x) le(xl)

sz/X1 (xz/xl) =

Con le (Xl) >0

Ejemplo 4.9 Con la informacion del ejemplo 4.5, determinar la probabilidad
condicional de X; =1 dada X, =0.

Uno de los resultados del ejemplo 5.5 permiti6 establecer que

6 12 3 21
0)=P(X =O=E (x,0)=—+—+—=—
fxz() (X, =0) RX]fX(l ) 36 36 36 36

En consecuencia
12
P(X,=1,X,=0) 3¢ 12 4
P(X,=0) 21 21 7
36

le/X2 (1/0) =

Sea un espacio de probabilidad (€,3,P) y el spacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R*, Xx=(x,,x,)un vector en R?,
entonces la funcion de densidad de probabilidad condicional de X, dada X, se
denota y se define de la siguiente forma

f X (x,,x,)

fXI/Xz(xl/xz):m

Con sz (x,)>0
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La funcion de densidad de probabilidad condicional de X, dada X, se denota
y se define de la siguiente forma:

f)?(xl’x2)

fxz/xl (x,/x) = le (x)

Con fy, (x)>0

Ejemplo 4.10 Con la funcion de densidad bivariada del ejemplo 4.6, determinar
la funcion de densidad de probabilidad condicional de X, dada X, .

Uno de los resultados del ejemplo 4.6 permitié obtener,

12x, (1 —x, )" i 0<x, <1

Sy (x) =
0 en otro caso
Por lo tanto,
24x,x, ,
fo(x,x,) | s 0<x <I; 0<x, <l—x,
f)(z/)(1 (x2/‘xl) =)}Xl—(1x1)2 =112x (1 _xl)

0 en otro caso

4.8 Esperanza matematica condicional

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, X =(x,,x,)un vector en R’
entonces la esperanza matematica de X, dada X, se denota y se define de la
siguiente forma:

S (x5 %;)

E(X /X, = = = Jx TR
( 1/ 2 xz) §x1fxl/xz(x1/xz) RZX:,)Q fxz(xz)

La esperanza matematica de X, dada X, se denota y se define de la siguiente
forma:

E(X,/X, :xl):%;xzfxz/xl(xz/xl ) =%xz%
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Ejemplo 4.11 Con la informacion del ejemplo 5.5, determinar la esperanza
matematica de X, dada X, =1.

En principio,

(1, x,
E(X /X, =)= x5, fy (v, /5, =] = sz%

Luego,
[0 S fi(,2)
L@ S @ S @

E(X,/X,=1)=0

Adicionalmente, usando la informacion de la Tabla 4.1 y uno de los resultados
del ejemplo 4.5 que establece que

12 6 18
)= ~(Lx)=—+—+0=—
1 0= 2 fex) =343+ 0=¢
Reemplazando, se tiene:
121 (6
_1y=0| 36 |41 36 _1
E(X,/X,=1)=0 18 +1 18 +2(0) 3
36 36

Sea un espacio de probabilidad (€2,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R*, x = (x,,x,)un vector en R’
entonces la esperanza matematica de X, dada X, se denota y se define de la
siguiente forma:

f 7 (x,x,)

E(X /X, =x)=" de, = [ x 2020 g
(XX, =x) =[x (6 /x)dx = x, o

La esperanza matematica de X, dada X, se denota y se define de la siguiente
forma:

- o fe)
E(X,/X =x)= .[7 X Sy, (x,/x,)dx, = J: x, P2 dx,

* * 0 ()
Ejemplo 4.12 Con la informacion del ejemplo 4.6, determinar la esperanza
matematica de X, dada X, =0.5
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Usando el resultado del ejemplo 4.10, se tiene que
24x,x,

E(X X=x)=°°xf (x x)dx=°°x—
2/ 1 1 _[oo 2J X,/X, 2/1 2 LO 212)61(1—)61)2

dx,

x3 1—x
2 2
24x%, § <3 > _2x, (1-x)
12x, (1 —X )2 ’ X (1 X )2 3x, (1 X )2

1—x
E(X,/X, =x)) =J'0 X,

E(X,/X, =x,) =@

Finalmente,
2(1-05) _1

E(X, /X, =0.5) =—— 5
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Actividades para el estudio independiente capitulo 4

4.1 Con base en la informacion de la Tabla 4.1, determinar a) P(X, <2, X, >1),

b) F5(1,2), f(1,0),0) [, (0),d) f,(2), € fy,x,(2/0).0) E(X,/X, =2).

4.2 Dada la siguiente funcién de densidad para el vector aleatorio continuo
X=(X,X,),

24x,x, si 0<x, <I; x, >0; x, +x, <1

f}(xpxz) :{

0 en otro caso

Calculara) P(X <0.6,X ,<0.2),b) fy x (x /x,) ¢) determinar la esperanza
matematica de X, dada X, =04.
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Ejercicios para el capitulo 4

4.1 Con base en la informacion de la Tabla 4.2, determinar a) P(X, <2,X, >1),
b) Fy(1,2),/(1.3), ¢ f(2),d) f,(D). & [fi,52/3),0) EX,[X =2),
g) Obtener el valor esperado para el vector aleatorio discreto X =(X,,X,), )
obtener la matriz de varianza y la matriz de correlacion para el vector aleatorio
X .

Tabla 4.2 Funcion de probabilidad conjunta de x, y x,

Ry \ R, 1 2 3 Marginales

1 0.1 0 0.13 0.23
2 0 | 0.25 | 0.07 0.32
3 0.3 | 0.15 0 0.45

Marginales | 0.4 | 0.4 | 0.2

4.2 Analizar si la siguiente funcion corresponde a una funcion de densidad de
probabilidad para el vector aleatorio continuo X = (X, X,),

x +x,810<x <1; 0<x, <1

fX(xvxz):{

0 en otro caso

De resultar funcion de densidad, calcular: a) P(X,<0.8,X,>0.2), b)
Sxx, (%, /x,) ¢) determinar la esperanza matematica de X, dada X, =0.7 d)
obtener el valor esperado para el vector aleatorio X = (X,,X,), e) obtener la

matriz de varianza y la matriz de correlacion para el vector aleatorio X .
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