Q
VARIABLES ALEATORIAS REALES

Con frecuencia hay interés por los valores numéricos que se puedan deducir
de un experimento aleatorio, generalmente dichos valores corresponden
a los de una variable aleatoria. El espiritu de las variables aleatorias es el de
transformar los elementos de un espacio de probabilidad en nimeros reales. En
este capitulo se presentan los conceptos de variable aleatoria real, funcion de
probabilidad, distribucion de probabilidad, valor esperado, varianza, desviacion
estandar y momentos para variables aleatorias tanto discretas como continuas.

2.1 Concepto de variable aleatoria

En este apartado se define las variables aleatorias reales y se presentan algunos
ejemplos. Sea (€, 3, P) un espacio de probabilidad, donde Q es el espacio
muestral o conjunto de posibles resultados de un experimento aleatorio, I es
un 0 — algebra o familia de subconjuntos del espacio muestral y P una medida
de probabilidad definida sobre 3.

Segun con Shao (1999), una variable aleatoria real es una aplicacion
X: Q>R
Tal que para todo evento E en el 0 — algebra de Borel se tiene que
X' (E)e3
En este contexto, la variable aleatoria X es una funcidn que tiene la propiedad
de ser una funcion medible. En los ejemplos que se proporcionaran a lo largo del

capitulo se considerara el sigma algebra conformada por el conjunto de partes
del espacio muestral.
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Ejemplo 2.1 Considerar los resultados posibles al intentar establecer si el jugador
R convertird o no el lanzamiento que hara desde el punto de penalizacién en un
partido de futbol. El espacio muestral estard conformado por dos resultados
posibles: ¢ =convierte, n =no convierte; es decir,

Q ={c,n}.
Se define la siguiente variable aleatoria:

X: Q>R
c—1
n—0.

En este caso se tiene que X(n)=0y X(c)=1, X es una variable aleatoria
cuyo rango es un conjunto finito dado por R, ={0,1}. En este contexto R,
denota el rango de la variable aleatoria mencionada.

Ejemplo 2.2 Para el espacio muestral constituido por los siguientes resultados:
Q ={dd,dn,nd,nn}.

Donde d : articulo defectuoso, # : articulo no defectuoso, se define la siguiente
variable aleatoria,
X:Q->R.

X : numero de articulos defectuosos en cada resultado de Q.
X(dd)=2.
X(dn)=1=X(nd).
X(nn)=0.

La variable X toma los valores enteros 0, 1, 2. Es decir, R, ={0, 1, 2} .
2.2 Variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio muestral Q y R, su
rango en el conjunto de los nimeros reales R. Si R, es un conjunto contable
(discreto), entonces la variable aleatoria X se denomina variable aleatoria
discreta. El rango de una variable aleatoria discreta puede ser un conjunto finito
o infinito contable como se indica a continuacion:
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i) R, ={x,,%,,..,x }.
ii) R, ={xl,x2,...,..}.
Si (Q, 3, P) es el espacio muestral de referencia sobre el cual se define la

variable aleatoria X y (R, B, PX) es el espacio de probabilidad inducido por la

variable aleatoria X donde B es el 0 — algebra de Borel, entonces se tiene que:

P =) =P(x{x}).

Sea X una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad Q,3, P)
y con valores en el espacio medible (R, B,P, ) Si se define,

{xeB}-{wea : X(w)e B} con Be B
Entonces

P.(B) =P ({X € B}) paratodo Be B

Se puede verificar que P, satisface las condiciones que definen una medida de
probabilidad.

2.2.1 Funcion de probabilidad

Sea X una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad (€2, 3, P)
y sea R, surango (recorrido), para cada x € R, sea

/) =P, {x})
Entonces a la funcién f se la denomina la funcién de probabilidad ( f. p.) de la
variable aleatoria X .

Al conjunto {(x, f (x)) 1X€e R} se le llama la grafica de la funcion de probabilidad
de X, la cual se puede representar en un plano cartesiano o mediante una tabla
de valores tal como se indica en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Funcion de probabilidad

X ‘Xl ‘XZ ees xn

J)=PX =x) | f(x) | f(x,) |- | f(x,)
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La funcion de probabilidad f cumple las dos condiciones siguientes:
i) f(x)=0.
i) Y fx)=1.

X, € Ry

2.2.2 Funcion de distribucion de probabilidad

Sea X una variable aleatoria real. La funcion F, definida sobre el conjunto de
los nimeros reales R por medio de

Fy(x) =Py ((—OO,X])=P(X Sx)

Se llama la funcion de distribucion de la variable aleatoria X o distribucion
acumulativa de X, si no hay lugar a confusiones la funcion de distribucion de
la variable aleatoria X se denota simplemente con F .

Ejemplo 2.3 Se lanza una moneda tres veces y se observa el nimero de caras
(c) encadauno de los posibles resultados. Determinar la funcion de probabilidad
y la distribucion de probabilidad.

Para obtener el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio se puede
utilizar un diagrama de arbol como se muestra en la Figura 2.1. En este ejemplo,
el espacio muestral esta conformado por 8 resultados posibles, seglin se indica
a continuacion:

Q ={ccc, ccs, csc, ¢ss, scc, Scs, Ssc, sss}

c

s
c<s<c

N
c

N
Figura 2.1. Diagrama de arbol
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Si se define la variable aleatoria X como el numero de caras en cada uno de los
posibles resultados del espacio muestral, entonces,

X : Numero de caras en cada uno de los posibles resultados
X(ccc)=3

X(ces)=2=X(csc) = X(scc)

X(ssc)=1= X(scs)= X(css)

X(sss)=0

Asi X es una variable aleatoria discreta porque solo toma los valores enteros
0,1, 2, 3. Es decir,

O 1 2 3
S N SN T

X, X, X3 X,

El rango de la variable es R, ={x1 =0,x, =L x; =2,x, =3}

Ahora,
f(x1)=f(0)=P(X:0):%
f(xz)Zf(1)=P(X=1)=§
f(x3)=f(2)=P(X=2)=%
f(x4)=f(3)=P(X=3)=%
Cada f(x,)>0
gf(x,.):f(x1)+f(x2)+f(x3)+f(x4)=%+%+%+%:§:1

La funcion de probabilidad estd dada en la Tabla 2.2, su representacion grafica
se indica en la Figura 2.2.
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Tabla 2.2. Funcion de probabilidad de la variable X

X 0 I 123

f(x)=P(X=x) | 1/3]3/8]3/8|18

PiX=x)
1

T T
1 2

Ly —p—

X

/8
18 ‘
|
0
[
Figura 2.2. Representacion grafica de la funcion de probabilidad

La distribucién de probabilidad se presenta en la Tabla 2.3 y su
representacion grafica se indica en la Figura 2.3.

Tabla 2.3. Distribucion de la variable aleatoria X

X 0 1 |2 |3
F(x)=P(X<x) [ 1/84/8|7/8 |1

Fix)
-{ +

T
] I 2 3 B

Figura 2.3. Representacion grafica de la funcion de distribucion.

Con base en las anteriores tablas, se pueden calcular las siguientes probabilidades:

1 3 4

P(X <1)=P(X =0) +P(X =) =t =2
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P(X >2)=P(X =3) =%

P(X >0) =P(X =) +P(X =2) +P(X =3) =;1+

0| W
+
0| —

P(X >0)=1-P(X <0) =1 _é =%

2.3 Variable aleatoria continua

En este apartado se definen las variables aleatorias continuas y se especifican su
funcion de densidad de probabilidad y su funcion de distribucion. Sea X una
variable aleatoria definida sobre un espacio muestral Q y R, surango en R
. S1 R, esun conjunto no contable (infinito no contable), entonces la variable
aleatoria X puede ser una variable aleatoria continua. Intuitivamente el rango
de una variable aleatoria continua corresponde a un intervalo.

2.3.1 Funcion de densidad de probabilidad

Una funcion real f que satisface las dos condiciones siguientes:
i) f(x)20

i) T f(x)dx=1

se denomina una funcion de densidad de probabilidad ( fd. p.) para la variable
aleatoria continua X .

Sea X una variable aleatoria tal que para todo evento Be B se cumple que,
P,(B)= [ f(x)dx
B

Para alguna funcion de densidad f°, entonces la variable aleatoria X se llama
una variable aleatoria de tipo continua o una variable aleatoria continua. Es de
seflalar que B es un conjunto Boreliano y la integral sobre B es una integral de
Lebesgue (Shao, 1999).
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2.3.2 Variable aleatoria absolutamente continua

Sea X wuna variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, 3, P). Se dice que X es absolutamente continua, si y solo si, existe una
funcion real no negativa e integrable f, , tal que para todo x € R, se satisface:

Fo(x) =P, (=0x]) =P (X <x) = f f(0)dt

La funciéon f, se denomina funcion de densidad de probabilidad ( fd. p.) de
la variable aleatoria X . A la funcion F, se le llama funcion de distribucion de

la variable aleatoria X o funcion de distribucién acumulativa de probabilidad

(rdec).

Ejemplo 2.4. Analizar si la funcion dada por:

B 3x* sixe[0,1]
7=, sixe [0,1]

a) Es una funcion de densidad para la variable aleatoria X, b) de ser asi,
determinar la funcién de distribucion para X .

Solucion a) para valores de x fuera del intervalo [0,1] la funcion vale cero y

para valores de x en el intervalo [0,1] se trabaja con,

f(x)=3x"

En la Tabla 2.4 se presentan algunos valores de la funcion f(x) y en la Figura

2.4 se muestra la representacion grafica de la mencionada funcion.

Tabla 2.4. Funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X

x 0 | 02| 05 1 2 -1 2 2.5
f(x)| 0 |012]075] 3 0 0 0 0
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A

h

Figura 2.4. Funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X

De la definicion de la funcion y de la Figura 2.4, se ve que f(x)=>0.

Ademas,
T F(x)dx = T F(x)dx+ j F(x)dx + T F(x)dx
]; F(x)dx = Tw Ocdx + _:[3x2dx + T Ocdx = 3(’9 I
T f)dx=x| =1 =0" =1
Asi, B

T f(x)dx=1

En conclusion, f(x) siesuna funcion de densidad para la variable aleatoria X .

b) La funcion de distribucion para X es la siguiente:

0 six<0
F,(x)={x si0<x<l
1 six>1
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La representacion grafica de la funcidn de distribucion para la variable aleatoria
X se indica en la Figura 2.5.

A
3

W
Figura 2.5. Funcion de distribucion para la variable aleatoria X.

2.3.3 Propiedades de la funcion de distribucion de probabilidad

Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, 3, P), la funcion de distribucion F, satisface las siguientes condiciones:

i) 0<F,(x)<1 paratodo xeR.

ii) Si x; <x, entonces F,(x,) < F,(x,).
iii) FX(X+):£I£1FX(X+“):FX(X)-
iv) ,IE?OFX(X):L

v) lim F, (x)=0.

2.4 Esperanza matematica y varianza de una variable aleatoria

Los siguientes conceptos referentes a la esperanza matematica y la varianza de

una variable aleatoria son adoptados con base en lo expuesto Lindgren (1993),
Shao (1999) y Burbano (2014).

Sea X wuna variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, 8, P), entonces:
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i) Si X es una variable aleatoria discreta con rango R, ={x],x2,...} y S su

funcion de probabilidad entonces, el valor esperado de X esta dado por,

H=E(0) =3 xf(5) =3 5P =)

X;ERy X;€Ry
Siempre y cuando la anterior suma exista.

ii) Si X esuna variable aleatoria continua con funcion de densidad fyx entonces
el valor esperado de X o media de la variable aletoria esta dado por,

0

E(X)= j xfy (xX)dx

Siempre y cuando la anterior integral exista.

2.4.1 Propiedades de la esperanza matemdtica

Si X es una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad

(Q, 3, P), algunas propiedades de la esperanza matematica son:

i) Para cualquier a € R, entonces E(a)=a.
ii) Para cualquier a € R, entonces E(aX)=aE(X).
iii) E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y).

Como consecuencia de la propiedad iii), se tiene:

E(X+Y)=EX)+E()

Siendo X,Y variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad.

Si X es una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, 3, P), entonces la varianza de X' se denotay define por,

Var(X) =E (X =E(X)) .

Siempre que el valor esperado de X exista. Al nimero,
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o, =\Var(X)

se le llama la desviacion estandar de la variable aleatoria X .

2.4.2 Propiedades de la varianza
Entre las propiedades de la varianza de la variable aleatoria X estan:

i) Para cualquier a € R, entonces Var(a)=0.

ii) Para cualquier a € R, entonces Var(aX)=a’Var(X).
iii) Var(X)=0.

iv) Para cualquier a € R, entonces Var(a+ X)=Var(X).
v) Var(X)=0, siysolosi, P(X =E(X))=1

vi) Si X es una variable aleatoria tal que E(X) existe, entonces
var(x) =E(X*)~(E(X))

Ejemplo 2.5 Para la variable aleatoria discreta asociada al experimento aleatorio
de lanzar una moneda tres veces y de observar el nimero de caras en cada uno
de los posibles resultados, como se indico en el ejemplo 2.3, la funcion de
probabilidad se indica en la Tabla 2.5.

Tabla 2.5. Funcion de probabilidad

X 01213
f(x)=P(X=x) | 1/8]3/8|3/8]1/8

Como el valor esperado de la variable aleatoria X esta dado por:

E(X)= Z x f(x)= Z x,P(X =x,)

X;€Ry X;€Ry

e =0{ N+1(2\+2(2)+3(L) =22
s-z=o( D)o (2)2(2)ea )22

Para determinar la varianza, inicialmente se calcula:

entonces,
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E(Xz): Z ‘xizf(‘xi)zz xiZP(X:‘xi)

X;€Ry X;€Ry
pOe)=0 (g ) (3)e2( 3o (5] 22
8 8 8 8 8

Var(X) =E (x> )~(E(X))

Como

5 (3).3
Var(X)=3 (2J 2

La desviacion estandar es:

o, =Var(X) =\E

Ejemplo 2.6. Para la variable aleatoria continua del ejemplo 2.4, se tiene que la
funcion expresada por,
3x* sixe[0,1]

f(x)z{o sixe[0,1]

es una funcion de densidad para la variable aleatoria X  Calcular su E(X),
Var(X) y desviacion estandar.

El valor esperado de la variable aleatoria X o media de la variable aleatoria es,

0

E(X)= J. xf (x)dx

—00

Entonces,

E(X)= j‘ xf (x)dx + jxf(x)dx +T xf (x)dx

E(X)= jl x(0)dx + j‘x(?ax2 )dx + Tx(O)dx

—0

a2 X
E(X)—£3xdx—34|o
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4 4 4
E(X):3x_|1: 3L 39 (3 075
47172 74|,

E(X?)= T x” £ (x)dx

—00

E(X?)= j). x*(0)dx + sz (3x*)dx + T x*(0)dx

—00

1 5 5 5
E(X2)=[3x4dx=3x—|l= 3L 3013 06
. sl |5 "5] 5

La varianza de X esta dada por:
Var(X)=E(X*)-[E(X)] =0.6-0.75" =0.6 —0.5625 = 0.0375

Desviacion estandar de X es:

o, =+0.0375 =0.1936

Cuando X es una variable aleatoria continua, ella toma cualquier valor en un
intervalo de nimeros reales; es decir ““su rango es un subconjunto no numerable
de ntimeros reales”. En la practica algunos ejemplos de variables aleatorias
reales podrian ser los siguientes:

a) X :la duracion de un bombillo elegido al azar de un determinado lote, X
puede tomar valores en [0,+).

b) X :laestatura en metros de una persona escogida al azar en el colegio A,
X puede tomar valores en el intervalo [1.2, 1.9].

c) X :elpesoen gramos de un objeto tomado al azar; X podria tomar valores
en el intervalo [0.1, 15].

d) X :longitud en centimetros de un tallo elegido al azar en un jardin, X podria
tomar valores en [20, 50].

Es conveniente sefialar que si f(x) es una funcion de densidad para la variable
aleatoria X , entonces la probabilidad de que la variable aleatoria X tome
valores en un intervalo [a,b] esta dada por:

Pla<X <b)=Pla<X <b)=Pa<X <b)=Pla<X <b)=f(x)dx.
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Ejemplo 2.7 Para la variable aleatoria continua considerada en el ejemplo 2.6.,
se quiere calcular las siguientes probabilidades: P(0< X <0.5), P(-3< X <0.2).

En efecto,

0.5 0.5 5 , 05 5 ,
PO<X<0.5)= [ f(x)dx= [ 3x’dx=x |, =(0.5°=(0)" =0.125
0 0

0 0.2 0 0.2 5 , 02
P(-3< X <02)= [ f(x)dx+ [ f(x)dx= [ 0dx+ [ 3x"dx=x ,
-3 0 -3 0
P(-3< X £0.2)=(0.2)’ —(0)° =0.008 .
2.5 Momentos de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria real. El »-ésimo momento central de X alrededor
de cero, se denota y define asi:
H, =E(X")

Siempre y cuando el valor esperado exista.

Sea X wuna variable aleatoria real cuyo valor esperado existe. El r-ésimo
momento central de X alrededor de E(X), se denota y define asi:

M, =E(X —E(X))")

Siempre y cuando el valor esperado exista.

En concordancia con Burbano et al. (2014), para el caso discreto el r-ésimo
momento central de X alrededor de su valor esperado E(X) se puede expresar
de la siguiente manera:

b, =E(X —E(X))) =) (x—H)"P(X =x)

XERy

Ademas, para el caso continuo es,

W, =E(X —E(X))) = [(x—W)" [y (x)dx
De acuerdo con Abramowitz y Stegun (1972), el coeficiente de asimetria
y el coeficiente de curtosis se definen a través de las siguientes expresiones,
respectivamente,

o, = Hs - =E(X —p)’ /o’
(K,)*
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i =FE(X —n)'/o*

Ejemplo 2.8 Para la variable aleatoria X discreta considerada en el ejemplo 2.5,
el coeficiente de asimetria se obtiene realizando el siguiente procedimiento,

EQX ) =3 (4 =W f(x) = (3, —H) P(X =x))

X;€ERy X;€ERy

e 00006
wront- - G066

E(X —p) =—- - += 4= =0
64 64 64 64

Como O, = %
3 3 3
o 3
4

El resultado anterior indica que el coeficiente de asimetria de la variable aleatoria
X es igual a cero.

Ejemplo 2.9 Para la variable aleatoria X discreta considerada en el ejemplo 2.5,
el coeficiente de curtosis se obtiene mediante el siguiente conjunto de pasos,

EX - =3 (W' f() =3 (x —W)'P(X =x)

X,€ERy X,€ERy

o= YOI CH-50- 4
o GIGHH G

3 81 _168

E(X =)' ==
128 128 128 128 128
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Como o, = i

4

168 168 168
_ 4
o, =EX W _ 128 _128 _128 168 ) (o0

4 0_4 3 4 2 2 72
4 16 128

El resultado anterior indica que el coeficiente de curtosis de la variable aleatoria
X esigual a 2.6666 aproximadamente.

Ejemplo 2.10 En el siguiente caso se requiere: a) determinar si la funcion dada
corresponde a una funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria
X, b) de ser asi calcular su valor esperado y su varianza, ¢) determinar su funcion
de distribucion de probabilidad, d) determinar las probabilidades P(X < 2) y P(X
> 1.5).

e’ six=>0
f(x)= {
0 en otro caso

a) En la Tabla 2.6 se presentan algunos valores de la funcion f(x) y en la
Figura 2.6 se muestra la representacion grafica de la mencionada funcion.

Tabla 2.6. Valores de la funcion f{x)

x 2 -1 0 1 2 3 4
fx) | 0 0 1 10.367|0.1356 | 0.049 | 0.018

0.36 - M

1 X

Figura 2.6. Funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X
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De la definicion de la funcion y de la Figura 2.6, se ve que f(x)>0.
Adicionalmente,

ff(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx

g = Lim —e'b)— (—e'0 )

b— o0

} S (x)dx = [0dx +}e_"dx = Lim (=e™)

b=

If(x)dx =0+1 =1
Luego,
[ feodxe=1.
En conclusion, f(x) siesuna funcion de densidad para la variable aleatoria X .

b) La funcion de distribucion para X es la siguiente:
six<0

0
F.(x)=
x () {l—e_" six>0

La representacion grafica de la funcion de distribucion para la variable aleatoria
X se indica en la Figura 2.7

F.1
&
e

h 4

Figura 2.7. Funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X

¢) El valor esperado de la variable aleatoria X es,

0

E(X)= j xf (x)dx

—00
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Entonces, 0 o

E(X)= j xf (x)dx + j xf(x)dx
—0 0
0 ©
E(X)= J x(0)dx +J xe “dx
—0 0
Ahora integrando por partes, resulta:

b
0

E(X) =°}xe‘xdx =%iizz (x(—e“x) —e_x)

M =E(X) =Lim (b(=") =) —(0(=™) =) =1

Luego,
H=E(X)=1

Adicionalmente, ©
E(X*)= [ X f(x)dx

0 0
E(X*)= I x*(0)dx + sze_xdx
—o0 0

0
E(X*)= j x’e “dx
Integrando dos veces por partes, se tiene,

b
0

E(X?) =;}xze_xdx =lbzilzz (xz(—e_x) —2xe™ —Ze_x)

E(X?) =Lim (b*(=) —2be™ =267 ) (07 (=) —2(0)e™® —2¢) =2
La varianza de X esta dada por:

Var(X)=E(X*)—-[E(X) =2-(1)=2-1=1
Desviacion estandar de X es,

o, =J1=I

d) A continuacion se calcularan las probabilidades siguientes: P(X < 2) y P(X
> 1.5).
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v =Lim (—e"’ )_(_e—l.s ) _ps

b— 0

b— 0

P(X >1.5)= wfe_xdx =Lim (—e_x)
1.5

En consecuencia, s
P(X >1.5)=¢"" =0.2231

P(X<2)= j). f(x)dx+ j.f(x)dx
P(X<2)= jl (0)dx + je‘xdx

=)

P(X <2) =}e‘xdx =(—e_")

Por lo tanto,
P(X <2)=1-¢"=0.8646

2.6 Funcion generadora de momentos

Sea X una variable aleatoria tal que FE(e”™) es finito para todo
te (-x,x) con @ € R". Se define la funcion generadora de momentos de X
asi (Blanco, 2004):

m,(t)=E(e™) cont € (x,X)
Si X es una variable aleatoria discreta tal que
i) R, ={x1,x2,...,xn}

Entonces "
my ()= e"P(X =x,)
i=1

Si X es una variable aleatoria discreta tal que
ii) R, ={x1,x2,...}

Entonces
my(1)=> e"P(X =x,)
i=1
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Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f°, entonces

0

mye(t) = [ " f(x)dx

o
La existencia de la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria X
garantiza la existencia de todos los momentos de orden r alrededor de cero de la
variable X . Ademas si la funcidon generadora de momentos existe, entonces es
diferenciable en una vecindad del origen (en este caso de cero) y se cumple que:

di’
dt’

Si X es una variable aleatoria cuya funciéon generadora de momentos m, (.)
existe, entonces, existe a € R tal que,

mX(t) t:OZE(Xr)

ZJ
~, para todo t € (—a,a)
i!

my ()= E(XY)

i=1
Ademas,

dt’

Si X, Y son variables aleatorias cuyas funciones generadoras de momentos
m, (.), my(.) existen y ademas,

my ()| 1= E(X")

m, (t)=m,(t); paratodo f,
entonces X, Y tienen la misma distribucion.

Ejemplo 2.11 Sea X una variable aleatoria cuyo rango es R, ={O,1}, con
funcion de probabilidad dada por:
p six=1

fX(x):{l—p six=0

Para este caso, se tiene que f,()=P(X=D)=p vy f,(0)=P(X=0)=1-p

corresponden a las probabilidades de éxito y de fracaso en el modelo de Bernoulli
(se tratara en un capitulo posterior).

La funcion generadora de momentos de X es,

()= ¢ P(X =x)
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m,(t)=e""P(X =0)+"P(X =1)
my(t)=1-p+ pe’

El valor esperado se puede obtener de la siguiente manera:

d
E(X) =m0 (1 —p+pe')| o= =pe’ =
por lo tanto
E(X)=p
También se tiene que:
a’2 d’ d
E(Xz) =—my(1)|,= 2 (1 —-p +pet)z=o =E(pe[)z=o =peo =p .
Como
Var(X)=E(X*)-[E(X)] = p—p* = p(1-p)
entonces,

Var(X) = p(1-p)

Ejemplo 2.12 Sea X una variable aleatoria cuyo rango es R, ={ 0,1,2,...,n},
n € Z" cuya funcion de probabilidad es:

n!

@ =1 xlm—nt”

0 en otro caso

p (1-p)"™ six=0,1,...,n

Para este caso, se tiene que p y 1—p corresponden a las probabilidades de
éxito y de fracaso en el modelo de Binomial el cual se tratard en el capitulo
posterior.

La funcion generadora de momentos de X es:

mX(t)=Zn:e’x’P(X:xl.)zzn:eth(Xzi)
my (1) = Ze’“) " T Ze"”(}pap)
my (1) =i <>(p ) (1-p)"
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m, (1) =(pe’ +1 —py
El valor esperado se puede obtener de la siguiente forma:

d

E(X)=me(t) t=0=n(pe’+1—p)n_l(pe’)|t=0

t=0=%(pet +1_p)"
E(X)=n (peo +1 —p)'_l (peo)

E(X)=np

o =n(1)pe0 =np

Por lo tanto

También se tiene que:

) n

i =%(pe’ +1 —p)

2

EQC) =m0

d -
- =En (pe’ +1 —p) 1pe’|l=0

EX*) =\n(n -1 (pet +1 —p)n_2 pe' pe' +n (pet +1 —p)n_1 pe' )td)
E(X?*) =ln(n -1 (peo +1 —p)n_2 pe’ pe’ +n (peo +1—p ) peo)

E(X?) =n(n =)(1) p* +n(1) p =n* p* =np® +np
Como
Var(X)=E(X*)~[E(X)]' =n’p* —np® +np—(np)* = np(1- p)
entonces,

Var(X)=np(1-p)

Ejemplo 2.13 Una variable aleatoria X tiene como funcion de densidad:

f(x):{e_x six>0
0 en otro caso
La funcién generadora de momentos es
© 0 0
m, () = j & f(x)dx = j " (0)dx + j " £ (x)dx
—»% —0 0
o0 o0 _1
_ o _—x _ —x(1-1) _ = x|
mX(t)—jee dx—je dx—l_te o

0 0



72 Victor Miguel Angel Burbano Pantoja | Margoth Adriana Valdivieso Miranda

o _ T _1 —-x(1-t) ||b _ 1
= o=

-1
my (1) = Eefxm)

El valor esperado se puede obtener de la siguiente forma:

d d( 1 1
E(X) —me(l) z—O_E(:j t—O_(l_—t)2|t—O_l
E(X)=1

_ d_Z(L)
= ar\1-t

Var(X) =E(X*) H{EX)} =2 -1 =1

Por lo tanto

También se tiene que,

2

E(X2)=?mx(t)

t—OZi(%jL—O :Lz,: 2
dr\ (1-1) (1-1)

Como
entonces,
Var(X) =1

Estos resultados concuerdan con los valores de la esperanza y la varianza
determinados en el ejemplo 2.10

Ejemplo 2.14 Una variable aleatoria X tiene como funcion de densidad:

sia<x<b

1
f(xX)=1b-a

0 en otro caso

La funcion generadora de momentos es:

m, (1) = T e" f(x)dx = ]l. e (0)dx + j‘em f(x)dx + Te”‘ (0)dx

—00

(o LY, 1 .
mX(t)zlAe (b—ajdx_(b—a)te

ebt _ eat

(b—a)t

bt t
, e —e

‘" (b—a)t

mx(t) =
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La anterior expresion requiere que ¢ # 0, por lo tanto la funcidén generadora de
momentos no existe.

Es necesario indicar que si X, Y son variables aleatorias independientes y
m,(.), m,(.) sus correspondientes funciones generadoras de momentos,
entonces,

my,,(t)=m, (t)m,(t), paratodo t.

En efecto,

my.,()=E@E"“")=E@E*e")=E(™)E(")=m, (t)m,(t), para todo t.
2.7 Funcion caracteristica

Sea X una variable aleatoria. La funcion caracteristica de la variable X, se
denota y se define de la siguiente forma,

¥, :R—C
Tal que
¥ (1) = E(e™) = E(cos(tX)) +iE(sen(tX)) parai=~/—1

Ejemplo 2.15 Sea X una variable aleatoria con rango R, ={ 0, 1} y funcién de
probabilidad dada por,
P(X =0)=

P(X=1)=

Entonces la funcidn caracteristica se obtiene del siguiente modo,

¥ (1)=E@™)= %(COS(O) +cos(t)) + % i(sen(0)+ sen(t))
¥ (1)=E(™)= %(1 +cos(t)) + %isen(t)

2.8 Cuantiles y mediana de una variable aleatoria

Sea F'(x)=P(X < x) una funcion de distribucidén de una variable aleatoria X

ysea g€ [0,1] si existe un namero real x, € Rtal que,

F(x,)=q
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Entonces ¥; se denomina el cuantil ¢ de la variable aleatoria X .
Se define la mediana de X (o de ') como el punto 0 para el cual se cumple que:
P(X =0) =P(X =0) z%

La igualdad solo se cumple cuando F' es una funcién de distribucion con
densidad continua y en este caso la mediana es Unica.

Al conjunto de las funciones de distribucion absolutamente continuas con
mediana cero, se lo denota por (Hettmansperger, 1984):

Q, ={F : F absolutamente continua y F(0) =1/2 Linicamente}

Ejemplo 2.16 Sea X una variable aleatoria con rango R, ={ 0, 1} y funcion de
probabilidad dada por,

fO)=/M=)
La funcion de distribucion de la variable aleatoria X esta dada por:

0 six<O

F,(x)= % si0<x<l

1 st x2>1

Debido a que existen infinidad de valores x, =q que satisfacen la siguiente
igualdad:

1
Fy(x,)=P(X<x,)=P(X2x,))= 5
e . : 1 3
Se concluye que hay infinidad de medianas, por ejemplo x, =q = 3 x,=q= 7

son algunas medianas de la variable X .

Ejemplo 2.17 Una variable aleatoria X tiene como funcion de densidad:
1
fx)=42

0 en otro caso

si-1<x<1
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La funcion de distribucion de la variable aleatoria X esta dada por:
0 six<-—1
F.(x)= %(x—i—l) si-1<x<1

1 si x>1

El valor x, =q =0 satisface la siguiente igualdad:
1

FX(xp)zP(XSxp) :P(XZXP)ZE

Por lo tanto x, =q =0 es la mediana de la variable X

75
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Actividades para el estudio independiente capitulo 2

2.1 Para el espacio muestral constituido por los siguientes resultados: n =
no, s = si, como la posible respuesta que podria dar una persona escogida
aleatoriamente a la pregunta, ;es usted un trabajador del sector ptublico?

Q ={s,n}
Se define la siguiente variable aleatoria:
X:Q—R
n—>0
s—>1.
Determinar a) el rango de la variables b) la funcion de probabilidad, ¢) la
distribucidn de probabilidad, d) el valor esperado, e) la varianza, f) la desviacion

estandar de la variable aleatoria y g) calcular la probabilidad: P (X <1),
P(x >0), P(x =1).

2.2 Se seleccionan aleatoriamente dos articulos de un proceso productivo para
analizar si son defectuosos o no defectuosos y se obtiene el siguiente espacio
muestral, Q ={dd,dn,nd ,nn}, donde d : articulo defectuoso, »n: articulo no
defectuoso. Se define la siguiente variable aleatoria,

X: Q>R

X : namero de articulos defectuosos en cada resultado de Q.

Determinar:

a) La funcion de probabilidad

b) La distribucion de probabilidad

¢) El valor esperado

d) La varianza

e) La desviacion estandar de la variable aleatoria

#) Calcular las siguientes probabilidades: P(X <1) P(X >0) y P(X =1)

2.3 Analizar si la funcion dada por:

lx si xe[0,2]
fx) =12
0 six¢[0,2]

a) Es una funcion de densidad para la variable aleatoria X
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b) De ser asi, determinar la funcion de distribucion para X
¢) Determinar su valor esperado y su varianza
d) Calcular P(0< X <1.5), P(-3< X <0.5).

2.4 Una variable aleatoria X tiene como funcidn de densidad:

! sia<x<bh
f)=<b-a
0 en otro caso
Determinar:
a) El valor esperado
b) La varianza de la variable aleatoria X
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Ejercicios para el capitulo 2

2.1 Para el espacio muestral conformado por los posibles resultados de lanzar
una moneda tres veces, se define una variable aleatoria de la siguiente manera:

X : Numero de sellos en cada uno de los posibles resultados.

a) Determinar:
a) Elrangode X .
¢) P(X >1).

b) Presentar la distribucion de probabilidad de X .
¢) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar.
d) Determinar la funcion de distribucion F, (x).

2.2 Dada la siguiente funcion
Ix sixe[0,4]

/) ={0 S1x ¢ [0,4]

a) Analizar si f(x) es una funcidon de densidad para la variable aleatoria X .
De ser asi, calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar.
b) Determinar la funcion de distribucion F, (x).

2.3 Dada la siguiente funcion

e six>0

f(x):{o six<0

a) Analizar si f(x) es una funcidon de densidad para la variable aleatoria X .
De ser asi, calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar.

b) Determinar la funcién de distribucion F, (x).

¢) Calcular m, (7).

2.4 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por,
0.2 si -1<x<0

f(x)=702+cx si 0<x<1

0 en otro caso
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a) Determinar el valor de ¢

b) Obtener la funcion de distribucion de la variable aleatoria X
¢) Calcular P(0< X <0.5)

d) Determinar P(X >0.5/X >0.1)

e) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar

2.5 Para una variable aleatoria X con funcidn de probabilidad dada por,

X 0 1
2
8

3
P(X=x) %

colw | N

8

a) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar.
b) Determinar la funcion de distribucion F, (x) y construir su representacion
grafica.

2.6 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad ( fd. p.) dada por,

1—|x‘ si 0<x<l1

o]
0 en otro caso

a) Obtener la funcion de distribucion de la variable aleatoria X

b) Calcular P(-0.5< X <0.5)

c¢) Calcular P(‘X| >0.4)

d) Determinar P(X > 0.3/ X >0.2)

e) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar

/) Determinar la mediana

2.7 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por,

X si 0<x<l1
f(x)=42—-x sil<x<2
0 en otro caso

a) Obtener la funcidn de distribucion de la variable aleatoria X
b) Calcular P(X <0.7)

¢) Calcular P(|X|>0.6)

d) Determinar P(X > 0.8/ X >0.2)
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e) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar
f) Determinar la mediana



