1
ELEMENTOS CONCEPTUALES SOBRE
PROBABILIDAD

Inicialmente, el concepto de probabilidad estuvo asociado con los juegos de
azar, las creencias religiosas y aspectos filosoficos que predominaron hasta el
siglo XV. Luego paulatinamente se fue dando un tratamiento matematico al
azar con los trabajos de Tartaglia, Cardano, Galileo, Pascal, Fermat y
Huygens, relacionados con problemas de juegos y apuestas. A finales del siglo
XVII y durante el siglo XVIII con la participacion de matemdticos como
Bernoulli, De Moivre, Bayes y Laplace se planted la concepcion cléasica de
probabilidad (Hacking, 1975; Belhouse, 1993, 2004). Con el trascurrir del
tiempo, esta concepcidn se tornaria poco satisfactoria para los cientificos por
sus escasas aplicaciones y se plantearian otras alternativas como la concepcion
frecuencial ya abordada por Bernoulli en su obra Ars Conjectandi escrita en
1713 y luego tratada por Von Mises (1928) o la concepcidén subjetiva
originada en los trabajos de Bayes (Vasquez, 2014).

Sin embargo, en el afio de 1933, el matematico Kolmogoérov axiomatizd la
teoria de la probabilidad , quien decanto los trabajos de Caratheodory, Fréchet
y Borel y us6 la teoria de la medida para dicho propdsito (Khrennikov, 2014).
Hoy la probabilidad es una teoria matematica que tiene multiples aplicaciones
en distintos campos del conocimiento humano. La teoria de probabilidad se
puede entender como un conjunto de axiomas que posibilitan el disefio de una
o varias formas de calcular numéricamente la posibilidad de que un suceso
ocurra. Para este propdsito es conveniente definir experimentos aleatorios,
espacios muestrales, eventos y espacios de probabilidad sobre los cuales sea
posible calcular probabilidades para determinados eventos. En este capitulo se
proporcionan y ejemplifican los conceptos basicos que se deben abordar en un
curso inicial de probabilidad.
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1.1 Conceptos usuales en probabilidad

En este apartado, se presentan los conceptos de experimento aleatorio, espacio
muestral y eventos; asi mismo, se indican ejemplos alusivos a fin de orientar al
lector hacia el desarrollo de las actividades de estudio independiente.

1.1.1 Experimento aleatorio

Un experimento aleatorio es aquel en el cual a priori o de antemano no se puede
determinar el resultado del experimento (Lindgren, 1993; Blanco, 2004). En el
presente texto, un experimento aleatorio se denotara con €.

Ejemplo 1.1 €. se ha extraido de manera fortuita un articulo del estante de un
centro comercial a fin de comprobar si este resultard o no con el peso que se
anuncia en su etiqueta; antes de pesarlo no se puede anticipar si tendra o no el
peso anunciado; es decir, no es posible anticipar cudl serd el resultado exacto
que se va a obtener, pero si se podria establecer el conjunto de los posibles
resultados.

Ejemplo 1.2 &: un partido de futbol debe decidirse con lanzamientos desde el
punto de penalizacion y el Gltimo jugador esta listo para lanzar. Pedro considera
que el jugador convertira su lanzamiento en gol, mientras que Juan cree que no;
de antemano no se puede garantizar cual sera el resultado que se va a obtener.

Ejemplo 1.3 €: se lanza un dado justo una vez cuyas caras estan marcadas con
una cantidad de puntos correspondientes a los nameros 1, 2, 3, 4, 5, y 6. Rosa
considera que el dado mostrara cinco puntos en su cara visible hacia arriba y
sus amigos creen que resultaran las otras cantidades de puntos. Una vez mas, no
se puede establecer en cual cara del dado apuntara hacia arriba, pero se podria
establecer el conjunto de los resultados posibles.

1.1.2 Espacio muestral
Sea € un experimento aleatorio, al conjunto de todos los posibles resultados de
€ se le denomina el espacio muestral del experimento. El espacio muestral se

denota con Q (Lindgren, 1993; Blanco, 2004).

Ejemplo 1.4 T: se selecciona al azar una unidad del producto A para analizar
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si resultara defectuosa o no. El espacio muestral estard conformado por dos
resultados:

Q ={d,n}

donde d representa que la unidad escogida resultd defectuosa y n no defectuosa.

Ejemplo 1.5 €: se realizara una prueba psicoldgica a una persona escogida
al azar para determinar si presentara un coeficiente intelectual bajo (cib), si es
normal (cin) o si resultard con un coeficiente intelectual alto (cia), entonces el
conjunto de posibles resultados esta dado por:

Q ={a,n,b}
En este ejemplo, se ha simbolizado con a un coeficiente intelectual alto, con n

en la eventualidad de que resulte normal y con b un coeficiente intelectual bajo.

Ejemplo 1.6 E: se observa el nimero de personas que posiblemente transiten
por un puente peatonal peligroso por dia en la ciudad de Bogota. El espacio
muestral es,

o={0123 ...}

Ejemplo 1.7 €: se desea determinar el nimero de clientes que llegan a la cola
de una entidad financiera por hora en la ciudad de Cali. El espacio muestral es:

0={0,1,23, ...}

Ejemplo 1.8 €: duracion (en tiempo continuo) de una bombilla eléctrica de la
marca T. El espacio muestral es:

Q ={xeR:x>0}

donde x es el tiempo de duracion de la bombilla mencionada y R es el conjunto
de los numeros reales.

Ejemplo 1.9 E: se seleccionan aleatoriamente tres articulos de un proceso
productivo para analizar si resultardn defectuosos o no defectuosos. El
correspondiente espacio muestral es:

Q ={ddd,ddn,dnd,dnn,ndd,ndn,nnd,nnn}

donde d: articulo defectuoso, n: articulo no defectuoso.
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Con frecuencia, para obtener el espacio muestral se recurre a la elaboracion de un
diagrama de arbol, el cual es una representacion grafica que permite visualizar
los posibles resultados del experimento aleatorio (Chernoff 'y Zazkis, 2011). La
Figura 1.1 posibilita la determinacion del espacio muestral correspondiente al
experimento de seleccionar tres articulos de un proceso productivo para analizar
st son defectuosos o no defectuosos.

d
d
n
d< d
n

Figura 1.1 Diagrama de arbol

El anterior diagrama de arbol también puede dibujarse con las ramas hacia arriba
o con las ramas hacia abajo, obteniéndose los mismos ocho resultados posibles.

Ejemplo 1.10 €. se lanzan dos dados justos (no cargados) simultineamente,
Jcuantos y cuales resultados son posibles? Hay 36 resultados posibles, el
espacio muestral es el siguiente:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
Q=131 3,2)(3,3)(3,4) (3,5 (3,6) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
Retomando los ejemplos 1.1, 1.2 y 1.3 sus correspondientes espacios muestrales
son:
Q ={si tiene el peso anaunciado, no tiene el peso anunciado} = {s,n}
Q ={si hace gol, no hace gol} = {s,n}
O={123436}
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1.1.3 Clases de espacios muestrales
Sea € un experimento aleatorio y Q el espacio muestral correspondiente al

experimento &, el espacio muestral Q se llama discreto si Q es un conjunto finito
o numerable. El espacio muestral Q) se denomina espacio muestral continuo si Q)
es un conjunto infinito no numerable (Lindgren, 1993; Blanco, 2004).

Los ejemplos 1.3, 1.4, 1.5, 1.9y 1.10 corresponden a espacios muestrales finitos
y los ejemplos 1.6 y 1.7 a espacios muestrales infinito numerables o contables;
en consecuencia, los mencionados ejemplos son espacios muestrales discretos.
El ejemplo 1.8 corresponde a un espacio muestral continuo por tratarse de un
conjunto infinito no numerable o no contable.

1.1.4 Concepto intuitivo de evento

Sea € un experimento aleatorio y € su espacio muestral, de manera intuitiva,
un subconjunto £ de Q para el cual se pueda asignar una medida numérica
de su posibilidad de ocurrencia se denomina evento. Es de anotar que no todo
subconjunto de un espacio muestral es un evento (Kolmogorov, 1956). Los
eventos se denotan con letras mayusculas.

Ejemplo 1.11 Utilizando el experimento aleatorio mencionado en el ejemplo
1.9, cuyo espacio muestral es:

Q ={ddd,ddn,dnd,dnn,ndd,ndn,nnd,nnn}
Se determinan los siguientes eventos:
E:alo mas resulte un articulo defectuoso.

E ={ dnn,nnd, ndn, nnn}

F: como minimo un articulo resulte no defectuoso.

F ={ddn,dnd,dnn,ndd,ndn,nnd,nnn}

G: como maximo tres articulos resulten defectuosos.

G ={ ddd ,ddn,dnd ,dnn,ndd,ndn,nnd , nnn} =0
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Cuando un evento resulta igual al espacio muestral se lo denomina evento
seguro, tal como ocurre con el evento G.

H: como minimo cuatro articulos resulten no defectuosos al seleccionar
aleatoriamente tres articulos de un proceso productivo.

H={}=¢

Cuando un evento resulta vacio se llama evento imposible, tal como ocurre con
el evento H.

[: como minimo tres articulos resulten defectuosos
I ={ddd}

Ejemplo 1.12 Utilizando el siguiente espacio muestral:

(1,1 (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
Q=:3,1)3,2)(3,3)(3,4) (3,5 (3,6) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Determinar los siguientes eventos para los cuales:

E': la primera componente resulte un numero par mayor que dos
E={(4]) (4.2) (4.3) (4.4) (4.5) (4.6) (6,]) (6,2) (6:3) (6:4) (6.5) (6.6)}

F: la primera y la segunda componente de cada pareja resulten ser nimeros
pares

F={(2.2) 2:4) 2.6) (42) (4.4) (4.6) (6.2) (6.4) (6.6)}
G: la primera y la segunda componente de cada pareja resulten ser numeros
pares e iguales
G={(2.2) 4.4) (6.6)}
H: la primera y la segunda componente de cada pareja resulten ser iguales
H={(1,1) (2.2) 3.3) (44) (5.5) (6.6)}

J: la primera sea igual a siete veces la segunda componente
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s={}

1.2 Concepcion axiomatica de probabilidad

El tratamiento axiomatico de la probabilidad se inicia en la primera década del
siglo XX con los aportes de Baire, Caratheodory, Lebesgue, Fréchet y Borel
utilizando elementos de la teoria de la medida y la teoria de conjuntos, luego
Kolmogorov escribié su libro “Fundamentos de la teoria de la probabilidad”
(Grundbegriffe der Wahrsecheinlichkeitsrechnung) publicado en 1933, en
el cual se define de manera rigurosa el concepto de probabilidad tanto para
espacios de dimension finita como infinita. A continuacion, se mencionan los
axiomas de la teoria de la probabilidad en el sentido de Kolmogoérov (1956):

Axioma I: los eventos forman un O — algebra 3; es decir, una clase cerrada
respecto de las operaciones de union, interseccion y complemento de conjuntos
numerables de eventos y del limite de sucesiones de eventos, o sea,

(o)

a) Si E;€3, j=12,.. entonces UE, €3

=1
b) Si E,€3, j=12,. entonces [1E,€3, y %_l;mEjES
j=1 *
Axioma 2: Q € 3

Axioma 3: asociado a cada evento E e S , existe un numero real no negativo,
P(E), al que se denominara probabilidad de ocurrencia del evento £

Axioma 4: la probabilidad de que ocurra al menos uno de los eventos incluidos
en el espacio muestral es igual a uno, P(Q) = 1

Axioma 5 (de aditividad): sean £, y E, eventos incompatibles, es decir, tales
que no pueden presentarse en forma simultanea (E, N E, = ¢ ), entonces se
verifica que,

P(E, U E,)=P(E) + P(E,)

Axioma 6 (teorema de continuidad): Dada una sucesion monotona de eventos
E cE.,, 1=1,2,3,..., entonces se verificara que {Jj’g P(E) =P(§j’g} E)

En este apartado se desglosan y ejemplifican los elementos asociados con el
concepto de probabilidad desde el enfoque axiomatico, entre ellos, el concepto
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de sigma algebra espacio medible y eventos, medida de probabilidad y espacio
de probabilidad incluyendo algunas propiedades.

1.2.1 El concepto de sigma dlgebra

El concepto que se indica a continuacioén involucra los axiomas 1 y 2 de
Kolmogoérov. Sea Q #¢. Una familia 3 de subconjuntos del espacio muestral
Q) se denomina un sigma (0) algebra sobre (), si se cumplen los siguientes
axiomas:

)Qe3
ii) Si E€ 3 entonces E“€ 3

iii) Si E|,E,,....€ 3 entonces UE €3

J=1

Ejemplo 1.13 Sea Q ={s,n} un espacio muestral, las colecciones de
subconjuntos de Q siguientes son O — algebras:

3 ={¢,0Q}
3,={¢. {s}. {n}. Q}

A la familia de subconjuntos de Q denotada con 3, y conformada por el evento
imposible y el evento seguro se le denomina O — 4lgebra trivial.

A la coleccion 3, correspondiente al conjunto de partes de Q se le llama 0 —
algebra total y se constituye en el 0 — algebra mas grande que se puede construir

sobre Q).

La coleccion:

3, ={q)’ {s}, Q} no es un O — algebra sobre (), puesto que {s}c= {n} €3,
Ejemplo 1.14 Sea Q ={cc, cs, sc, ss} el espacio muestral conformado por
todos los resultados posibles al lanzar una moneda dos veces, exceptuando que

caiga de filo, donde s: sello c: cara. Las colecciones de subconjuntos de Q
siguientes son O — algebras:
3, ={¢,Q}

3, ={(p,{cc},{cs,sc, SS},Q}
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3, ={q),{cc,cs},{sc,ss}, Q}
3, ={(l),{cc,cs,sc},{ss}, Q}
o.{cct {es} {sc} {ss}{ce,es} {ce,sc} {ee,ss},

3. = {cs,sc},{cs,ss},{sc,ss},{cc,cs,sc},{cc,cs,ss},

{cc, sc, ss} ,{cs, sc, ss} ,{cc, cs, sc, ss}

La familia de subconjuntos de Q que se indica a continuacion,
3 ={(;b,{cc, cs}{ss}, Q}

no corresponde a un O —algebra sobre €, puesto que
{ss} ={cc,cs,sc} 23,

{cc, cs}c = {SC,SS} &3

Un 0 — élgebra muy importante para luego definir variables aleatorias reales es
el o — algebra de Borel, la cual corresponde a la menor 0 — algebra definida
sobre el espacio muestral {Q =R que contiene a todos los intervalos de la forma
(—oo,x] con xe€ R, se denota con B (Blanco, 2004).

1.2.2 Espacio medible y eventos

Sea Q # ¢ y S un 0 — algebra sobre Q, la pareja (Q, ) se denomina espacio
medible. De manera formal, a los elementos del O — algebra 3 se les llama
eventos. A continuacidon se mencionan algunas operaciones con eventos y se
caracterizan algunos de ellos.

1.2.2.1 Operaciones con eventos

Si 3 es un O — algebra sobre Q, E y F son eventos de 3 entonces se pueden
definir los siguientes eventos:

i) EVUF esun evento de 3 que indica que E o F, o ambos ocurren.
ii) E N F es un evento de 3 que indica que £ y F ocurren a la vez.

iii) E° es un evento de 3 que indica que no ocurre F.
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iv) E—F esun evento de 3 que indica que £ ocurre pero F no ocurre.

v) EAF=(E-F)U(F—-E) es un evento de 3 que indica que sucede E o sucede
F pero no ocurren los dos a la vez.

Ejemplo 1.15 Sea el espacio muestral del ejemplo 1.11, conformado por los
siguientes resultados:

Q ={ddd, ddn, dnd, dnn, ndd, ndn, nnd, nnn}

Sea, 3 el sigma algebra correspondiente al conjunto partes de (), entonces se
pueden definir los siguientes eventos:

E: que a lo mas resulte un articulo defectuoso.

E={dnn, nnd, ndn, nnn}
Entonces,

Ec={ddd, ddn, dnd, ndd)

F: que como minimo un articulo resulte no defectuoso.

F={ddd, dnd, dnn, ndd, ndn, nnd, nnn}
Ademas,
Fe={ddd}

A continuacion se determinan los siguientes eventos:

i) EUF = {ddd, dnd, dnn, ndd, ndn, nnd, nnn}
ii) ENF = {dnd, nnd, ndnn, nnn}

iii) E¢ = {ddd, ddn, dnd, ndd}

iv) E-F { }

v) E-F={ddn, dnd, ndd}

vi) E U F‘={dnn, nnd, ndn, nnn, ddd}

vii) EAF =(E —F)U(F —E)={ddn, dnd, ndd}
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1.2.2.2 Eventos mutuamente excluyentes

Si 8 es un O — algebra sobre Q, E y F son eventos de 3 entonces se dice que E
y F son mutuamente excluyentes si ENF =¢.

Ejemplo 1.16 El espacio muestral que contiene los posibles resultados de
analizar si la asignatura de Estadistica serd aprobada o reprobada por dos
estudiantes es,

Q ={aa, ar, ra, rr}

Donde a: aprobar la asignatura de estadistica, r: reprobar la asignatura de
estadistica.

Ahora, sea, 3 el sigma algebra correspondiente al conjunto partes de €, se
definen los eventos:

E: por lo menos los dos estudiantes aprobaran la asignatura de estadistica.
F: por lo menos los dos estudiantes reprobaran la asignatura de estadistica.

Los eventos anteriores estan conformador por los siguientes resultados:
E={aa}

F={rr}
EnF={}-0

Luego, se cumple que:

En consecuencia, se concluye que los eventos £ y F' son eventos mutuamente
excluyentes.

1.2.3 Medida de probabilidad

El concepto que se indica en seguida involucra los axiomas 3, 4, 5 y 6 de
Kolmogorov.

Sea (Q, 3) un espacio muestral medible y una funcion de conjunto,

P:3—>R
Tal que:

i) P(E)=0 paratodo E€ 3
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ii) P(Q)=1.

iii) Si E,,E,,.... s una sucesion de eventos en 3 tales que E, N E; = ¢ para
todo i # j entonces,

P <L°3 E> =3 P(e,)

La funcién P se llama una medida de probabilidad sobre el espacio muestral
Q. A la tripleta ordenada (€, 3, P) se le denomina un espacio de probabilidad
sobre Q).

1.2.3.1 Propiedades de una medida de probabilidad

Las propiedades se indican a continuacion basan en lo expuesto por Lindgren
(1993) y su comprobacion es una version dada por los autores del presente texto.

Sea (QQ, 3, P) un espacio de probabilidad sobre €, entonces:

i) Paratodo E € 3 se cumple que P(E‘)=1-P(E).

ii) P(P)=0 .

iii) Paratodo E,Fe3, P(EUF)=P(E)+ P(F)-P(ENnF).

iv) Si E,F €3 y Ec Fentonces P(E)< P(F).

v) Si P(E)=0 entonces P(ENF)=0.

vi) P(EY=P(ENF)+P(ENF°).

vii) Para E,F € 3 se cumple que, P(ENF)<P(EUF)< P(E)+ P(F).
viii) St E,F € 3 y E c F entonces P(F —-E)=P(F)-P(E).

ix) Si E,,...E, €3y E,NE, =9 paratodo i # jentonces,

P<[=J1E> = ; P(E,)

Es conveniente sefialar que en las anteriores propiedades reposa el denominado
calculo de probabilidades.
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1.2.3.2 Comprobacion de propiedades

i) Paratodo E € 3 se cumple que P(E‘)=1- P(E)

Como E y E° son eventos mutuamente excluyentes, se puede escribir que:
Q=FEVUE*
1=P(Q)=P(EVE")=P(E)+P(E)
1=P(E)+P(E°) .

De la anterior expresion resulta que:
P(E)=1-P(E)
i) P(¢) =0

Puesto que,

aplicando la parte i) resulta,
P(®) =P(Q°) =1-P(Q) =1-1=0
iii) Paratodo E,F € 3 se cumple que,
P(EUF)=P(E)+ P(F)—-P(ENF)
En efecto, como E—F y ENF son eventos mutuamente excluyentes, tales
que

E=(E-F)U(ENF)
entonces,

a) P(E)=P(E-F)+P(ENF)

Implica que,

P(E)—P(ENF)=P(E-F)

Ademas F—FE y ENF son eventos mutuamente excluyentes, tales que
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F=(F-E)U(ENF)
Entonces,

b)P(F)=P(F-E)+P(ENF)
Implica que,

P(F)-P(ENF)=P(F -E)

Pero E-F, F—-E y ENF son eventos mutuamente excluyentes, entonces
EOF=(E-F)U(F-E)U(ENF)
¢)PIEOF)=P(E-F)+P(F-E)+P(ENF)

Utilizando los resultados de la parte derecha en a) y b) se tiene que ¢) se
transforma en:

P(EUF)=P(E)—P(ENF)+P(F)-P(ENF)+P(ENF)

Finalmente, simplificando resulta,
P(EOF)=P(E)+P(F)-P(ENF)

iv) Si E,F €3 y E c Fentonces P(E)< P(F)

Puestoque E — F', loseventos £ y F —E son mutuamente excluyentes, tales
que

F=EU(F-E)
P(F)=P(E)+P(F —E)

Pero P(F—FE) >0, luego la igualdad anterior es equivalente con:

P(F)> P(E)

es decir,
P(E)<X P(F)

v) Si P(E)=0 entonces P(ENF)=0
ENnFcE
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P(ENF)<P(E)=0

pero
P(ENF)>0
entonces,
0<P(ENnF)<0
Lo anterior implica que,
P(ENnF)=0

vi) P(E)=P(ENF)+P(ENF°)
Como E—-F y EnF son eventos mutuamente excluyentes, tales que
E=(EnF)U(E-F)
P(EY=P(ENnF)+P(E-F)

por propiedades de los conjuntos, se tiene que £ —F = EN F° y reemplazando
en la expresion anterior, resulta:

P(EY=P(ENF)+P(ENF°)
vii) Para E,F € 3 se cumple que,
P(ENF)XP(EUF)<P(E)+P(F)

Puesto que,
(ENnF)c(EUF)

a) P(ENF)< P(EUF)

Pero,
P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENnF)

como
P(ENF)>=0

P(EUF)< P(E)+P(F)
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Sustituyendo en a) se obtiene:
P(ENF)XP(EUF)XP(E)+P(F)
viii) Si E,F €3 y E c F entonces P(F —E) = P(F)—P(E).

Debido a que si £ — F', los eventos £ y F —E son mutuamente excluyentes,
entonces,

F=EU(F-E)
P(F)=P(E)+P(F —E)
P(F)-P(E)=P(F-E).

ix)Si Ey,...E, €3y E,NE, =¢ paratodo . = ;entonces,

P<l;J1E> = Zl P(E,)
Por la propiedad iii) de los axiomas de medida de probabilidad, se cumple que,

P <GE>=ZP(E)

Como por hipétesis, E,,...,E, € 3y E;NE; = paratodo . = ;, considerando
En+1=q>9En+2=(P;--- S resulta,

P<l=J1E> =P<QE> =gP(Ei) =ZP(Ei)

1.2.3.3 Ley de Probabilidad total

Si {E " }:;1 es una sucesion de eventos mutuamente excluyentes dos a dos, tales
que la union de ellos es igual al espacio muestral QQ entonces la mencionada
sucesion se denomina una particion del espacio muestral. En este caso para el
evento F € 3, la probabilidad total de que ocurra F' se calcula de la siguiente
manera,

P(F) = iP(F NE,)

n=l1
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1.3 Concepcion clasica de probabilidad

Una primera aproximacion al concepto de probabilidad se hace en el libro titulado
Ars Conjectandi, asi (Bernoulli, 1968),

La probabilidad de un evento es la razon del nimero de casos igualmente
probables que lo favorecen entre el niimero total de casos posibles
igualmente probables bajo las circunstancias.

Afios mas tarde, este concepto fue formalizado por el matematico De Moivre,
ampliado y afinado por Laplace (1985/1814), p. 28) para luego plasmarlo en la
siguiente definicion, conocida como probabilidad clasica:

La probabilidad de un suceso que puede ocurrir en un niamero finito
de resultados es una fraccion con denominador el nimero de todos los
casos posibles y con numerador el nimero de casos favorables al suceso
de interés.

La mencionada cita, se puede interpretar de la siguiente forma: la probabilidad
de un evento o suceso que puede ocurrir solamente en numero finito de modos
se define como el cociente entre el nimero de casos favorables y el nimero de
casos posibles, siempre y cuando todos los resultados posibles sean igualmente
probables o equiprobables; es decir tengan la misma verosimilitud (Alexander y
Kelly, 1999). Este concepto ha presentado un reducido numero de aplicaciones
debido a que exige contar con un conjunto finito de resultados posibles
verosimiles; es decir, el concepto de equiprobabilidad es inaplicable a espacios
muestrales de dimensidn infinita en la medida que la suma infinita de constantes
asi sean muy pequefias no serd igual a 1.

Hoy el concepto de probabilidad clasica es un caso particular de la concepcion
axiomatica; en consecuencia es posible definir los denominados espacios de
probabilidad laplacianos como se indica a continuacion.

Un espacio de probabilidad (€, S, P) se denomina espacio de probabilidad
laplaciano, si Q # ¢ es finito, el 0 — algebra 3 es igual al conjunto partes de O,

esdecir 3 =p(Q)y P(w) = para todo punto We Q

o ~7a

La medida de probabilidad P se llama distribucion laplaciana en Q.

Ahora, si (€, 3, P) esun espacio de probabilidad laplacianoy E < 2, entonces,
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|E| _ Cardinal de E

P(E) =P<(g{w}> -y LI

&9 |9 ~ Cardinal de Q

En este contexto, si |E | representa el nimero de casos favorables al evento £y
si |Q| es el nimero de casos posibles, entonces,

P(E)= Numero de casos favorables al evento E~ #E
Numero de casos posibles #Q

La anterior expresion recoge la definicion dada por Laplace.

Ejemplo 1.17 Se compran tres articulos, uno después de otro, los cuales pueden
resultar defectuosos o no defectuosos, el espacio muestral esta formado por los
siguientes resultados:

Q ={ ddd ,ddn,dnd ,dnn,ndd ,ndn,nnd, nnn}

Ahora, sea, 3 el sigma algebra correspondiente al conjunto partes de Q, se
definen los siguientes eventos:

E : que alo mas salga un articulo defectuoso entre los tres articulos comprados.
F: que a lo mas salgan dos articulos no defectuosos entre los tres articulos
comprados.

Los eventos anteriores se pueden expresar de la siguiente forma:

E ={ dnn,ndn,nnd, nnn}

F ={ddd,ddn,dnd ,dnn,ndd , ndn,nnd}

numero de casos favorables al evento E. 4 1
P(FE) = E——
numero de casos posibles 8 2
7
P(F) =—
(F) 2
Otros resultados son:
P(E°)=1-P(E) —l—l—l
2 2
7 1
P(F)=1-P(F)=1-—=—
(F) (F) 273
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Como ENF = {dnn, ndn,nnd} entonces

P(EmF):%

P(EUF)=P(E)+P(F)-P(E mF):%+%—§:l

Debido a que £ —F ={nnn} entonces,
P(E-F)= %

Puesto que F —E ={ddd,ddn,dnd,ndd} entonces,

P(F—E):%

Ejemplo 1.18 Si P(E)=0.55, P(F)=0.58 y P(ENnF)=0.24, entonces:
P(EOUF)=? P(E)=? P(F)=? P(E-F)=?
Puesto que,

P(EUF)=P(E)+P(F)-P(E NF)
P(EUF)=0.55+0.58—-0.24=0.89
P(E)=1-P(E)=1-0.55=0.45

P(F)=1-P(F)=1-0.58=0.42
Como P(E-F)=P(ENF) y usando la propiedad vi) de una medida de
probabilidad: P(E)=P(ENF)+ P(ENF°)resulta que,
P(E-F)=P(E)-P(ENnF)=0.55-0.24=0.31

1.4 Probabilidad condicional

Sea (€, 3, P) un espacio de probabilidad sobre QQ y sea F' un evento en 3 talque
P(F)>0, sea E un evento en 3 entonces la probabilidad de £ una vez ha
sucedido F' estd dada por (Lindgren, 1993),

P(ENF)

P(E/F)= PF)
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A la anterior expresion se le denomina probabilidad condicional de £ dado F .
Notese que si En F=¢ entonces P(E/ F)=0. El reciproco no es cierto.
De la definicion de probabilidad condicional se tiene que,

P(E N F)=P(E/F)P(F)

A la expresion anterior se le llama regla de multiplicacién para eventos
dependientes.

Ahora, st E,..,E €3 con P(E,NE,N..NE |)>0 entonces
P(E; N EyN..0E, )=P(E))P(E, | E\)P(Ey | E|"Ey)..P(E, | E|NEy..E, )

En los ejemplos que se proporcionan a continuacidon, se asume que se esta
trabajando en el contexto de un espacio de probabilidad.

Ejemplo 1.19 El siguiente ejemplo se ha adaptado de Feller (1993). La
licitacion enviada por la compaiiia JJ para la construccion de un edificio en la
ciudad C, serd estudiada por la Junta Directiva del departamento de planeacion
de dicha ciudad para su revision y posible adjudicacion. La probabilidad de que
la licitacion sea estudiada es de 0.94, la probabilidad de que la licitacion sea
estudiada y adjudicada es de 0.84. ;Cual es la probabilidad de que la licitacion
serd adjudicada dado que fue estudiada?

Para realizar el calculo de dicha probabilidad, se definen los siguientes eventos:
E : la licitacion serd adjudicada a la compaiiia JJ.
F: la licitacion serd estudiada por la Junta Directiva, entonces P (F')= 0.94.

EnF=FnE: La lcitacion serd estudiada y adjudicada, entonces

P(ENnF)=0.84

P(ENnF) 0.84
P(F) 094

La probabilidad de que la licitacion presentada por la compaiiia JJ sea adjudicada

dado que fue estudiada por la Junta Directiva del departamento de planeacion de
la ciudad C es de 0.8936, es decir del 89.36%.

P(E/F)= =0.8936
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Ejemplo 1.20 Laprobabilidad de que el proyecto H haya resultado bien planeado
es del 0.92, la probabilidad de que dicho proyecto haya sido bien planeado y que
serd bien ejecutado es del 0.81, ;cudl es la probabilidad de que ese proyecto sera
bien ejecutado, dato que resultd bien planeado?

A fin de lograr el calculo de la probabilidad requerida, se definen los siguientes
eventos:

E: el proyecto H sera bien ejecutado.
F: el proyecto H resulto bien planeado, entonces P ¢ )= 0.92.

ENF=FnNE: el proyecto H result6 bien planeado y serd bien ejecutado,
entonces P(ENF)=0.81

Luego, P(EAF) 081

= ——=0.8804
P(F) 092

P(E/F)=

Por lo tanto, la probabilidad de que el proyecto H sera bien ejecutado, dado que
resultd bien planeado es de 0.8804, es decir del 88.04%.

1.5 Eventos independientes

Sea (€, 3, P) un espacio de probabilidad sobre QQ y sean F', E eventos en 3 tal
que P(F)>0, E y F son eventos (estadisticamente) independientes si

P(E/F)=P(E)
Lo anterior indica que la ocurrencia de F' en nada afecta a la probabilidad de
ocurrencia del evento £ (Lindgren, 1993). Nétese que si P(E)>0y Ey F
son independientes entonces F' 'y E son independientes.
Como en general se cumple que,

P(E N F)=P(E/F)P(F)

entonces reemplazando P(E/F)= P(E) en la anterior igualdad resulta la
denominada ley de multiplicacion para eventos estadisticamente independientes.
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P(E N F)=P(E)P(F)
La anterior expresion se denomina ley de multiplicacion para eventos
independientes.
1.6 Teorema de Bayes

Sea (€, 3, P) un espacio de probabilidad sobre QQ y sean F', E eventos en 3
tales que P(E) >0, P(F)>0 entonces (Canavos, 1988):

~ P(F/E)P(E)
"~ P(F/E)P(E)+ P(F/E)P(E)

P(E/F)

Utilizando el concepto de probabilidad total se puede escribir:
P(F)=P(F/E)P(E)+P(F/E“)P(E°)

por lo tanto,

P(F/E)P(E)
P(F)

P(E/F)=

1.6.1 Consecuencia del teorema de Bayes

Sea E|,E,,...una particion de Q con P(E,) >0 para todo n, entonces para todo
F evento de 3 tal que P(F) >0 se cumple que,

P(F | E)P(E)

P(E,| F)=—

> P(F/E)P(E,)

i=l1

Ejemplo 1.2]1 Una empresa productora del articulo TT tiene tres puntos de
produccion A, B, C, donde el 65% de las unidades del articulo TT se produce
en el punto A, el 20% en el punto B y el 15% en el punto C. Por circunstancias
de mantenimiento de sus maquinas se estan produciendo algunas unidades del
articulo TT defectuosas. Sin embargo, el 90% de las unidades del producto
que provienen de A resulta de buena calidad, el 75% de las que provienen
de B es de buena calidad y el 60% de las que provienen de C es de buena
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calidad, si se selecciona aleatoriamente una unidad del producto TT, ;cual es
la probabilidad de que resulte de buena calidad? Determinar la probabilidad
de que si la unidad resultdo de buena calidad haya sido producida en el punto
C. ;cual es la probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del
articulo TT resulte de no buena calidad? Determinar la probabilidad de que si la
unidad resultd de no buena calidad haya sido producida en el punto B

Se definen los siguientes eventos:

E :la unidad del articulo TT seleccionada aleatoriamente resultara de buena
calidad.

A :unidades del articulo TT producidas en el punto A.
B :unidades del articulo TT producidas en el punto B.
C :unidades del articulo TT producidas en el punto C.

P(E) = P(E| A)P(A)+ P(E/ B)P(B)+ P(E/C)P(C)
P(E) = (0.9)(0.65)+(0.75)(0.2) + (0.6)(0.15)
P(E)=0.585+0.15+0.09 = 0.825

La probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del articulo TT
resulte de buena calidad es de 0.825 o del 82.5%.

PCI B)= P(E/C)P(C)
P(E/ A)P(A)+ P(E/ B)P(B)+ P(E/C)P(C)

(0.6)(0.15) _ 0.09

P(C/ E)= =
( ) 0.825 0.825

=0.109

La probabilidad de que si la unidad resulté de buena calidad haya sido producida
en el punto C es de 0.109 o del 10.9%.
Ahora se define el siguiente evento:

F :la unidad del articulo TT seleccionada aleatoriamente resultara de no buena
calidad.

P(F)=P(F | AP(A)+ P(F | B)P(B)+ P(F | C)P(C)
P(F) =(0.1)(0.65) +(0.25)(0.2) + (0.4)(0.15)
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P(F)=0.065+0.05+0.06=0.175

Por lo tanto, la probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del
articulo TT resulte de no buena calidad es de 0.175 o del 17.5%.

PGB/ F)= P(F / B)P(B)
P(F | A)P(A)+ P(F / B)P(B)+ P(F | C)P(C)
) Fy= 02902 005 _ oo,

0.825 0.175

Luego, la probabilidad de que si la unidad result6é de no buena calidad haya sido
producida en el punto B es de 0.2857 o del 28.57%.

1.7 Espacios no laplacianos

Cuando se tiene incertidumbre total frente al problema que se esta estudiando,
resulta razonable asignar la misma probabilidad a cada uno de los puntos
muestrales de Q, particularmente cuando el espacio muestral es finito.

Ejemplo 1.22 €: se hace girar una ruleta dividida en dos sectores circulares
desiguales pintada con los colores amarillo y rojo. El espacio muestral asociado
es,

Q={a, r}

donde « :la ruleta sefialara el color amarillo, 7 : la ruleta sefalara el color rojo.
Tomando como referencia el sigma algebra dada por

8 =p (@) ={p{a}.{r}{a.r}}
se puede definir la siguiente medida de probabilidad:

P:3—>R
Tal que

Pa})=p 20 y P{r})=p, =0
Entonces se debe cumplir que:

i) P(Q) =1



ELEMENTOS DE PROBABILIDAD | Apoyo al estudio independiente 35

2
ii) Zpizl,esdecirque p+p,=1

i=1

En este caso no es adecuado asumir que p, = p, =0.5; aqui ya no tiene sentido
trabajar bajo equiprobabilidad o total incertidumbre, puesto que se trata de un
ejemplo sobre un espacio no laplaciano.

Para cada uno de los giros de la ruleta, se tendra que p, # p,, pudiéndose tener
por ejemplo que:

p, =03y p,=0.7
p, =02y p, =038

En otro caso, puede suceder por ejemplo que p, =9p, con lo cual resulta que:

ptp,=9p,+p, =1

Entonces,
p, =09y p,=0.1

En esta misma direccion, se pueden presentar infinidad de casos dependiendo
de qué tan desiguales sean los dos sectores que conforman el circulo de la ruleta.
Es decir, hay infinidad de valores que pueden asumir p, y p, de tal forma que

p+p, =1

Es importante tener en cuenta que el concepto de equiprobabilidad solo puede
tener sentido en espacios de probabilidad finitos.

1.8 Espacios de probabilidad discretos de dimension infinita

En este apartado se proporcionan algunos ejemplos de espacios de probabilidad
de dimensién finita e infinita, en los cuales el concepto de equiprobabilidad
carece de sentido.

Si Q es un espacio muestral discreto finito, entonces C puede ser expresado de
la siguiente forma,

Q={w,w,,..w, }

Donde los w; para i =1,2,...,n son eventos elementales o simplemente puntos
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que conforman el espacio muestral. Para construir un espacio de probabilidad
sobre (), se puede usar el sigma algebra total conformada por el conjunto partes

de Q 3 =p(Q) y definir una medida de probabilidad de la siguiente manera:
P:3—>R

tal que P({w}):pl ZO, i =1,2,...,n

La funcidn anterior debe satisfacer:
) Q=U{w}
i=1

ii) P(Q) =1
iii) ipi =1

Aquilos p, no necesariamente son iguales y se pueden tomar valores razonables
y concordantes con algiin problema real que se esté modelando.

Ejemplo 1.23 Para un evento E de Q) formado por los siguientes puntos
muestrales,

E ={w,w,w}
P(E) =P {uw}u{w} u{w})=p +p, +p,

Solamente si se trabaja bajo total incertidumbre se puede asumir

1 , )
qu p=p =p =§; en este caso se estara trabajando el concepto de
1 2 2

equiprobabilidad.

Para los demds casos puede ocurrir que p,#p,, 0 py#p, 0 p,#p, O
D, # P, # D, , pudiéndose tener por ejemplo que:

_1 _1 _1
pl_ga pz_g» p3_5
1 2 2
p1—g, Pz—ga Pz—g
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En otro caso puede suceder por ejemplo que p =3p y p, =2p,con lo cual
resulta que:

6p,+2p;+p,=1.

Entonces,

Y asi sucesivamente.

En general, si se tiene cualquier evento £ de Q formado por los siguientes
puntos muestrales,
E ={u;l,(q2,...,u;k } k=12,..n

P(E) =P<£J1 {U)ij }> =Zk= P({w,.j })ﬁoi1 +p, +..tp,

solo si se esta trabajando bajo total incertidumbre frente al problema que se esté
estudiando, resulta razonable asignar la misma probabilidad a cada uno de los
puntos muestrales de €, lo cual implica que todos los p, son iguales, es decir
que se asume que:

1 .
p,=—, parai=12,..,n.
n
Bajo estas circunstancias, para el evento,

E ={w W ., W } k=12,.,n

b

P(E) =P <U {w, }> U R O

n n n n

A continuacion, se considerara un espacio muestral Q infinito contable, sobre el
cual se ha definido un sigma algebra de manera apropiada,

Q={ww,..w,..}

y se define una medida de probabilidad de la siguiente manera:

P:3—- R
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Tal que P({u)})=pi >0, i =L2,..
Q =Ufw}
La funcion anterior debe satisfacer:
i) P(Q) =l
ii) ii) ipi =1.
=

Aqui los p, no pueden ser iguales ya que no se cumpliria la anterior condicion
y por eso aqui la equiprobabilidad no funciona ni tiene sentido.
Para un evento E de Q formado por los siguientes puntos muestrales,

E ={w,w}
P(E) =P({w}u{w})=p +p, =1 —Z: D, -

Ejemplo 1.24 Sea Q ={1,2,3,...} con el sigma algebra total, se define la
siguiente funcion,

P{n})=p, =21—n, n=1,2,3,.

Se puede verificar que la anterior funcién define una medida de probabilidad,
ella cumple que:

) p,>0
i) i 1Y =Y =l =142 =1,
DLp = 2=t g = =

Para el evento £ ={1, 3, 5,...} su probabilidad de ocurrencia es:

pE)=P{1}u{3} u{s}u...)
prEy=P{1})+P{3})+P({5})+..

I 1 1
P(E):?‘F?‘F?‘f—
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S p=3 =114y =4S b =142
n=1 n=12n n=12n n=02n 1_%

o) {0

4

Para el evento F ={2,4, 6,...} su probabilidad de ocurrencia se calcula de la
siguiente manera,

F ={2,4,6,.} =E° .

Luego,

ey =1 —p(E) =] -2 =L
P(F) =P(E*) =1 =P(E) =1 = = .

Para el evento finito H ={1,3, 5, 7} su probabilidad de ocurrencia es,
PEy=P{1}u{3tu{stu{7})
Py =P ({1})+P (3} +P(s})+P(7})

P(E)=0.5+0.125+0.03125+0.0078125 = 0.66406

Ejemplo 1.25 Sea Q ={1,2,3,..} con el sigma algebra total, se define la
siguiente funcion,

P{n})=p, = ! <%> n=1,2,3,..

e’ —1

Analizar si la anterior funcion define una medida de probabilidad, de ser asi
calcular la probabilidad del evento E ={2,4,6}

Por la definicion de la funcidn P se tiene la primera condicion

i) iyp,20
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Ahora,

e - 1 (2" 1 (2" 1 (2"
A CRER I

Ahora la serie de Taylor de la funcion f(x)=e" alrededor de cero es,

0 n 2 3 n
X X X X X

:1+§ — =14+ =+ —F—+.+—+..
o\ n! o2 3 n!

Luego evaluando la anterior expresion en x =2, resulta:

n 2 3 n
+Z(2 J_l I e A
n! I 20 3 n!

© n 2 3 n
e’ =Z(2—J:1+£+2—+2—+...+2—+...
11 21 3!

=\ n! n!

Reemplazando en ii) se tiene,

w S -85 () E) 02 G) ()

Para el evento finito £ ={1,3, 5} su probabilidad de ocurrencia es,
Py =P {1} u{3tu{s})
pE) =P ({1})+P(3})+P ({s})

1 )2 1 )2’ 1 )2
P(E) = —+ —+ —
(&) (ez—lj 1! (ez—ljf’a! (ez—IJS!

P(E)= 21 2434323\ ! (241.333340.26666)
el 6 120/ \7.38905 -1

P(E) =(0.156517)(3.59996) = 0.56345
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Actividades para el estudio independiente capitulo 1

1.1 Después de que el lector haya realizado una lectura comprensiva del capitulo
1, completar los espacios en blanco.

a) El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio se
denomina

b) Aquel experimento en el cual a priori no se puede determinar su resultado,
se llama

¢) Un subconjunto del espacio muestral para el cual sea posible asignar una medida
numérica de su posibilidad de ocurrencia se denomina

d) El espacio muestral Q se denomina espacio muestral
si Q) es un conjunto infinito no numerable.

e) Lamenor 0 — algebra definida sobre el espacio muestral 2= R que contiene
a todos los intervalos de la forma (—00,x] con x € R, se denomina

/) Si Q denota a un espacio muestral, 3 una sigma algebra sobre Q y P una
medida de probabilidad definida sobre 3, entonces la tripleta ordenada (QQ, 3, P)
se le denomina

g) Un espacio de probabilidad (Q, 3, P) se denomina espacio de probabilidad
si Q es finito, el O — algebra 3 es igual al conjunto partes de

Q, es
decit I=(Q) y P(w)=— para todo w e Q.

[

1.2 Clasificar cada uno de los siguientes espacios muestrales:

a) €: Se escoge aleatoriamente una persona para verificar si fuma o no, Q ={S, n}
; donde s :si fuma, #z: no fuma.

b) €: Se observa el nimero de vehiculos que transitan por una via importante de
cierta ciudad, Q ={O, 1,2,3,... }

c) & Duraciéon (en tiempo continuo) de un producto de carnes frias,
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0] ={x ER:x 20} , donde x es el tiempo de duracion del producto.

d) €: Seleccionar aleatoriamente dos articulos de un proceso productivo para
analizar si son defectuosos o no defectuosos, Q ={dd,dn,nd,nn}, donde d:
articulo defectuoso, »: articulo no defectuoso.

1.3 De acuerdo con cada uno de los siguientes espacios muestrales, responder
las preguntas correspondientes.

Si Q ={cc,cs,sc, 55} y considerando las colecciones de subconjuntos de Q)
siguientes:

3, ={p.Q}

3, ={¢.{cc}.{sc,ss}.0Q}
3, ={p.{cc.es} {sc,ss},Q}
3, ={o{cc.cs.sc} {ss}}

a) La coleccion de eventos 3 ={¢, Q} es un sigma algebra sobre () denominada

b) Lafamilia de eventos 3, = {(;b,{cc} ,{sc, ss} , Q} no es un sigma algebra porque

¢) La coleccion de eventos 3, ={q§,{cc, cs} {sc,ss}, Q} es un

d) La coleccion de eventos 3, ={¢,{cc, cs,sc},{ss}} no es un sigma algebra
sobre Q debido a que

1.4 Asumiendo que todos los puntos del espacio muestral Q) tienen la misma
probabilidad de ocurrir y dados los siguientes eventos:

E ={ cs, sc, SS}

F ={ss}
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Calcular:
e) P(E)="?

N P(F)="?
g) P(EUF)=?
h) P(ENF)=?
i) P(E)=?
j) P(E-F)=?

1.5 Sea (€, 3, P)un espacio de probabilidad sobre Q) sean 'y E eventos en
Jtales que P(E)=p, P(F)=q, P(EVUF)=r,demostrar que:

@) (ENF)=p+q-r
b) (E-F)=r—q

¢) P(ECNF)=1-r
d) P(EUF)=p—r+l

1.6 Mostrar que si E, E,,...es una particion de Q con P(E,) > 0 para todo n,
entonces para todo F evento de 3 tal que P(F) >0 se cumple que,

P(F/E,)P(E,)

o0

> P(F/E,)P(E,)

n=1

P(E, | F)=

1.7. Se tienen 3 cajas con articulos dispuestos de la siguiente forma: la primera
caja tiene 20 articulos de los cuales 8 son defectuosos, la segunda tiene 16
articulos de los cuales 6 son defectuosos y la tercera tiene 10 articulos de los
cuales 2 son defectuosos.

Si se escoge una caja al azar y se extrae un articulo al azar,
a) {Cual es la probabilidad de que el articulo sea defectuoso?

b) Si el articulo escogido resultd defectuoso, ;cudl es la probabilidad de que
provenga de la segunda caja?
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1.8 Una fabrica productora del articulo WW tiene tres puntos de produccion
A, B, C, donde el 70% de las unidades del articulo WW se produce en el
punto A, el 20% en el punto B y el 10% en el punto C. Por circunstancias
de mantenimiento de sus maquinas se estan produciendo algunas unidades del
articulo WW defectuosas. Sin embargo, el 90% de las unidades del producto
que provienen de A es de buena calidad, el 80% de las que provienen de B es
de buena calidad y el 85% de las que provienen de C es de buena calidad, ;cual
es la probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del articulo
WW resulte de buena calidad? Determinar la probabilidad de que si la unidad
resultd de buena calidad haya sido producida en el punto C.

1.9 €: se lanza una moneda una vez, sin que ella pueda caer de filo.
Q ={c,s}; donde c:cara, s :sello.

Si se toma como base el sigma algebra dada por 3 ={¢,{c},{s},{c,s}}, y
definiendo siguiente medida de probabilidad:

P:3-> R
Tal que

Pc})=p 20 y P{s})=p, =0

con
Q ={c,s}

Entonces se debe cumplir que:

i) P(Q)=1

2
ii) Zpl:l,esdecirque p+p,=1

i=1

(Cuadles valores son posibles para p,, p,?

1.10 Sea Q ={1, 2,3,...} y se define la siguiente funcion,

P{n})=p, =3%, n=1,2,3,..

Verificar si la anterior funcién define una medida de probabilidad. De ser asi,
calcular la probabilidad de los siguientes eventos: £ ={1,3,5,..}, F ={2,4.,6,..},
H ={1,3,5,7}
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Ejercicios para el capitulo 1

1.1 Obtener el espacio muestral correspondiente al experimento aleatorio de
lanzar una moneda y un dado a la vez.
Determinar los eventos:

E : El dado al caer muestra un niamero par.
F: El dado al caer muestra un nimero mayor que dos.

Obtener los siguientes eventos EUF , ENF, E°, E-F .

Si se asume que todos los puntos del espacio muestral tienen la misma
probabilidad de ocurrir (trabajar bajo equiprobabilidad), calcular:

P(E)=?, P(F)=?, P(EUF)=?, P(ENF)=?, P(E)=?, P(E-F)="7.

1.2 Obtener el espacio muestral correspondiente al experimento aleatorio de
lanzar dos dados una sola vez.

Determinar los eventos:

E : que la suma de los valores por observar en los dos dados sea igual a siete.
F: que el valor en el primer dado sea inferior al valor que se espera observar
en el segundo dado.

Obtener los siguientes eventos: EUF , ENF, E°, E-F .

Si se asume que todos los puntos del espacio muestral tienen la misma
probabilidad de ocurrir (trabajar bajo equiprobabilidad), calcular:

P(E)Y=?, P(F)=?, P(EUF)=?, PEnF)=?, P(E)=?, P(E-F)=".
1.3  Expresar por comprension el espacio muestral correspondiente al

experimento aleatorio de observar el numero de pacientes que llegan a un
hospital popular de la ciudad M, un dia cualquiera.

1.4 Obtener el espacio muestral correspondiente al experimento aleatorio de
suponer si un estudiante aprob6 o no las cuatro evaluaciones que resolvio en
cierta semana.
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1.5Si Q ={1,2,3, 4,5,6} obtener al menos cuatro colecciones de subconjuntos
de Q que correspondan a cuatro sigma-algebras.

1.6 Determinar el espacio muestral para los siguientes experimentos aleatorios:

a) Lanzar una moneda tres veces bajo el supuesto de que la moneda no esta
cargada.

b) Los posibles resultados que el equipo de futbol A podria obtener al jugar dos
partidos seguidos.

¢) El nimero de frutos por arbol de naranjo que puedan recogerse en época de
cosecha en la finca de don Pedro.

d) Tiempo de duracion de un electrodoméstico sin danarse.

e) Género de la primera persona que entre al restaurante B el siguiente lunes.

1.7 Determinar en el punto 1.6 los espacios muestrales que resulten discretos.

1.8 Si el espacio muestral correspondiente al experimento de degustar un nuevo
producto por dos personas diferentes es:

Q ={ss,sn,ns,nn} donde s : si gusto, » :no gusto

a) Determinar un 0 — algebra sobre Q'

b) Determinar los siguientes eventos, para los cuales:
a) A: por lo menos a las dos personas les haya gustado.
b) B: como méximo a las dos personas no les haya gustado.
¢) C: por lo menos a una persona le haya gustado.
d) D: alo mas a una persona no le haya gustado.

¢) Usando equiprobabilidad, calcular:
a) P(4)
b) P(AUB)
¢) P(D")
d) P(A-B)n(Duw())

1.9 Un almacén de distribucion de productos agropecuarios recibe sus insumos
de tres diferentes proveedores asi: E1 60% del proveedor B1, el 30% del proveedor
B2 y el 10% del proveedor B3. Si el 95% de los insumos que provienen de Bl
resulta efectivo, el 80% de los que provienen de B2 resulta efectivo y el 65%
de los que provienen de B3 también resulta efectivo. ;Cuadl es la probabilidad
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de que cualquier insumo recibido por el almacén no resulte efectivo?. Determinar
la probabilidad de que un insumo que haya resultado efectivo provenga del
proveedor B3.

1.10 Sean Ay B eventos tales que P(4)=0.5, P(B)=03y P(AnB)=0.1.
Calcular: P(AUB), P(A/B), P(A/B°), P(A"/AuB)y P(ANB/AUB).
1.11 Se lanza una moneda corriente tres veces.

Determinar el espacio muestral y un sigma algebra sobre dicho espacio muestral.

Si se definen los siguientes eventos:

E : alo mas salga una cara en los tres lanzamientos de la moneda.
F: por lo menos salgan dos sellos en los tres lanzamientos de la moneda.

Determinar los siguientes eventos:

a) E OUF
b) ENF
c) E°

d E-F

1.12 Sea Q ={1,2,3,...} y la medida de probabilidad definida por,

P{n})=p,= 1<%> n=1,2,3,..

Calcular la probabilidad de los eventos
a) E ={1,3,5}

b) E ={1,3,5,7,..}

¢) E ={2,4,6,8,...}

1

2
e
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