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Introducciéon

La probabilidad tuvo su génesis en los juegos de azar y suerte, los cuales podrian
tener una antigiiedad de mas de 40.000 afos; desde esa época primitiva, algunos
pueblos como los sumerios y asirios jugaban con un hueso denominado astragalo
extraido del taléon de animales mamiferos. Sin embargo, desde el punto de vista
matematico, el concepto de probabilidad empieza a generarse en el siglo XVII con los
trabajos de Pascal y se formaliza a inicios del siglo XIX en la concepcidn clésica de
probabilidad debida a Laplace; concepcién que con el trascurrir del tiempo se tornd
poco satisfactoria para los cientificos por sus escasas aplicaciones, lo que posibilitd
el surgimiento de otras como la frecuencial y la subjetiva. Solamente hasta el afio de
1933, Kolmogorov logra axiomatizar la teoria de la probabilidad.

La probabilidad es un campo de conocimiento que se constituyé en una de las
ramas de la matemaética en el siglo XX. Actualmente tiene inmensas aplicaciones y
repercusiones en el campo de la investigacion cientifica, en areas como ingenieria,
economia, finanzas, estadistica, fisica, genética, ecologia, comunicaciones, sociologia,
epidemiologia; y también en los negocios, la industria, la politica y la vida diaria de
la gente. Se consolida como un campo con grandes potencialidades para impulsar el
desarrollo de la ciencia y acrecentar la comprension sobre los fendmenos aleatorios
presentes en el complejo mundo en que vivimos.

Intuitivamente, la probabilidad estudia la medida de la posibilidad de que un evento
ocurra. De manera formal, involucra experimentos aleatorios, espacios muestrales,
eventos y medidas que, bajo ciertos axiomas, permiten calcular la probabilidad de que
un determinado evento pueda ocurrir. La teoria de la probabilidad es una herramienta
matematica Util para modelar una gran cantidad de fendmenos aleatorios que se
presentan en una variedad de problemas de la vida real que involucran cierto nivel
de incertidumbre, azar o riesgo; asi mismo, se requiere en el desarrollo de procesos
de simulacién y de proyectos de investigacion. Por su naturaleza, esta teoria presenta
altos niveles de abstraccion. A fin de posibilitar el acceso a ella y de contribuir con
el aprendizaje inicial de este tema necesario en el curriculo escolar, se ha escrito este
texto que conjuga lo intuitivo con lo formal.

Por cuanto cada dia, con gran vigor, la probabilidad influye en las actividades de la
vida cotidiana de la gente y se ha constituido en un elemento fundamental del método
cientifico, es urgente desarrollar contenidos de probabilidad dentro del curriculo



de matematicas desde el nivel de la educacion primaria y secundaria hasta el nivel
universitario, de manera que promueva la consolidacion de una cultura probabilistica
y la construccion del conocimiento cientifico. En este sentido, desde finales del
siglo XX, diversos organismos internacionales indicaron que la probabilidad habia
de considerarse como una de las “doce capacidades matematicas esenciales que los
futuros ciudadanos necesitarian para empezar el siguiente milenio” (National Council
of Supervisors of Mathematics -NCSM-, 1989).

Adicionalmente, el cdlculo de probabilidades es un tema de gran interés que se
incluye en diversas areas de la mayoria de las carreras universitarias y se recomienda
trabajar en los cursos de matematicas de los distintos grados de la educacion primaria,
secundaria y media (Ministerio de Educacion Nacional -MEN-, 2003). El conocimiento
probabilistico es un elemento necesario para desenvolverse en la sociedad actual;
en este sentido, el propdsito del presente texto es el de que un gran nimero de
profesionales, profesores, estudiantes del nivel preuniversitario y universitario y otras
personas interesadas en el tema, accedan a este tipo de conocimiento, amplien su
comprension y realicen un mejor analisis de la compleja realidad en que vivimos, en
la cual se conjuga lo aleatorio con lo determinista.

El material se ha disefiado teniendo en cuenta elementos de la llamada ensefianza
estratégica (Fly, 1987; Alvermann, 1998) y del conocimiento pedagégico del
contenido (Shulman, 1987), enfoques que extrapolados al campo que nos ocupa, se
constituyen en una alternativa para aprender a aprender probabilidad centrada en las
actividades cognitivas en las que se comprometen docentes y estudiantes, siendo ella
a la vez rol y proceso.

Las etapas de la ensefianza estratégica son: la preparaciéon para el aprendizaje, la
presentacion de los contenidos que se han de aprender y la aplicacién e integracion
de los nuevos conocimientos; dicha etapas se hacen visibles en cada capitulo. Se
recomienda iniciar con la lectura comprensiva de los contenidos, revisando los
ejemplos y desarrollando los ejercicios alli incluidos.

Solamente cuando el lector tenga claros los conceptos, es conveniente abordar la
seccidn que se encuentra al final de cada capitulo titulada Actividades para el estudio
independiente, cuya finalidad es la de aplicar e integrar los nuevos conocimientos. Al
finalizar el texto se presenta la informacion de retorno de las actividades del estudio
independiente, la cual se ha de utilizar para cotejar los procedimientos realizados y
resultados obtenidos por el lector y en especial cuando se hayan tenido dificultades en
la solucidn de las actividades propuestas; ademas, al final de cada capitulo se proponen
otros ejercicios sobre las tematicas estudiadas. Con esta metodologia también se
espera obtener mejores resultados tanto en pruebas internas como externas (SABER)
y contribuir en alguna medida con la disminucién de la desercién estudiantil.

El texto, que se ha titulado Elementos de probabilidad, apoyo al estudio independiente,
trata de forma intuitiva algunos conceptos basicos de probabilidad apoyados con
ejemplos y ejercicios; luego aborda de manera formal ciertos tépicos de probabilidad,
incluyendo un buen nimero de ejemplos y algunas demostraciones. El texto esti
dividido en cinco capitulos. En el primero se presentan los elementos conceptuales



requeridos para definir espacios de probabilidad; ademas se indican las propiedades
y axiomas que permiten hacer calculo de probabilidades tanto en espacios muestrales
de dimension finita como infinita. En el segundo se definen las variables aleatorias
y su distribucién de probabilidad, incluyendo el valor esperado y la varianza para
variables aleatorias discretas y continuas.

En el tercer capitulo se describen algunas distribuciones de probabilidad usuales y
se desarrollan algunas aplicaciones con ciertos modelos de probabilidad discretos y
continuos, y se hace un particular énfasis en la distribucién normal. Los tres primeros
capitulos del texto estan dirigidos a personas que se inicien en el tema de probabilidad,
tales como alumnos de la educacidn secundaria, los grados diez y once, profesores
y estudiantes de las diversas carreras del nivel universitario. El cuarto capitulo hace
referencia al tema de vectores aleatorios, incluyendo su funciéon de probabilidad
conjunta, marginal y condicional, el valor esperado, la matriz de covarianzas y de
correlacién, tanto para el caso continuo como para el caso discreto, y esperanza
condicional, entre otros. Este capitulo puede ser util especialmente para estudiantes de
matematicas, fisica e ingenieria o para aquellas personas que estén familiarizadas con
vectores, matrices e integrales. En el quinto capitulo se proporciona la informacioén de
retorno a las actividades de estudio independiente propuestas en los cuatro primeros
capitulos.

El presente libro se ha consolidado con el conocimiento probabilistico logrado por
los autores en su actividad académica como profesores universitarios en diversas
titulaciones, y de procesos de indagacion y acrecentamiento de tal conocimiento
requerido en el desarrollo de procesos de simulacién y de proyectos de investigacion
en los que han participado. El libro también aporta ejemplos y ejercicios que de
manera didactica facilitan el estudio independiente de los temas propuestos. Para
la comprension de este documento, el lector debe tener conocimientos basicos de
aritmética, conjuntos, calculo diferencial e integral y algunos elementos de vectores y
matrices. Es oportuno aclarar que los graficos presentados a lo largo del escrito fueron
elaborados por los autores utilizando el software libre R. Algunas actividades y
ejercicios que se proponen al finalizar cada capitulo fueron adoptados de Valdivieso
(2010). En dltimo término, y como es admisible que este texto pueda tener errores,
seria muy importante hacerlos conocer dentro de un ambiente académico y critico
que permita corregirlos oportunamente.






1
ELEMENTOS CONCEPTUALES SOBRE
PROBABILIDAD

Inicialmente, el concepto de probabilidad estuvo asociado con los juegos de
azar, las creencias religiosas y aspectos filosoficos que predominaron hasta el
siglo XV. Luego paulatinamente se fue dando un tratamiento matematico al
azar con los trabajos de Tartaglia, Cardano, Galileo, Pascal, Fermat y
Huygens, relacionados con problemas de juegos y apuestas. A finales del siglo
XVII y durante el siglo XVIII con la participacion de matematicos como
Bernoulli, De Moivre, Bayes y Laplace se planted la concepcion clasica de
probabilidad (Hacking, 1975; Belhouse, 1993, 2004). Con el trascurrir del
tiempo, esta concepcion se tornaria poco satisfactoria para los cientificos por
sus escasas aplicaciones y se plantearian otras alternativas como la concepcion
frecuencial ya abordada por Bernoulli en su obra Ars Conjectandi escrita en
1713 y luego tratada por Von Mises (1928) o la concepcion subjetiva
originada en los trabajos de Bayes (Vasquez, 2014).

Sin embargo, en el afio de 1933, el matematico Kolmogorov axiomatiz6 la
teoria de la probabilidad , quien decantd los trabajos de Caratheodory, Fréchet
y Borel y us6 la teoria de la medida para dicho propoésito (Khrennikov, 2014).
Hoy la probabilidad es una teoria matematica que tiene multiples aplicaciones
en distintos campos del conocimiento humano. La teoria de probabilidad se
puede entender como un conjunto de axiomas que posibilitan el disefio de una
o varias formas de calcular numéricamente la posibilidad de que un suceso
ocurra. Para este propodsito es conveniente definir experimentos aleatorios,
espacios muestrales, eventos y espacios de probabilidad sobre los cuales sea
posible calcular probabilidades para determinados eventos. En este capitulo se
proporcionan y ejemplifican los conceptos basicos que se deben abordar en un
curso inicial de probabilidad.
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1.1 Conceptos usuales en probabilidad

En este apartado, se presentan los conceptos de experimento aleatorio, espacio
muestral y eventos; asi mismo, se indican ejemplos alusivos a fin de orientar al
lector hacia el desarrollo de las actividades de estudio independiente.

1.1.1 Experimento aleatorio

Un experimento aleatorio es aquel en el cual a priori o de antemano no se puede
determinar el resultado del experimento (Lindgren, 1993; Blanco, 2004). En el
presente texto, un experimento aleatorio se denotara con .

Ejemplo 1.1 €. se ha extraido de manera fortuita un articulo del estante de un
centro comercial a fin de comprobar si este resultard o no con el peso que se
anuncia en su etiqueta; antes de pesarlo no se puede anticipar si tendra o no el
peso anunciado; es decir, no es posible anticipar cudl sera el resultado exacto
que se va a obtener, pero s? se podria establecer el conjunto de los posibles
resultados.

Ejemplo 1.2 &: un partido de fatbol debe decidirse con lanzamientos desde el
punto de penalizacion y el ultimo jugador esta listo para lanzar. Pedro considera
que el jugador convertira su lanzamiento en gol, mientras que Juan cree que no;
de antemano no se puede garantizar cual sera el resultado que se va a obtener.

Ejemplo 1.3 €. se lanza un dado justo una vez cuyas caras estan marcadas con
una cantidad de puntos correspondientes a los niumeros 1, 2, 3, 4, 5, y 6. Rosa
considera que el dado mostrara cinco puntos en su cara visible hacia arriba y
sus amigos creen que resultaran las otras cantidades de puntos. Una vez mas, no
se puede establecer en cual cara del dado apuntara hacia arriba, pero se podria
establecer el conjunto de los resultados posibles.

1.1.2 Espacio muestral
Sea € un experimento aleatorio, al conjunto de todos los posibles resultados de
€ se le denomina el espacio muestral del experimento. El espacio muestral se

denota con Q (Lindgren, 1993; Blanco, 2004).

Ejemplo 1.4 E: Se selecciona al azar una unidad del producto A para analizar
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si resultara defectuosa o no. El espacio muestral estard conformado por dos
resultados:

Q ={d,n}

donde d representa que la unidad escogida resulté defectuosa y n no defectuosa.

Ejemplo 1.5 €: se realizara una prueba psicolégica a una persona escogida
al azar para determinar si presentara un coeficiente intelectual bajo (cib), si es
normal (cin) o si resultard con un coeficiente intelectual alto (cia), entonces el
conjunto de posibles resultados esta dado por:

Q ={a,n,b}
En este ejemplo, se ha simbolizado con a un coeficiente intelectual alto, con n

en la eventualidad de que resulte normal y con 4 un coeficiente intelectual bajo.

Ejemplo 1.6 T: se observa el numero de personas que posiblemente transiten
por un puente peatonal peligroso por dia en la ciudad de Bogota. El espacio
muestral es,

0={0,123,...}

Ejemplo 1.7 €: se desea determinar el nimero de clientes que llegan a la cola
de una entidad financiera por hora en la ciudad de Cali. El espacio muestral es:

0={0,123,...}

Ejemplo 1.8 €: duracion (en tiempo continuo) de una bombilla eléctrica de la
marca T. El espacio muestral es:

Q ={rxe R:x>0}

donde x es el tiempo de duracion de la bombilla mencionada y R es el conjunto
de los nimeros reales.

Ejemplo 1.9 €: se seleccionan aleatoriamente tres articulos de un proceso
productivo para analizar si resultaran defectuosos o no defectuosos. El
correspondiente espacio muestral es:

Q ={ddd,ddn,dnd,dnn,ndd,ndn,nnd,nnn}

donde d: articulo defectuoso, n: articulo no defectuoso.
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Con frecuencia, para obtener el espacio muestral se recurre a la elaboracion de un
diagrama de arbol, el cual es una representacion grafica que permite visualizar
los posibles resultados del experimento aleatorio (Chernoff y Zazkis, 2011). La
Figura 1.1 posibilita la determinacion del espacio muestral correspondiente al
experimento de seleccionar tres articulos de un proceso productivo para analizar
si son defectuosos o no defectuosos.

d<n<ij
i
n<n<d

n
Figura 1.1 Diagrama de arbol

El anterior diagrama de arbol también puede dibujarse con las ramas hacia arriba
o con las ramas hacia abajo, obteniéndose los mismos ocho resultados posibles.

Ejemplo 1.10 €. se lanzan dos dados justos (no cargados) simultineamente,
Jcuantos y cuales resultados son posibles? Hay 36 resultados posibles, el
espacio muestral es el siguiente:

(L,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
Q=1(3,1)(3,2)(3,3) (3,4) (3,5) (3,6) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
Retomando los ejemplos 1.1, 1.2 y 1.3 sus correspondientes espacios muestrales
son:
Q ={si tiene el peso anaunciado, no tiene el peso anunciado} = {s,n}
Q ={si hace gol, no hace gol} = {s,n}
O={l2343,6}
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1.1.3 Clases de espacios muestrales
Sea € un experimento aleatorio y Q) el espacio muestral correspondiente al

experimento &, el espacio muestral ) se llama discreto si () es un conjunto finito
o numerable. El espacio muestral Q se denomina espacio muestral continuo si Q
es un conjunto infinito no numerable (Lindgren, 1993; Blanco, 2004).

Los ejemplos 1.3, 1.4, 1.5, 1.9y 1.10 corresponden a espacios muestrales finitos
y los ejemplos 1.6 y 1.7 a espacios muestrales infinito numerables o contables;
en consecuencia, los mencionados ejemplos son espacios muestrales discretos.
El ejemplo 1.8 corresponde a un espacio muestral continuo por tratarse de un
conjunto infinito no numerable o no contable.

1.1.4 Concepto intuitivo de evento

Sea € un experimento aleatorio y € su espacio muestral, de manera intuitiva,
un subconjunto E de Q para el cual se pueda asignar una medida numérica
de su posibilidad de ocurrencia se denomina evento. Es de anotar que no todo
subconjunto de un espacio muestral es un evento (Kolmogoérov, 1956). Los
eventos se denotan con letras mayusculas.

Ejemplo 1.11 Utilizando el experimento aleatorio mencionado en el ejemplo
1.9, cuyo espacio muestral es:

Q ={ddd,ddn,dnd,dnn,ndd,ndn,nnd,nnn}
Se determinan los siguientes eventos:
E:alo mas resulte un articulo defectuoso.

E ={dnn,nnd,ndn,nnn}

F': como minimo un articulo resulte no defectuoso.

F ={ddn,dnd,dnn,ndd,ndn,nnd, nnn}

G': como maximo tres articulos resulten defectuosos.

G ={ddd,ddn,dnd,dnn,ndd,ndn,nnd,nnn} =0
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Cuando un evento resulta igual al espacio muestral se lo denomina evento
seguro, tal como ocurre con el evento G.

H: como minimo cuatro articulos resulten no defectuosos al seleccionar
aleatoriamente tres articulos de un proceso productivo.

H={}=0¢

Cuando un evento resulta vac?o se llama evento imposible, tal como ocurre con
el evento H.

[: como minimo tres articulos resulten defectuosos
I ={ddd}

Ejemplo 1.12 Utilizando el siguiente espacio muestral:

(1,1 (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
Q=1(3,1)(3,2)(3,3) (3,4) (3,5) (3,6) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Determinar los siguientes eventos para los cuales:

E: la primera componente resulte un nimero par mayor que dos
E={(4,]) (4.2) (4.3) (4.4) (4.5) (4,6) (6.1) (6.2) (6.3) (6:4) (6.5) (6.6)}

F: la primera y la segunda componente de cada pareja resulten ser numeros
pares

F={(2.2) 24) (2,6) (4.2) (44) (4,6) (6.2) (6:4) (6,6)}
G: la primera y la segunda componente de cada pareja resulten ser nimeros
pares e iguales
G={(22) (4.4 (6,6)}
H: la primera y la segunda componente de cada pareja resulten ser iguales
H={(1,1) (22) 3.3) (4.4) (5,5) (6.6)}

J: la primera sea igual a siete veces la segunda componente
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J={}

1.2 Concepcion axiomatica de probabilidad

El tratamiento axiomatico de la probabilidad se inicia en la primera década del
siglo XX con los aportes de Baire, Caratheodory, Lebesgue, Fréchet y Borel
utilizando elementos de la teoria de la medida y la teoria de conjuntos, luego
Kolmogorov escribi6 su libro “Fundamentos de la teoria de la probabilidad”
(Grundbegriffe der Wahrsecheinlichkeitsrechnung) publicado en 1933, en
el cual se define de manera rigurosa el concepto de probabilidad tanto para
espacios de dimension finita como infinita. A continuacion, se mencionan los
axiomas de la teoria de la probabilidad en el sentido de Kolmogorov (1956):

Axioma 1: los eventos forman un O — algebra 3; es decir, una clase cerrada
respecto de las operaciones de union, interseccion y complemento de conjuntos
numerables de eventos y del limite de sucesiones de eventos, o sea,

o0

a) Si E;€3, j=12,.. entonces UE, €3

=l
b) Si E;€3, j=12,... entonces NE€es, y LimE €3
J= e
Axioma 2: Q €S

Axioma 3: asociado a cada evento E € S , existe un numero real no negativo,
P(E), al que se denominara probabilidad de ocurrencia del evento E

Axioma 4: la probabilidad de que ocurra al menos uno de los eventos incluidos
en el espacio muestral es igual a uno, P(QQ) = 1

Axioma 5 (de aditividad): sean E; y E, eventos incompatibles, es decir, tales
que no pueden presentarse en forma simultanea (£, N E, = ¢ ), entonces se
verifica que,

P(E, U E,)= P(E)) + P(E,)

Axioma 6 (teorema de continuidad): Dada una sucesion mondtona de eventos
E c E., i=123,.., entonces se verificara que 1:{722 P(E;) =P(1;£’Z.7 E)

En este apartado se desglosan y ejemplifican los elementos asociados con el
concepto de probabilidad desde el enfoque axiomatico, entre ellos, el concepto
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de sigma algebra espacio medible y eventos, medida de probabilidad y espacio
de probabilidad incluyendo algunas propiedades.

1.2.1 El concepto de sigma dlgebra

El concepto que se indica a continuacion involucra los axiomas 1 y 2 de
Kolmogorov. Sea Q #®. Una familia 3 de subconjuntos del espacio muestral
Q) se denomina un sigma (0) algebra sobre (), si se cumplen los siguientes
axiomas:

)Qe3
ii) Si E€ 3 entonces E‘€ 3

iii) Si E|,E,,....€ 3 entonces UE. 3

J=1

Ejemplo 1.13 Sea € ={s,n} un espacio muestral, las colecciones de
subconjuntos de Q siguientes son O — algebras:

3 ={¢,0Q}
s,={¢. {s}. {n}. Q}

A la familia de subconjuntos de Q) denotada con 3, y conformada por el evento
imposible y el evento seguro se le denomina O — élgebra trivial.

A la coleccion 3, correspondiente al conjunto de partes de Q se le llama O —
algebra total y se constituye en el O — algebra mas grande que se puede construir

sobre Q).

La coleccion:

3, ={(¢), {s}, Q} no es un 0 — algebra sobre Q, puesto que {s}cz {n} e 3,
Ejemplo 1.14 Sea Q ={cc, cs, sc, ss} el espacio muestral conformado por
todos los resultados posibles al lanzar una moneda dos veces, exceptuando que

caiga de filo, donde s: sello c: cara. Las colecciones de subconjuntos de Q
siguientes son O — algebras:
3, ={¢, Q}

3,= {qb,{cc},{cs,sc, ss}, Q}
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3,= {q),{cc, st {sc,ss}, Q}
3,= {¢,{cc, cs,sc} {ss}, Q}

(b,{cc} ,{cs} ,{sc} ,{SS} ,{cc, cs} ,{cc, sc} ,{cc, ss} ,
3,.= {cs,sc}{es,ss}{sc,ss} {ce,cs,sc} {ce, s, 55},

{cc, sc, ss} ,{cs, sc, ss} ,{cc, cs, sc, ss}

La familia de subconjuntos de Q que se indica a continuacion,
3, ={(b,{cc,cs},{ss}, Q}

no corresponde a un 0 —algebra sobre €, puesto que

{ss} ={cc,cs,sc} &3,

{ce,es} ={sc,ss} & 3.

Un 0 — algebra muy importante para luego definir variables aleatorias reales es
el 0 — algebra de Borel, la cual corresponde a la menor O — dlgebra definida
sobre el espacio muestral QQ =R que contiene a todos los intervalos de la forma
(—oo,x] con x€ R, se denota con B (Blanco, 2004).

1.2.2 Espacio medible y eventos

Sea Q # @ y Sun G — algebra sobre Q, la pareja (Q, ) se denomina espacio
medible. De manera formal, a los elementos del O — algebra 3 se les llama
eventos. A continuacion se mencionan algunas operaciones con eventos y se
caracterizan algunos de ellos.

1.2.2.1 Operaciones con eventos

Si 3 es un O — algebra sobre Q, E y F son eventos de 3 entonces se pueden
definir los siguientes eventos:

i) EVU F esun evento de 3 que indica que £ o F, o ambos ocurren.
ii) E N F es un evento de 3 que indica que £ y F ocurren a la vez.

iii) E© es un evento de 3 que indica que no ocurre F.
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iv) E-F es un evento de 3 que indica que £ ocurre pero F no ocurre.

v) EAF=(E-F)U(F-E) es un evento de 3 que indica que sucede E o sucede
F pero no ocurren los dos a la vez.

Ejemplo 1.15 Sea el espacio muestral del ejemplo 1.11, conformado por los
siguientes resultados:

Q ={ddd, ddn, dnd, dnn, ndd, ndn, nnd, nnn}

Sea, 3 ¢l sigma algebra correspondiente al conjunto partes de €, entonces se
pueden definir los siguientes eventos:

E: que a lo mas resulte un articulo defectuoso.

E={dnn, nnd, ndn, nnn}
Entonces,

E°=1{ddd, ddn, dnd, ndd}

F': que como minimo un articulo resulte no defectuoso.

F={ddd, dnd, dnn, ndd, ndn, nnd, nnn}
Ademas,
Fe={ddd}

A continuacion se determinan los siguientes eventos:

i) EUF = {ddd, dnd, dnn, ndd, ndn, nnd, nnn}
ii) ENF = {dnd, nnd, ndnn, nnn}

iii) E° = {ddd, ddn, dnd, ndd}

iv) E-F {}

v) E-F={ddn, dnd, ndd}

vi) E U F‘={dnn, nnd, ndn, nnn, ddd}

vii) EAF =(E —F)U(F —E)={ddn, dnd, ndd)}
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1.2.2.2 Eventos mutuamente excluyentes

Si 3 esun O — algebra sobre Q, E y F son eventos de 3 entonces se dice que £
y F son mutuamente excluyentes si ENF =¢.

Ejemplo 1.16 El espacio muestral que contiene los posibles resultados de
analizar si la asignatura de Estadistica sera aprobada o reprobada por dos
estudiantes es,

Q ={aa, ar, ra, rr}

Donde a: aprobar la asignatura de estadistica, 7: reprobar la asignatura de
estadistica.

Ahora, sea, 3 el sigma algebra correspondiente al conjunto partes de Q, se
definen los eventos:

E: por lo menos los dos estudiantes aprobaran la asignatura de estadistica.
F: por lo menos los dos estudiantes reprobaran la asignatura de estadistica.

Los eventos anteriores estdn conformador por los siguientes resultados:
E={aa}
F={rr}

Luego, se cumple que:
g ple q EﬁF={ }=¢)

En consecuencia, se concluye que los eventos £ y F son eventos mutuamente
excluyentes.

1.2.3 Medida de probabilidad

El concepto que se indica en seguida involucra los axiomas 3, 4, 5y 6 de
Kolmogorov.

Sea (€, 3) un espacio muestral medible y una funcién de conjunto,

P:3—>R
Tal que:

i) P(E)=0 paratodo E€ 3
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ii) P(Q)=1.

iii) Si E,,E,,.... es una sucesion de eventos en 3 tales que £, NE; = ¢ para
todo i # jentonces,

P @ E> =21P (£,)

La funcion P se llama una medida de probabilidad sobre el espacio muestral
Q. A la tripleta ordenada (QQ, 3, P) se le denomina un espacio de probabilidad
sobre Q.

1.2.3.1 Propiedades de una medida de probabilidad

Las propiedades se indican a continuacion basan en lo expuesto por Lindgren
(1993) y su comprobacion es una version dada por los autores del presente texto.

Sea (QQ, 3, P) un espacio de probabilidad sobre Q, entonces:

i) Paratodo E € 3 se cumple que P(E°)=1-P(E).

ii) P(P)=0 .

iii) Paratodo E,Fe3, P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENnF).

iv) Si E,Fe3 y Ec Fentonces P(E)< P(F).

v) St P(E)=0 entonces P(ENF)=0.

vi) P(EY=P(ENnF)+P(ENF°).

vii) Para E,F € 3 se cumple que, P(ENF)<P(EUF)< P(E)+P(F).
viii) St E,F € 3y E c Fentonces P(F —E)=P(F)—-P(E).

ix)Si E,..E, €3y ENE, =¢ para todo i # j entonces,
P(UE) =Y P,
(Ue) =5 e

Es conveniente sefialar que en las anteriores propiedades reposa el denominado
calculo de probabilidades.
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1.2.3.2 Comprobacion de propiedades

i) Paratodo E € 3 se cumple que P(E°)=1-P(E)

Como E y E° son eventos mutuamente excluyentes, se puede escribir que:
Q=FEUE*
1=P(Q)=P(EUE‘)=P(E)+P(E°)
1=P(E)+P(E°) .

De la anterior expresion resulta que:
P(E°)=1-P(E)

ii) P(P) = 0

Puesto que,

QC

<
I

aplicando la parte i) resulta,
P(®) =P(Q°) =1-P(Q) =1-1=0
iii) Paratodo E,F €3 se cumple que,
P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENnF)
En efecto, como E—F y ENnF son eventos mutuamente excluyentes, tales
que

E=(E-F)U(ENnF)
entonces,

a) P(E)=P(E-F)+P(ENF)

Implica que,

P(E)-P(ENF)=P(E-F)

Ademas FF—E y ENF son eventos mutuamente excluyentes, tales que
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F=(F-E)U(ENF)
Entonces,

b)P(F)=P(F-E)+P(ENF)
Implica que,

P(F)-P(ENF)=P(F -E)

Pero E-F, F—-E y EnF son eventos mutuamente excluyentes, entonces
EOF=(E-F)U(F-E)U(ENF)
¢)P(EUF)=P(E-F)+P(F-E)+P(ENF)

Utilizando los resultados de la parte derecha en a) y b) se tiene que ¢) se
transforma en:

P(EUF)=P(E)-P(ENF)+P(F)-P(ENF)+P(ENF)

Finalmente, simplificando resulta,
P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENF)

iv) Si E,F €3 y E c F entonces P(E)< P(F)

Puesto que £ — F', loseventos £ y F —E son mutuamente excluyentes, tales
que

F=EU(F-E)
P(F)=P(E)+P(F - E)

Pero P(F—E) >0, luego la igualdad anterior es equivalente con:

P(F)> P(E)

es decir,
P(E)< P(F)

v) Si P(E)=0 entonces P(ENF)=0
EnFcFE
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P(ENF)<P(E)=0

pero
P(ENF)=0
entonces,
0<SP(ENF)Z0
Lo anterior implica que,
P(ENF)=0

vi) P(EY=P(ENF)+P(ENF°)
Como E-F y ENF son eventos mutuamente excluyentes, tales que
E=(EnF)U(E-F)
P(EY=P(ENF)+P(E-F)

por propiedades de los conjuntos, se tiene que E—F = ENF° y reemplazando
en la expresion anterior, resulta:

P(EY=P(ENnF)+P(ENF")
vii) Para E,F € 3 se cumple que,
P(ENF)XP(EUF)XP(E)+P(F)

Puesto que,
(ENnF)c(EUF)

a) P(ENF)<P(EUF)

Pero,
P(EOF)=P(E)+P(F)-P(ENnF)

como
P(ENF)=0

P(EUF)< P(E)+ P(F)
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Sustituyendo en a) se obtiene:
P(ENnF)XP(EUF)XP(E)+P(F)
viii) Si E,F €3 y E < F entonces P(F —E)=P(F)—-P(E)

Debido aque si £ — F',los eventos £ y F —E son mutuamente excluyentes,
entonces,

F=EU(F-E)
P(F)=P(E)+P(F —E)
P(F)-P(E)=P(F-E) .

ix)Si E,,...E, €3y E,NE, =¢ paratodo . = ; entonces,
P<L=J1E> = Zl P(g)
Por la propiedad iii) de los axiomas de medida de probabilidad, se cumple que,
P E =) P\E
(Us)=5r)

Como por hipétesis, E,,...,E, € 3y E;NE, = paratodo :  , , considerando
E,1+1=(P,En+2=qb,_,_ €3 l‘esulta,

P<L=J1E> =P<QE> =§P(E,~)=ZP(E,-)

1.2.3.3 Ley de Probabilidad total

Si {E n }:;1 es una sucesion de eventos mutuamente excluyentes dos a dos, tales
que la union de ellos es igual al espacio muestral Q entonces la mencionada
sucesion se denomina una particion del espacio muestral. En este caso para el
evento F € 3, la probabilidad total de que ocurra F' se calcula de la siguiente
manera,

P(F) = iP(F NE,)

n=1
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1.3 Concepcion clasica de probabilidad

Una primera aproximacion al concepto de probabilidad se hace en el libro titulado
Ars Conjectandi, as? (Bernoulli, 1968),

La probabilidad de un evento es la razon del numero de casos igualmente
probables que lo favorecen entre el niumero total de casos posibles
igualmente probables bajo las circunstancias.

Afos mas tarde, este concepto fue formalizado por el matematico De Moivre,
ampliado y afinado por Laplace (1985/1814), p. 28) para luego plasmarlo en la
siguiente definicion, conocida como probabilidad clésica:

La probabilidad de un suceso que puede ocurrir en un namero finito
de resultados es una fraccion con denominador el nimero de todos los
casos posibles y con numerador el nimero de casos favorables al suceso
de interés.

La mencionada cita, se puede interpretar de la siguiente forma: la probabilidad
de un evento o suceso que puede ocurrir solamente en nimero finito de modos
se define como el cociente entre el nimero de casos favorables y el nimero de
casos posibles, siempre y cuando todos los resultados posibles sean igualmente
probables o equiprobables; es decir tengan la misma verosimilitud (Alexander y
Kelly, 1999). Este concepto ha presentado un reducido nimero de aplicaciones
debido a que exige contar con un conjunto finito de resultados posibles
verosimiles; es decir, el concepto de equiprobabilidad es inaplicable a espacios
muestrales de dimension infinita en la medida que la suma infinita de constantes
asi sean muy pequefias no serd igual a 1.

Hoy el concepto de probabilidad clésica es un caso particular de la concepcion
axiomatica; en consecuencia es posible definir los denominados espacios de
probabilidad laplacianos como se indica a continuacion.

Un espacio de probabilidad (QQ, 3, P) se denomina espacio de probabilidad
laplaciano, si Q # ¢ es finito, el 0 — algebra 3 es igual al conjunto partes de Q,

esdecir 3 =0 (Q)y P(wW) =— =—— para todo punto We Q
2 (Q)y P(w) 1) #Qp p

La medida de probabilidad P se llama distribucion laplaciana en Q.

Ahora, si (Q, 3, P) esun espacio de probabilidad laplacianoy E < Q, entonces,
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|E| Cardinal de E

P(E) =P<U{w}>=z 1A

wek . Q| | | N Cardinal de Q)

En este contexto, si |E | representa el nimero de casos favorables al evento £ y
si |Q| es el nimero de casos posibles, entonces,

P(E) = Numero de casos favorables al evento E.~ #E
Numero de casos posibles #Q

La anterior expresion recoge la definicion dada por Laplace.

Ejemplo 1.17 Se compran tres articulos, uno después de otro, los cuales pueden
resultar defectuosos o no defectuosos, el espacio muestral esta formado por los
siguientes resultados:

Q ={ddd,a’dn,dnd,dnn,ndd,ndn,nnd,nnn}

Ahora, sea, 3 el sigma algebra correspondiente al conjunto partes de Q, se
definen los siguientes eventos:

E : que alo mas salga un articulo defectuoso entre los tres articulos comprados.
F: que a lo més salgan dos articulos no defectuosos entre los tres articulos
comprados.

Los eventos anteriores se pueden expresar de la siguiente forma:

E ={dnn,ndn,nnd,nnn}

F ={ddd,ddn,dnd ,dnn,ndd ,ndn,nnd}

numero de casos favorables al evento E =~ 4 1
numero de casos posibles 8 2
7
P(F) =—
(F) i
Otros resultados son:
P(E°)=1-P(E) —l—l—l
2 2
7 1
P(F)=1-P(F)=1-—=—
(F°) (F) 23
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Como ENF = {dnn,ndn,nnd} entonces

P(EmF):%

P(EUF)=P(E)+P(F)-P(E NnF) :%+%—§:1
Debido a que £ —F ={nnn} entonces,
P(E~F)=~
8
Puesto que F —E ={ddd,ddn,dnd,ndd} entonces,
P(F-E)=2
8
Ejemplo 1.18 Si P(E)=0.55, P(F)=0.58 y P(EnF)=0.24, entonces:
P(EUF)=? P(E)=? P(F‘)=? P(E—F)=?
Puesto que,
P(EUF)=P(E)+P(F)-P(E NF)
P(EUF)=0.55+0.58-0.24=0.89
P(E)=1-P(E)=1-0.55=0.45

P(F)=1-P(F)=1-0.58=0.42
Como P(E—F)=P(ENnF°) y usando la propiedad vi) de una medida de
probabilidad: P(E)=P(ENF)+P(ENF)resulta que,
P(E-F)=P(E)-P(ENnF)=0.55-0.24=0.31

1.4 Probabilidad condicional

Sea (QQ, 8, P) un espacio de probabilidad sobre Q y sea F' un evento en 3 talque
P(F)>0, sea E un evento en 3 entonces la probabilidad de E una vez ha
sucedido F' esta dada por (Lindgren, 1993),

P(ENF)

P(E/F) = )
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A la anterior expresion se le denomina probabilidad condicional de £ dado F .
Notese que si En F=¢ entonces P(E/ F)=0.El reciproco no es cierto.
De la definicion de probabilidad condicional se tiene que,

P(E N F)=P(E/F)P(F)

A la expresion anterior se le llama regla de multiplicacion para eventos
dependientes.

Ahora, si E,,...,E, €3 con P(E,"E, n..NnE _,)>0 entonces
P(E; N EyN..0E,)=P(E\)P(Ey | E\)P(Ey | E{NE,)..P(E, | E,EyN\..E, _|)

En los ejemplos que se proporcionan a continuacion, se asume que se esta
trabajando en el contexto de un espacio de probabilidad.

Ejemplo 1.19 El siguiente ejemplo se ha adaptado de Feller (1993). La
licitacion enviada por la compaiiia JJ para la construccion de un edificio en la
ciudad C, sera estudiada por la Junta Directiva del departamento de planeacion
de dicha ciudad para su revision y posible adjudicacion. La probabilidad de que
la licitacion sea estudiada es de 0.94, la probabilidad de que la licitacion sea
estudiada y adjudicada es de 0.84. ;Cual es la probabilidad de que la licitacion
sera adjudicada dado que fue estudiada?

Para realizar el calculo de dicha probabilidad, se definen los siguientes eventos:
E : lalicitacion sera adjudicada a la compaiiia JJ.
F: la licitacion sera estudiada por la Junta Directiva, entonces P (F)= 0.94.

ENnF=FnE: La licitacion serd estudiada y adjudicada, entonces

P(ENF)=0.84

P(ENF) 0.84
P(F)  0.94

La probabilidad de que la licitacion presentada por la compaiiia JJ sea adjudicada

dado que fue estudiada por la Junta Directiva del departamento de planeacion de
la ciudad C es de 0.8936, es decir del 89.36%.

P(E/F)= =0.8936
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Ejemplo 1.20 Laprobabilidad de que el proyecto H haya resultado bien planeado
es del 0.92, la probabilidad de que dicho proyecto haya sido bien planeado y que
sera bien ejecutado es del 0.81, ;cual es la probabilidad de que ese proyecto sera
bien ejecutado, dato que resultd bien planeado?

A fin de lograr el calculo de la probabilidad requerida, se definen los siguientes
eventos:

E : el proyecto H sera bien ejecutado.
F: el proyecto H result6 bien planeado, entonces P ¢ )= 0.92.

ENF=FnNE: el proyecto H resultd bien planeado y serd bien ejecutado,
entonces p(E ~ F) =0.81

Luego, P(EAF) 081

P(F) 092

P(E/F)= =0.8804

Por lo tanto, la probabilidad de que el proyecto H sera bien ejecutado, dado que
result6 bien planeado es de 0.8804, es decir del 88.04%.

1.5 Eventos independientes

Sea (QQ, 3, P) un espacio de probabilidad sobre Qy sean F, E eventos en 3 tal
que P(F)>0, E y F son eventos (estadisticamente) independientes si

P(E/F)=P(E)
Lo anterior indica que la ocurrencia de F en nada afecta a la probabilidad de
ocurrencia del evento E (Lindgren, 1993). Notese que si P(E)>0y E y F
son independientes entonces 'y E son independientes.
Como en general se cumple que,

P(E  F)=P(E/F)P(F)

entonces reemplazando P(E/F)= P(E) en la anterior igualdad resulta la
denominada ley de multiplicacion para eventos estadisticamente independientes.
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P(E N F)=P(E)P(F)
La anterior expresion se denomina ley de multiplicacién para eventos
independientes.
1.6 Teorema de Bayes

Sea (€, 3, P) un espacio de probabilidad sobre Q y sean F, E eventos en 3
tales que P(E) >0, P(F) >0 entonces (Canavos, 1988):

~ P(F/E)P(E)
" P(F/E)P(E)+ P(F/E‘)P(E®)

P(E/F)

Utilizando el concepto de probabilidad total se puede escribir:
P(F)=P(F/E)P(E)+P(F/E)P(E)

por lo tanto,

P(F/E)P(E)

P(E/F)= )

1.6.1 Consecuencia del teorema de Bayes

Sea E|, E,,...una particion de Q con P(E,) >0 para todo n, entonces para todo
F evento de 3 tal que P(F) >0 se cumple que,

P(F | E)P(E)

P(E,/ F)=—

> P(FIE)P(E)

i=1

Ejemplo 1.21 Una empresa productora del articulo TT tiene tres puntos de
produccion A, B, C, donde el 65% de las unidades del articulo TT se produce
en el punto A, el 20% en el punto B y el 15% en el punto C. Por circunstancias
de mantenimiento de sus maquinas se estan produciendo algunas unidades del
articulo TT defectuosas. Sin embargo, el 90% de las unidades del producto
que provienen de A resulta de buena calidad, el 75% de las que provienen
de B es de buena calidad y el 60% de las que provienen de C es de buena
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calidad, si se selecciona aleatoriamente una unidad del producto TT, ;cual es
la probabilidad de que resulte de buena calidad? Determinar la probabilidad
de que si la unidad result6 de buena calidad haya sido producida en el punto
C. (cudl es la probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del
articulo TT resulte de no buena calidad? Determinar la probabilidad de que si la
unidad result6 de no buena calidad haya sido producida en el punto B

Se definen los siguientes eventos:

E :la unidad del articulo TT seleccionada aleatoriamente resultara de buena
calidad.

A :unidades del articulo TT producidas en el punto A.
B :unidades del articulo TT producidas en el punto B.
C :unidades del articulo TT producidas en el punto C.

P(E)= P(E/ A)P(4)+ P(E/ B)P(B)+ P(E/C)P(C)
P(E) = (0.9)(0.65)+(0.75)(0.2) + (0.6)(0.15)
P(E)=0.585+0.15+0.09 = 0.825

La probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del articulo TT
resulte de buena calidad es de 0.825 o del 82.5%.

B P(E/C)P(C)
" P(E/A)P(A)+ P(E/B)P(B)+ P(E/C)P(C)

P(C/ E)

(0.6)(0.15) _ 0.09

P(C/ E)= =
( ) 0.825 0.825

=0.109

La probabilidad de que si la unidad result6 de buena calidad haya sido producida
en el punto C es de 0.109 o del 10.9%.
Ahora se define el siguiente evento:

F :launidad del articulo TT seleccionada aleatoriamente resultara de no buena
calidad.

P(F)=P(F | A)P(A)+ P(F | BYP(B)+ P(F ] C)P(C)
P(F) = (0.1)(0.65) +(0.25)(0.2) + (0.4)(0.15)
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P(F)=0.065+0.05+0.06 =0.175

Por lo tanto, la probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del
articulo TT resulte de no buena calidad es de 0.175 o del 17.5%.

P8/ F)= P(F/ B)P(B)
P(F | A)P(A)+ P(F | BYP(B) + P(F / C)P(C)
pB) )= 02902 005 oo,

0.825  0.175

Luego, la probabilidad de que si la unidad result6 de no buena calidad haya sido
producida en el punto B es de 0.2857 o del 28.57%.

1.7 Espacios no laplacianos

Cuando se tiene incertidumbre total frente al problema que se esta estudiando,
resulta razonable asignar la misma probabilidad a cada uno de los puntos
muestrales de Q), particularmente cuando el espacio muestral es finito.

Ejemplo 1.22 €: se hace girar una ruleta dividida en dos sectores circulares
desiguales pintada con los colores amarillo y rojo. El espacio muestral asociado
es,

Q={a, r}

donde a :la ruleta sefialara el color amarillo, 7 : la ruleta sefialara el color rojo.
Tomando como referencia el sigma algebra dada por

3 =p (@ ={p{a}.{r} {a.r}}
se puede definir la siguiente medida de probabilidad.:

P:3—>R
Tal que

P({a}) =p, =0 y P({r}) =p, =0
Entonces se debe cumplir que:

i) P(Q) =1
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2
ii) Zpl.:l,esdecirque p+p,=1

i=1

En este caso no es adecuado asumir que p, = p, =0.5; aqui ya no tiene sentido
trabajar bajo equiprobabilidad o total incertidumbre, puesto que se trata de un
ejemplo sobre un espacio no laplaciano.

Para cada uno de los giros de la ruleta, se tendrd que p, # p,, pudiéndose tener
por ejemplo que:

p, =03y p,=0.7
p,=02y p,=038
En otro caso, puede suceder por ejemplo que p, =9p, con lo cual resulta que:

ptp,=9p,+p, =1

Entonces,
p, =09y p,=0.1

En esta misma direccion, se pueden presentar infinidad de casos dependiendo
de qué tan desiguales sean los dos sectores que conforman el circulo de la ruleta.
Es decir, hay infinidad de valores que pueden asumir p, y p, de tal forma que

p+p, =1

Es importante tener en cuenta que el concepto de equiprobabilidad solo puede
tener sentido en espacios de probabilidad finitos.

1.8 Espacios de probabilidad discretos de dimension infinita

En este apartado se proporcionan algunos ejemplos de espacios de probabilidad
de dimension finita e infinita, en los cuales el concepto de equiprobabilidad
carece de sentido.

Si Q es un espacio muestral discreto finito, entonces Q puede ser expresado de
la siguiente forma,

Q={w,w,,..w }

Donde los w; para i =1,2,...,n son eventos elementales o simplemente puntos
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que conforman el espacio muestral. Para construir un espacio de probabilidad
sobre €, se puede usar el sigma algebra total conformada por el conjunto partes

de Q 3 =0 (Q) y definir una medida de probabilidad de la siguiente manera:
P:3—>R

tal que P({Ug})zpi >0, i=1,2,..,n

La funcidn anterior debe satisfacer:

) @ =Ufw}
i) P(Q) =1
iii) Z p =1

Aquilos p, no necesariamente son iguales y se pueden tomar valores razonables
y concordantes con algun problema real que se est¢ modelando.

Ejemplo 1.23 Para un evento E de () formado por los siguientes puntos
muestrales,

E ={w,w,w}
P(E) =P ({w}u{w} u{w}) =p, +p, +p,

Solamente si se trabaja bajo total incertidumbre se puede asumir

que p=p =p =%; en este caso se estard trabajando el concepto de
1 2 2

equiprobabilidad.

Para los demads casos puede ocurrir que p,#p,, 0 p,#p;, O p,#p, O
P, % P, # P, , pudiéndose tener por ejemplo que:

1 1 1
pl_ga pz_g’ ps_E
1 2 2
pl_ga pz_gv p3_§
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En otro caso puede suceder por ejemplo que p =3p y p, =2p,con lo cual
resulta que:

6p,+2p,+p,=1.
Entonces, 6 B g ) l
P > P 9’ P 9
Y asi sucesivamente.

En general, si se tiene cualquier evento £ de Q formado por los siguientes
puntos muestrales,
E ={uq W ,.,W } k=1,2,..,n
1 2 k

P(E) =P <jl=le {wi, }> = iP ({% })% tp, +tp,

=
solo si se esta trabajando bajo total incertidumbre frente al problema que se esté
estudiando, resulta razonable asignar la misma probabilidad a cada uno de los
puntos muestrales de €), lo cual implica que todos los p, son iguales, es decir
que se asume que:

1 .

p,=—, parai=L2,..,n
n

Bajo estas circunstancias, para el evento,

E ={w,],(g2,...,u;k } k=1,2,..n

P(E) =P <U {w, }) 0 P B O

n n n n

A continuacion, se considerara un espacio muestral Q infinito contable, sobre el
cual se ha definido un sigma algebra de manera apropiada,

Q={ww,..w,..}

y se define una medida de probabilidad de la siguiente manera:

P:3- R
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Tal que P({oq}) =p, 20, i =L2,...
0 =U{w}
La funcion anterior debe satisfacer:
i) P(Q) =l
ii) ii) ipi =l.
=
Aqui los p, no pueden ser iguales ya que no se cumpliria la anterior condicion

y por eso aqui la equiprobabilidad no funciona ni tiene sentido.
Para un evento E de Q formado por los siguientes puntos muestrales,

E={w,w}
P =Poptuiwl) =+, =1-3 .

Ejemplo 1.24 Sea Q ={1,2,3,...} con el sigma algebra total, se define la
siguiente funcion,

P({”})=p,, =%, n=1,2,3,..

Se puede verificar que la anterior funcion define una medida de probabilidad,
ella cumple que:

i) p, =20

o0 0 1 X 1 kil 1 1
i) ii —=1- —=—1+)) —=-1+ =—1+2=1.
ll) ); pn n:l 2" ; 2” }120 2” 1 - %

Para el evento £ ={1,3,5,...} su probabilidad de ocurrencia es:

pE) =p{1}u{3}u{s}u..))
pE) =P{1})+P{3})+P({5})+...

I 1 1
P(E):? 2+2—5+



ELEMENTOS DE PROBABILIDAD | Apoyo al estudio independiente 39

dp =Zi=1—1+ LIV L < R YR SN Y0 Y
= 2” n=02n 1_%

© 1 o I © 1
P(E)=Z122n_l=z=1< >22n lezn 2nz=lﬂ
P(E)=2Zi4—1n= <1%— > =2<§—1> =2(1)=2

Para el evento F ={2, 4, 6,...} su probabilidad de ocurrencia se calcula de la
siguiente manera,

F ={2,4,6,.} =E° .

Luego,

ey =] —p(E) =] -2 =1
P(F) =P(E") =1 =P(E) =1 == =— .

Para el evento finito H ={ 1,3,5, 7} su probabilidad de ocurrencia es,
PE)=P({1}u{stu{stu{7})
Py =P {1})+P (3} +P{s}H)+P(7})

P(E)=0.5+0.125+0.03125+0.0078125 = 0.66406

Ejemplo 1.25 Sea € ={1,2,3,..} con el sigma algebra total, se define la
siguiente funcion,

1 2"
P({"})=Pn =e2 3 <;>, n=12,3,..

Analizar si la anterior funcion define una medida de probabilidad, de ser asi
calcular la probabilidad del evento E ={ 2,4, 6}

Por la definicion de la funcion P se tiene la primera condicion
i) iyp,20
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Ahora,

e e () (1 e(2) [ = (2
v ”);p"_;ez—1[5}(&—1];(5]_(&—1)( ”n-o(ﬁ

Ahora la serie de Taylor de la funcion f(x) = e alrededor de cero es,

2 3 xn

0 n
X X X X
e =1+ | = |=l+=+—++. . +—+..
o\n! 2t 3! n!

Luego evaluando la anterior expresion en x =2, resulta:

Reemplazando en ii) se tiene,

o £ 2L S )

Para el evento finito £ ={1,3, 5} su probabilidad de ocurrencia es,
Py =P {1} u{3tu{s})
pE) =P ({1}) +P{3}) +P(s})

1 2! 1 \2° 1 \2°
P(E) = —+ —+ —
(E) (ez—ljl! Ee2—1]3! (&—1]5!

P(E)=< ! ><2+§+ 32>=<7 ! >(2+1.3333+0.26666)

e’ -1 6 120 .38905 —1

1
e’ —1

P(E) =(0.156517)(3.59996) = 0.56345
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Actividades para el estudio independiente capitulo 1

1.1 Después de que el lector haya realizado una lectura comprensiva del capitulo
1, completar los espacios en blanco.

a) El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio se
denomina

b) Aquel experimento en el cual a priori no se puede determinar Su resultado,
se llama

¢) Un subconjunto del espacio muestral para el cual sea posible asignar una medida
numérica de su posibilidad de ocurrencia se denomina

d) El espacio muestral Q) se denomina espacio muestral
si Q) es un conjunto infinito no numerable.

e) La menor O — algebra definida sobre el espacio muestral Q2 = R que contiene
a todos los intervalos de la forma (—o,x] con x € R, se denomina

/f) Si Q denota a un espacio muestral, 3 una sigma algebra sobre Q y P una
medida de probabilidad definida sobre 3, entonces la tripleta ordenada (Q, 3, P)
se le denomina

g) Un espacio de probabilidad (Q), 3, P) se denomina espacio de probabilidad
si Q es finito, el 0 — algebra S es igual al conjunto partes de

Q, es
decir I=0(Q) y P(w)= L para todo we Q.

<

1.2 Clasificar cada uno de los siguientes espacios muestrales:

a) €: Se escoge aleatoriamente una persona para verificar si fuma ono, Q ={s, n}
; donde s :si fuma, n: no fuma.

b) €: Se observa el niimero de vehiculos que transitan por una via importante de
cierta ciudad, Q ={0, 1,2,3,... }

c¢) & Duracion (en tiempo continuo) de un producto de carnes frias,
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Q ={x ER:x ZO} , donde x es el tiempo de duraciéon del producto.

d) €: Seleccionar aleatoriamente dos articulos de un proceso productivo para
analizar si son defectuosos o no defectuosos, Q ={dd,dn,nd,nn}, donde d :
articulo defectuoso, »: articulo no defectuoso.

1.3 De acuerdo con cada uno de los siguientes espacios muestrales, responder
las preguntas correspondientes.

Si Q ={cc,cs,sc, ss} y considerando las colecciones de subconjuntos de Q
siguientes:

s, ={¢. 0}

s, ={o.{cc} {sc.55},Q}
3, ={p.{cc,es}.{sc, 55}, 0}
3, ={o{cc.cs,sc} {ss}}

a) La coleccion de eventos 3 ={<I5, Q} es un sigma algebra sobre ) denominada

b) Lafamilia de eventos 3, = {(j),{ cc} {sc,ss}, Q} no es un sigma algebra porque

¢) La coleccion de eventos 3, ={¢,{cc, cs},{sc, ss} , Q} es un

d) La coleccion de eventos 3, ={(1),{cc,cs,sc},{ss}} no es un sigma algebra
sobre Q) debido a que

1.4 Asumiendo que todos los puntos del espacio muestral Q tienen la misma
probabilidad de ocurrir y dados los siguientes eventos:

E ={cs,sc,ss}

F ={ ss}
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Calcular:

e) P(E)="?

» PF)=?

g) P(EUF)=?
h) PLENF)="?
i) P(E°)="?

j) P(E-F)=?

1.5 Sea (Q, 3, P)un espacio de probabilidad sobre ) sean F'y E eventos en
Jtales que P(E)=p, P(F)=q, P(EUF)=r,demostrar que:

@) ENF)=p+q-r
b) (E-F)=r—q

¢) P(ECAF)=1-r
d) P(EOF*)=p—r+l

1.6 Mostrar que si E, E,,...es una particion de Q con P(E,) > 0 para todo n,
entonces para todo F evento de 3 tal que P(F) >0 se cumple que,

p(E. 1y~ PEIEDPE,)

S P(F/E,)P(E,)

n=1

1.7. Se tienen 3 cajas con articulos dispuestos de la siguiente forma: la primera
caja tiene 20 articulos de los cuales 8 son defectuosos, la segunda tiene 16
articulos de los cuales 6 son defectuosos y la tercera tiene 10 articulos de los
cuales 2 son defectuosos.

Si se escoge una caja al azar y se extrae un articulo al azar,
a) (Cudl es la probabilidad de que el articulo sea defectuoso?

b) Si el articulo escogido resultd defectuoso, ;cudl es la probabilidad de que
provenga de la segunda caja?
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1.8 Una fabrica productora del articulo WW tiene tres puntos de produccion
A, B, C, donde el 70% de las unidades del articulo WW se produce en el
punto A, el 20% en el punto B y el 10% en el punto C. Por circunstancias
de mantenimiento de sus maquinas se estan produciendo algunas unidades del
articulo WW defectuosas. Sin embargo, el 90% de las unidades del producto
que provienen de A es de buena calidad, el 80% de las que provienen de B es
de buena calidad y el 85% de las que provienen de C es de buena calidad, ;cual
es la probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del articulo
WW resulte de buena calidad? Determinar la probabilidad de que si la unidad
resultd de buena calidad haya sido producida en el punto C.

1.9 €: se lanza una moneda una vez, sin que ella pueda caer de filo.
Q ={c,s}; donde c:cara, s :sello.

Si se toma como base el sigma algebra dada por 3 ={¢,{c},{s},{c,s}}, y
definiendo siguiente medida de probabilidad:

P:3- R
Tal que

Pc})=p 20 y P({s})=p, =0

con
Q ={c,s}

Entonces se debe cumplir que:

i) P(Q)=1

2
i) Zpl.zl,esdecirque pt+p, =1

i=1

(Cuales valores son posibles para p,, p,?
1.10 Sea Q ={1,2,3,..} y se define la siguiente funcion,

P({n})=pn =3%, n=1,273,..

Verificar si la anterior funcion define una medida de probabilidad. De ser asi,
calcular la probabilidad de los siguientes eventos: £ ={ 1,3,5,...} , F ={ 2,4, 6,...} ,
H ={1,3,5,7}
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Ejercicios para el capitulo 1

1.1 Obtener el espacio muestral correspondiente al experimento aleatorio de
lanzar una moneda y un dado a la vez.
Determinar los eventos:

E : El dado al caer muestra un nimero par.
F: El dado al caer muestra un nimero mayor que dos.

Obtener los siguientes eventos EUF, ENF, E°, E—F .

Si se asume que todos los puntos del espacio muestral tienen la misma
probabilidad de ocurrir (trabajar bajo equiprobabilidad), calcular:

P(E)=?, P(F)=?, P(EUF)=?, P(ENnF)=?, P(E)=?, P(E-F)=".

1.2 Obtener el espacio muestral correspondiente al experimento aleatorio de
lanzar dos dados una sola vez.

Determinar los eventos:

E : que la suma de los valores por observar en los dos dados sea igual a siete.
F: que el valor en el primer dado sea inferior al valor que se espera observar
en el segundo dado.

Obtener los siguientes eventos: EUF , ENF, E°, E-F .

Si se asume que todos los puntos del espacio muestral tienen la misma
probabilidad de ocurrir (trabajar bajo equiprobabilidad), calcular:

P(E)=?, P(F)=?, P(EUF)=?, P(ENnF)=?, P(E°)=?, P(E-F)=".
1.3  Expresar por comprension el espacio muestral correspondiente al

experimento aleatorio de observar el nimero de pacientes que llegan a un
hospital popular de la ciudad M, un dia cualquiera.

1.4 Obtener el espacio muestral correspondiente al experimento aleatorio de
suponer si un estudiante aprobd o no las cuatro evaluaciones que resolvio en
cierta semana.
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1.5 Si Q ={ 1,2,3,4,5, 6} obtener al menos cuatro colecciones de subconjuntos
de Q que correspondan a cuatro sigma-algebras.

1.6 Determinar el espacio muestral para los siguientes experimentos aleatorios:

a) Lanzar una moneda tres veces bajo el supuesto de que la moneda no esta
cargada.

b) Los posibles resultados que el equipo de futbol A podria obtener al jugar dos
partidos seguidos.

¢) El nimero de frutos por arbol de naranjo que puedan recogerse en época de
cosecha en la finca de don Pedro.

d) Tiempo de duracion de un electrodoméstico sin dafiarse.

e) Género de la primera persona que entre al restaurante B el siguiente lunes.

1.7 Determinar en el punto 1.6 los espacios muestrales que resulten discretos.

1.8 Si el espacio muestral correspondiente al experimento de degustar un nuevo
producto por dos personas diferentes es:

Q ={ss,sn,ns,nn} donde s : si gusto, n :no gusto

a) Determinar un O — algebra sobre Q'

b) Determinar los siguientes eventos, para los cuales:
a) A: por lo menos a las dos personas les haya gustado.
b) B: como maximo a las dos personas no les haya gustado.
¢) C: por lo menos a una persona le haya gustado.
d) D: alo més a una persona no le haya gustado.

¢) Usando equiprobabilidad, calcular:
a) P(A4)
b) P(AU B)
¢) P(D")
d) P(A-B)n(Duw())

1.9 Un almacén de distribucion de productos agropecuarios recibe sus insumos
de tres diferentes proveedores asi: E1 60% del proveedor B1, el 30% del proveedor
B2 y el 10% del proveedor B3. Si el 95% de los insumos que provienen de Bl
resulta efectivo, el 80% de los que provienen de B2 resulta efectivoy el 65%
de los que provienen de B3 también resulta efectivo. ;Cudl es la probabilidad



ELEMENTOS DE PROBABILIDAD | Apoyo al estudio independiente 47

de que cualquier insumo recibido por el almacén no resulte efectivo?. Determinar
la probabilidad de que un insumo que haya resultado efectivo provenga del
proveedor B3.

1.10 Sean 4y B eventos tales que P(4)=0.5, P(B)=0.3y P(4nB)=0.1.
Calcular: P(AUB), P(A/B), P(A/B“), P(A°/AuB)y P(ANB/AUB).
1.11 Se lanza una moneda corriente tres veces.

Determinar el espacio muestral y un sigma algebra sobre dicho espacio muestral.

Si se definen los siguientes eventos:

E : alo mas salga una cara en los tres lanzamientos de la moneda.
F: por lo menos salgan dos sellos en los tres lanzamientos de la moneda.

Determinar los siguientes eventos:

a) E UF
b) EnNF
c) E°

d E-F

1.12 Sea Q ={1,2,3,..} y la medida de probabilidad definida por,

P - (2), wmizs.

e’ —1

Calcular la probabilidad de los eventos
a) E ={1,3,5}

b) E ={1,3,5,7,..}

¢) E={2,4,6,8,..}
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Q
VARIABLES ALEATORIAS REALES

Con frecuencia hay interés por los valores numéricos que se puedan deducir
de un experimento aleatorio, generalmente dichos valores corresponden
a los de una variable aleatoria. El espiritu de las variables aleatorias es el de
transformar los elementos de un espacio de probabilidad en nimeros reales. En
este capitulo se presentan los conceptos de variable aleatoria real, funcion de
probabilidad, distribucion de probabilidad, valor esperado, varianza, desviacion
estandar y momentos para variables aleatorias tanto discretas como continuas.

2.1 Concepto de variable aleatoria

En este apartado se define las variables aleatorias reales y se presentan algunos
ejemplos. Sea (QQ, 3, P) un espacio de probabilidad, donde Q es el espacio
muestral o conjunto de posibles resultados de un experimento aleatorio, J es
un O — algebra o familia de subconjuntos del espacio muestral y P una medida
de probabilidad definida sobre 3.

Seg¥in con Shao (1999), una variable aleatoria real es una aplicacion
X: Q>R
Tal que para todo evento E en el 0 — algebra de Borel se tiene que
X' (E)e3
En este contexto, la variable aleatoria X es una funcién que tiene la propiedad
de ser una funcién medible. En los ejemplos que se proporcionaran a lo largo del

capitulo se considerara el sigma algebra conformada por el conjunto de partes
del espacio muestral.
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Ejemplo 2.1 Considerar los resultados posibles al intentar establecer si el jugador
R convertird o no el lanzamiento que haréd desde el punto de penalizacion en un
partido de futbol. El espacio muestral estara conformado por dos resultados
posibles: ¢ = convierte, n =no convierte; es decir,

Q ={c,n}.
Se define la siguiente variable aleatoria:

X: Q>R
c—1
n—0.

En este caso se tiene que X(n)=0y X(c)=1, X es una variable aleatoria

cuyo rango es un conjunto finito dado por R, ={0,1}. En este contexto R,

denota el rango de la variable aleatoria mencionada.

Ejemplo 2.2 Para el espacio muestral constituido por los siguientes resultados:
Q ={dd,dn,nd,nn}.

Donde d : articulo defectuoso, # : articulo no defectuoso, se define la siguiente

variable aleatoria,
X:Q—>R.

X : niimero de articulos defectuosos en cada resultado de Q.

X(dd)=2.
X(dn)=1=X(nd).
X(nn)=0.

La variable X toma los valores enteros 0, 1, 2. Es decir, R, ={0,1,2}.
2.2 Variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio muestral Q y R, su
rango en el conjunto de los nimeros reales R. Si R, es un conjunto contable
(discreto), entonces la variable aleatoria X se denomina variable aleatoria
discreta. El rango de una variable aleatoria discreta puede ser un conjunto finito
o infinito contable como se indica a continuacion:
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i) R, ={x1,x2,...,xn}.
i) R, ={x,,%,,.....} -
Si (Q, 3, P) es el espacio muestral de referencia sobre el cual se define la

variable aleatoria X y (R,B,P, ) es el espacio de probabilidad inducido por la

variable aleatoria X donde B es el 0 — algebra de Borel, entonces se tiene que:

Py ({'xz}) =P(X_1{xi}).

Sea X una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad Q, 3, P)
y con valores en el espacio medible (R,B,P, ). Si se define,

{XxeB}-{wea:X(w)e B} con Be B
Entonces

P, (B) =P({X€B}) paratodo Be B

Se puede verificar que P, satisface las condiciones que definen una medida de
probabilidad.

2.2.1 Funcion de probabilidad

Sea X una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad (Q, 3, P)
y sea R, surango (recorrido), para cada x € R, sea

1) =P, (x})
Entonces a la funcion f se la denomina la funcién de probabilidad ( f. p.) de la
variable aleatoria X .

Al conjunto {(x, f (x)) 1xe R} se le llama la gréfica de la funcidn de probabilidad
de X, la cual se puede representar en un plano cartesiano o mediante una tabla

de valores tal como se indica en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Funcion de probabilidad

X xl x2 eer xn

JO=PX =x) | f(x) | f0x) |~ | fx,)
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La funcion de probabilidad f cumple las dos condiciones siguientes:

i) f(x)=0.
i) Y f(x)=1.

X, € Ry

2.2.2 Funcion de distribucion de probabilidad

Sea X una variable aleatoria real. La funcion F, definida sobre el conjunto de
los niimeros reales R por medio de

Fo(x) =P, ((—o0,x]) =P (X =x)

Se llama la funcion de distribucion de la variable aleatoria X o distribucion
acumulativa de X, si no hay lugar a confusiones la funcion de distribucion de
la variable aleatoria X se denota simplemente con F'.

Ejemplo 2.3 Se lanza una moneda tres veces y se observa el numero de caras
(c) encadauno de los posibles resultados. Determinar la funcion de probabilidad
y la distribucion de probabilidad.

Para obtener el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio se puede
utilizar un diagrama de arbol como se muestra en la Figura 2.1. En este ejemplo,
el espacio muestral esta conformado por 8 resultados posibles, seg¥n se indica
a continuacion:

Q ={ccc, ccs, c¢sc, ¢SS, scc, ScS, SSC, sss}

e
C<s<i

¢ <
S
S
C
s <
S
Figura 2.1. Diagrama de arbol
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Si se define la variable aleatoria X como el numero de caras en cada uno de los
posibles resultados del espacio muestral, entonces,

X : Numero de caras en cada uno de los posibles resultados
X(cce)=3

X(ces)=2=X(csc)= X(scc)

X(ssc)=1= X(scs)= X(css)

X(sss)=0

Asi X es una variable aleatoria discreta porque solo toma los valores enteros
0, 1, 2, 3. Es decir,

O 1 2 3
4 1 1 J

X, X, X3 X,

El rango de la variable es R, ={x1 =0,x, =L, x;, =2,x, =3}

Ahora,
f(x1)=f(0)=P(X=0)=%
f(xz)=f(1)=P(X=1)=%
f(x3)=f(2)=P(X:2):§
f(x4)=f(3)=P(X=3):%
Cada f(x,)>0
iil‘,f(x,.)=f(x1)+f(x2)+f(x3)+f(x4) :é+%+§+%:§:1

La funcién de probabilidad esta dada en la Tabla 2.2, su representacion grafica
se indica en la Figura 2.2.
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Tabla 2.2. Funcion de probabilidad de la variable X

X 0 1 2 13

f(x)=P(X=x) | 1/8]3/8]3/8]1/8

PX=x)
1
3/8
1/8 |
1 1 T !
? 1 2 3 .

Figura 2.2. Representacion grafica de la funcion de probabilidad

La distribucion de probabilidad se presenta en la Tabla 2.3 y su
representacion grafica se indica en la Figura 2.3.

Tabla 2.3. Distribucion de la variable aleatoria X

X 011|213
F(x)=P(X<x) | 1/8|4/8|7/8]1

Fix)
J!' 4

E T e

/51 —
LR

1/ -e—

T T T
I'-I:' i 2 3

Figura 2.3. Representacion grafica de la funciéon de distribucién.

x

Conbase en las anteriores tablas, se pueden calcular las siguientes probabilidades:

1 3 4

P(X =1)=P(X =0)+P(X =I) Bl
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P(X >2)=P(X =3) =é

P(X >0)=P(X =1) +P(X =2) +P(X =3) =§_+§ +% % 0

P(X >0)=1-P(X <0)=1-

0 | —
|

2.3 Variable aleatoria continua

En este apartado se definen las variables aleatorias continuas y se especifican su
funcién de densidad de probabilidad y su funcién de distribucion. Sea X una
variable aleatoria definida sobre un espacio muestral Q y R, surango en R
.S1 R, es un conjunto no contable (infinito no contable), entonces la variable
aleatoria X puede ser una variable aleatoria continua. Intuitivamente el rango
de una variable aleatoria continua corresponde a un intervalo.

2.3.1 Funcion de densidad de probabilidad

Una funcion real f que satisface las dos condiciones siguientes:
i) f(x)=0

ii) T f(x)dx=1

se denomina una funcion de densidad de probabilidad ( fd. p.) para la variable
aleatoria continua X .

Sea X una variable aleatoria tal que para todo evento B€ B se cumple que,
P,(B)= | f(x)dx
B

Para alguna funcion de densidad f ', entonces la variable aleatoria X se llama
una variable aleatoria de tipo continua o una variable aleatoria continua. Es de
sefalar que B es un conjunto Boreliano y la integral sobre B es una integral de
Lebesgue (Shao, 1999).
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2.3.2 Variable aleatoria absolutamente continua

Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, 3, P). Se dice que X es absolutamente continua, si y solo si, existe una
funcién real no negativa e integrable f,, tal que para todo x € R, se satisface:

Fo(x) =P, ((-0x]) =P (X =<x) = [ (t)dt

La funciéon f, se denomina funcidén de densidad de probabilidad ( fd. p.) de
la variable aleatoria X . A la funcién F), se le llama funcion de distribucion de

la variable aleatoria X o funcion de distribucién acumulativa de probabilidad

(fde).

Ejemplo 2.4. Analizar si la funcion dada por:

B 3x* sixe[0,1]
TO=0 sixe[o]

a) Es una funcion de densidad para la variable aleatoria X, b) de ser asi,
determinar la funcion de distribucion para X .

Solucion a) para valores de x fuera del intervalo [0,1] la funcion vale cero y

para valores de x en el intervalo [0,1] se trabaja con,

f(x)=3x’

En la Tabla 2.4 se presentan algunos valores de la funcion f(x) y en la Figura

2.4 se muestra la representacion grafica de la mencionada funcion.

Tabla 2.4. Funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X

x 0 | 021 05 1 2 -1 2 25
fx)| 0 |012]075| 3 0 0 0 0
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A

h

Figura 2.4. Funcién de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X

De la definicién de la funcién y de la Figura 2.4, se ve que f(x)=>0.

Ademas,
T f(x)dx = j). f(x)dx+ j.f(x)dx + Tf(x)dx
T; F(x)dx = ]ide 4 _:[3x2dx 4 Tde - 3(%&
T S)dx=x| =1 -0" =1
Asi, h

]3 f(x)dx=1

En conclusion, f(x) s?es una funcion de densidad para la variable aleatoria X .

b) La funcion de distribucion para X es la siguiente:

0 six<0
F,(x)={x" si0<x<l

1 six>1
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La representacion grafica de la funcion de distribucion para la variable aleatoria
X se indica en la Figura 2.5.

Fix)
M,

A
)
i

W
Figura 2.5. Funcion de distribucion para la variable aleatoria X.

2.3.3 Propiedades de la funcion de distribucion de probabilidad

Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, 3, P), la funcion de distribucion F, satisface las siguientes condiciones:

i) 0<F,(x)<1 paratodo xeR.

ii) Si x, < x, entonces F, (x,) < F,(x,).
iii) FX(x+)=}i_)r(1]1FX(x+a):FX(x).
iv) igngoFX(x)zl.

v) lim F, (x)=0.

2.4 Esperanza matematica y varianza de una variable aleatoria

Los siguientes conceptos referentes a la esperanza matematica y la varianza de

una variable aleatoria son adoptados con base en lo expuesto Lindgren (1993),
Shao (1999) y Burbano (2014).

Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, 3, P), entonces:
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i) Si X es una variable aleatoria discreta con rango R, ={x1,x2,...} y / su
funcion de probabilidad entonces, el valor esperado de X esta dado por,

W=EX)=> x/f(x)=D xP(X =x)

X, ERy X;€Ry
Siempre y cuando la anterior suma exista.

ii) Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad .fx entonces
el valor esperado de X o media de la variable aletoria esta dado por,

o0

E(X)= J.fo(x)dx

Siempre y cuando la anterior integral exista.

2.4.1 Propiedades de la esperanza matemdtica

Si X es una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad

(Q, 3, P), algunas propiedades de la esperanza matematica son:

i) Para cualquier a € R, entonces E(a)=a.
ii) Para cualquier a € R, entonces E(aX)=aE(X).
iii) E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y).

Como consecuencia de la propiedad iii), se tiene:

E(X+Y)=EX)+E()

Siendo X,Y variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad.

Si X es una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad
(Q, 3, P), entonces la varianza de X' se denotay define por,

Var(X) =E (X —=E(X)) .

Siempre que el valor esperado de X exista. Al numero,
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o, =\Var(X)

se le llama la desviacidn estandar de la variable aleatoria X .

2.4.2 Propiedades de la varianza
Entre las propiedades de la varianza de la variable aleatoria X estan:

i) Para cualquier a € R, entonces Var(a)=0.
ii) Para cualquier a € R , entonces Var(aX)=a’Var(X).
iii) Var(X)=0.
iv) Para cualquier a € R, entonces Var(a+ X) =Var(X).
v) Var(X) =0, siysoélosi, P(X =E(X))=1
vi) Si X es una variable aleatoria tal que E(X) existe, entonces
Var(X) =E (X*)~(E(X))
Ejemplo 2.5 Parala variable aleatoria discreta asociada al experimento aleatorio
de lanzar una moneda tres veces y de observar el nimero de caras en cada uno
de los posibles resultados, como se indicéd en el ejemplo 2.3., la funcion de

probabilidad se indica en la Tabla 2.5.

Tabla 2.5. Funcion de probabilidad

X 01 ]2]3
f)=P(X=x) | 1/8]3/8]3/8|1/8

Como el valor esperado de la variable aleatoria X esta dado por:

E(X)= Z xf(x)= z xP(X =x;)

X;€Ry X;ERy

e =0( L) +1(2)+2(3)+3(L)=1223
a-z-o(D)or(2ea(D)ea(l)-L2-2

Para determinar la varianza, inicialmente se calcula:

entonces,
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E(Xz): Z ‘xizf(‘xi)zz xiZP(Xz‘xi)

X €Ry X;€Ry
E(X*)=0’ (1J+12 (§j+22 (§j+32 (lj :ﬁ=3
8 8 8 8 8

Var(X) =E (X*)=(E(X))

Como

3 3
Var(X):3—(Ej :Z

La desviacion estandar es:

o, =Var(X) =\/§

Ejemplo 2.6. Para la variable aleatoria continua del ejemplo 2.4, se tiene que la
funcion expresada por,

3x* sixe[0,1]

1 ={0 six ¢ [0,1]

es una funcion de densidad para la variable aleatoria X _ Calcular su E(X),
Var(X) y desviacion estandar.

El valor esperado de la variable aleatoria X o media de la variable aleatoria es,
E(X)= j xf (x)dx
Entonces,

E(X)= ]). xf (x)dx + j.xf(x)dx +T xf (x)dx

—o0 0 1

E(X)= j{ x(0)dx + Jl.)c(3x2 )dx + ]ex(O)dx

E(X)= i3x3dx - 3%;
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* _0'] 3
4 4

4
E(X)=3" =|3--3—|=2=075
4o 4

E(X*) = szf(x)dx

—00

E(X?)= ]). x*(0)dx + j-xz (3x7)dx + ]ex2 (0)dx

1 5 5 5
E(X*) = [3x'dv =37 = [31——30—} ~2-06
0 sho|"s 75| s

La varianza de X est4 dada por:
Var(X)=E(X*)-[E(X)] =0.6-0.75" =0.6—0.5625 = 0.0375
Desviacion estandar de X es:

0, =+0.0375=0.1936

Cuando X es una variable aleatoria continua, ella toma cualquier valor en un
intervalo de numeros reales; es decir ““su rango es un subconjunto no numerable
de numeros reales”. En la practica algunos ejemplos de variables aleatorias
reales podrian ser los siguientes:

a) X :la duracion de un bombillo elegido al azar de un determinado lote, X
puede tomar valores en [0,+00).

b) X :laestatura en metros de una persona escogida al azar en el colegio A,
X puede tomar valores en el intervalo [1.2, 1.9].

c) X :elpesoen gramos de un objeto tomado al azar; X podria tomar valores
en el intervalo [0.1, 15].

d) X :longitud en centimetros de un tallo elegido al azar en un jardin, X podria
tomar valores en [20, 50].

Es conveniente sefialar que si f(x) es una funcion de densidad para la variable
aleatoria X , entonces la probabilidad de que la variable aleatoria X tome
valores en un intervalo [a, b] esta dada por:

P(a<X<b)=Pla<X<bh)=Pa<X <b)=Pa<X <b)=|f(x)dx.
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Ejemplo 2.7 Para la variable aleatoria continua considerada en el ejemplo 2.6.,
se quiere calcular las siguientes probabilidades: P(0< X <0.5), P(-3< X <0.2).

En efecto,

0.5 0.5 R } 05 , ;
PO<X<0.5)= [ f(x)dx= [ 3x%dx=x| " =(0.5)°=(0)’ =0.125
0 0

0 0.2 0 0.2 02
P(-3< X <02)= [ f(x)dx+[ f(x)de = [0dx+ [ 3%dx=x|
-3 0 -3 0
P(-3<X<0.2)=(0.2)’-(0)’ =0.008.
2.5 Momentos de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria real. El r-ésimo momento central de X alrededor

de cero, se denota y define asi:
W =E(X")

Siempre y cuando el valor esperado exista.

Sea X una variable aleatoria real cuyo valor esperado existe. El r-ésimo
momento central de X alrededor de E(X), se denota y define asi:

M, =E((X ~E(X)))

Siempre y cuando el valor esperado exista.

En concordancia con Burbano et al. (2014), para el caso discreto el r-ésimo
momento central de X' alrededor de su valor esperado E(X) se puede expresar
de la siguiente manera:

W, =E((X —E(X))') =) (x—H)P(X =x)

XERy

Ademas, para el caso continuo es,

W, =E(X —E(X))) = [(x =) [y (x)dx
De acuerdo con Abramowitz y Stegun (1972), el coeficiente de asimetria
y el coeficiente de curtosis se definen a través de las siguientes expresiones,
respectivamente,

o, = u3; =E(X —p)’ /o’
(K,)*
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H, 4, 4
X, = =FE(X —p)' /o
o)

Ejemplo 2.8 Para la variable aleatoria X discreta considerada en el ejemplo 2.5,
el coeficiente de asimetria se obtiene realizando el siguiente procedimiento,

E(X =)' =3 (x,—W)'f(x)=> (x,—u)'P(X =x,)

X;€Ry X;€Ry

e )0 BN Q-0
waon= () B0

E(X —py =ﬂ_i+ 3 27
Como O, =\/§

64 64 64 64

EX-u’ 0
& = i = 33

4

=0

El resultado anterior indica que el coeficiente de asimetria de la variable aleatoria
X es igual a cero.

Ejemplo 2.9 Para la variable aleatoria X discreta considerada en el ejemplo 2.5,
el coeficiente de curtosis se obtiene mediante el siguiente conjunto de pasos,

E(X —H)4 = Z (xi —H)4f(xi) =z (xi —IJ)4P(X =xi)

X, E€Ry X, €Ry

oY Q-6
oG-

81 3 3 81 168
— =

E(X —p)* =
(X=4) 128 128 128 128 128
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Como o, = é

4

168 168 168
— 4 179 178 128
o cEX W' _ 128 _ 128 _128 168, (oo

4 o’ 3 4 2_2_72
\/; 16 128

El resultado anterior indica que el coeficiente de curtosis de la variable aleatoria
X es igual a 2.6666 aproximadamente.

Ejemplo 2.10 En el siguiente caso se requiere: @) determinar si la funcion dada

corresponde a una funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria
X, b) de ser asi calcular su valor esperado y su varianza, ¢) determinar su funcion
de distribucion de probabilidad, d) determinar las probabilidades P(X < 2) y P(X

> 1.5).
7 six>0
en otro caso

J’(X)Z{0

a) En la Tabla 2.6 se presentan algunos valores de la funcién f(x) y en la
Figura 2.6 se muestra la representacion grafica de la mencionada funcion.

Tabla 2.6. Valores de la funcion f(x)

x 2 | -1 0 1 2 3 4
f(x) | 0 0 1 10367 |0.1356 | 0.049 | 0.018

0.36 - S

1 X

Figura 2.6. Funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X
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De la definicién de la funcién y de la Figura 2.6, se ve que f(x)>0.
Adicionalmente,

o}f(x)dx = }f(x)dx +o}f(x)dx

[« 0 00
!of(x)dx =£de +‘!8_de = %_IZZZ (—e_x)

v=Lim(e?)= (")

ff(x)dx =0+ =1
Luego,
j F(x)dx=1.
En conclusion, f(x) siesuna funcion de densidad para la variable aleatoria X .

b) La funcion de distribucion para X es la siguiente:
six<0

0
F.(x)=
x (@) {l—ex six>0

La representacion grafica de la funcion de distribucion para la variable aleatoria
X se indica en la Figura 2.7

A
'
w

h 4

Figura 2.7. Funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X

¢) El valor esperado de la variable aleatoria X es,

E(X)= T xf (x)dx
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Entonces,

E(X)= j]. xf (x)dx + Txf(x)dx

E(X)= j). x(0)dx +T xe “dx

—00

Ahora integrando por partes, resulta:

b
0

EX) = J’xe_xdx =%im x(—™) —e_x)
0

M =E(X) =Lim (b(=") =) —(0(=) =) =1

Luego,
U =E(X)=1

Adicionalmente, o
E(X*)= I x* f(x)dx

0 ©
E(X*)= j > (0)dx + j x’e "dx
—0 0

0
E(X*)= J- x’e “dx
Integrando dos veces por partes, se tiene,

b
0

E(X?) = fxze_xdx =];im x’(—e™) —2xe™" —26_")
0

E(x?) =Lim (b*(=™) =2be™ =2¢7)=(0* (=) =2(0)e* —2¢™) =2
La varianza de X est4 dada por:

Var(X)=E(X*)-[E(X) =2-(1)=2-1=1
Desviacion estandar de X es,

o, =J1=1

d) A continuacion se calcularan las probabilidades siguientes: P(X < 2) y P(X
> 1.5).
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b— oo b— 00

P(X >1.5)= 0}'e_"a’x =Lim (—e_x)
1.5

En consecuencia, s
P(X >15)=¢""=0.2231

P(X<2)= jl f(x)dx+ j-f(x)dx
P(X<2)= ]1 (0)dx + j-exdx

=)

P(X <2) =je_xdx =(—e_x)

Por lo tanto,
P(X <2)=1-e"=0.8646

2.6 Funcion generadora de momentos

f.s =Lim(—e_b)—(—e_l‘5)=e_1‘5

Sea X una variable aleatoria tal que E(e”) es finito para todo
te (-x,x) con &€ R*. Se define la funcion generadora de momentos de X

asi (Blanco, 2004):

m,(t)=E(") con t € (—X,X)
Si X es una variable aleatoria discreta tal que
i) R, ={x.,x,,...x }

Entonces n
my(t)=) " P(X =x,)
i=1

Si X esuna variable aleatoria discreta tal que
ii) R, ={x1,x2,... }

Entonces

m, ()= ie“"P(X =x,)
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Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad ', entonces

m(0)= [ e f(x)d

La existencia de la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria X
garantiza la existencia de todos los momentos de orden r alrededor de cero de la
variable X . Ademas si la funcion generadora de momentos existe, entonces es
diferenciable en una vecindad del origen (en este caso de cero) y se cumple que:

r

d
= m (¢
dt’ (1)

Si X es una variable aleatoria cuya funcion generadora de momentos m, (.)
existe, entonces, existe a € R tal que,

o= E(X")

m, (1) = ZE(Xi)% para todo ¢ € (—a, a)
i=1 L
Ademas,

r

my (1) = E(X")

dt’

Si X, Y son variables aleatorias cuyas funciones generadoras de momentos
m,(.), m,(.) existen y ademads,

m, (t) =m,(t); paratodo ¢,
entonces X, Y tienen la misma distribucion.

Ejemplo 2.11 Sea X una variable aleatoria cuyo rango es R, ={0,1}, con
funcion de probabilidad dada por:

) p six=1

X)=
X I-p six=0
Para este caso, se tiene que f,()=P(X=D)=p y f,(0)=P(X=0)=1-p
corresponden a las probabilidades de éxito y de fracaso en el modelo de Bernoulli
(se tratard en un capitulo posterior).

La funcion generadora de momentos de X es,

m, ()= ie”‘"P(X =x,)
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m,(t)=e"P(X =0)+"P(X =1)
my(f)=1-p+ pe'
El valor esperado se puede obtener de la siguiente manera:
~(ve

d d t
E(X)="m (1) t=0=5(1—p+pe

por lo tanto
E(X)=p
También se tiene que:

d2

2
1 d 1
E(X? )——mx(t) =T (1 —p +pe )t=o =E(pe )t=o =pe’ =p
Como
Var(X)=E(X*)-[E(X)]'=p-p*=p(-Dp)
entonces,

Var(X) = p(1-p)

Ejemplo 2.12 Sea X una variable aleatoria cuyo rango es R, ={0, 1,2,...,n},
n € Z" cuya funcion de probabilidad es:

n!

Sy () =1 x!(n-x)!

0 en otro caso

p (1p)™ six=0,1,...,n

Para este caso, se tiene que p y l—p corresponden a las probabilidades de
éxito y de fracaso en el modelo de Binomial el cual se tratard en el capitulo
posterior.

La funcion generadora de momentos de X es:

my(t)=Y e"P(X =x)=) " P(X =i)
i=0 i=0

my (1) = Ze’(” p'(1p) = Ze’“’( Jp(lp)

)
my (1) =i <}: >(pe’ ) (1p)™
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m, (1) =(pe’ +1 —py

El valor esperado se puede obtener de la siguiente forma:
t=()=n(pel +1 _p)"-l (pet)|t=()
E(X) =n (pe° +-p)" (pe")

E(X)=np

E(X)= —mxm o= (pe’+1—p)"

i =n(l)pe0 =np

Por lo tanto

También se tiene que:

2

) =om 0], 0= (¢ +1-p) | = (pe +1-p) " 9|

EX?) =\n(n-1) (pet +1 —p)n_2 pe' pe' +n (pet +1 —p)n_l pe’)FO
EX?) =\n(n -1 (peo +1 —p)n_2 pe’ pe’ +n (pe0 +1 —p)ﬂ_1 peo)

E(X?) =n(n-1) (l)p2 +n (l)p =n’p* —np’ +np
Como
Var(X) = E(X*)=[E(X)} =n’p* —np® + np —(np)* = np(1- p)

entonces,

Var(X)=np(1-p)

Ejemplo 2.13 Una variable aleatoria X tiene como funcion de densidad:

six=>0

o
fx)= {0

en otro caso

La funcion generadora de momentos es

m, ()= J. e” f(x)dx = J. e* (0)dx + Ie f(x)dx

0

© B o _1 et |
mX(t):je”‘e xdx:_[e Uy = —— e 0 |
0 0
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_ _1 —x(1=t) [0 _ 7 - _1 —x(1-t) ||b _ 1
mX(t)_l_te 0 _%ilzg 1_16 |0_1—t
| .
mX(t)=: sit<l.

El valor esperado se puede obtener de la siguiente forma:

HXFEWAOMZ%&%J
E(X)=1

dt
_d_z( ! ]
= art\1-¢

Var(X) =E(X*) HEX) =2 1] =1

1
t:OZWL:O:l

Por lo tanto

También se tiene que,

B =m0

tOZi(%]LO :% =2
dt\ (1-1) (1-19)

Como

entonces,
Var(X)=1

Estos resultados concuerdan con los valores de la esperanza y la varianza
determinados en el ejemplo 2.10

Ejemplo 2.14 Una variable aleatoria X tiene como funcion de densidad:

1 .
sial<x<bh
f(x)=1b-a
0 en otro caso
La funcion generadora de momentos es:

m,(t) = T e” f(x)dx = j- e (0)dx + j.e”‘f(x)dx + T e”(0)dx

—00

PO S S B
mX(t):ie (Ede— (b—a)te

ebt _ eat

(b—a)t

b t
y e —e

‘" (b-a)t

mX(t) =
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La anterior expresion requiere que ¢ # 0, por lo tanto la funcidon generadora de
momentos no existe.

Es necesario indicar que si X, Y son variables aleatorias independientes y
m,(.), my(.) sus correspondientes funciones generadoras de momentos,
entonces,

m, ,(t)=m,(t)m,(t), paratodo t.

En efecto,
m,.,(t)=E@E"")=E(*e")=E(")E(")=m,(t)m,(t), para todo t.

2.7 Funcion caracteristica

Sea X una variable aleatoria. La funcion caracteristica de la variable X, se
denota y se define de la siguiente forma,

Y, :R—>C
Tal que
W, (1) = E(e"™) = E(cos(1X)) +iE(sen(tX)) parai=+/~1

Ejemplo 2.15 Sea X una variable aleatoria conrango R, ={ 0,1} y funcién de
probabilidad dada por,

P(X:O):%
1
P(Y =)=

Entonces la funcion caracteristica se obtiene del siguiente modo,

Y (t)=E(™)= %(COS(O) +cos(t)) +%i(sen(0) + sen(?))
¥ (t)=E(e™)= %(1 +cos(t)) + %isen(t)

2.8 Cuantiles y mediana de una variable aleatoria

Sea F(x)= P(X < x) una funcién de distribucion de una variable aleatoria X

ysea g€ [O,l] si existe un numero real x, € R tal que,

F(x,)=q
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Entonces ¥, se denomina el cuantil ¢ de la variable aleatoria X .
Se define la mediana de X (o de F)) como el punto 0 para el cual se cumple que:
P(X <8) =P(X =0) z%

La igualdad solo se cumple cuando F es una funcion de distribucién con
densidad continua y en este caso la mediana es Unica.

Al conjunto de las funciones de distribucion absolutamente continuas con
mediana cero, se lo denota por (Hettmansperger, 1984):

Q, ={F: F absolutamente continua y F(0) =1/2 iinicamente}

Ejemplo 2.16 Sea X una variable aleatoria conrango R, ={O,1} y funcién de
probabilidad dada por,

JO)=/M=r

La funcion de distribucion de la variable aleatoria X estd dada por:

0 six<0
Fy(x)= ) si0<x<l
I six2>1

Debido a que existen infinidad de valores x, =q que satisfacen la siguiente
igualdad:

EA%):PQYS%):PQYZ%):%

3

,x,=q=

W | —

Se concluye que hay infinidad de medianas, por ejemplo x, =q =
son algunas medianas de la variable X .

Ejemplo 2.17 Una variable aleatoria X tiene como funcion de densidad:
1
f(x)=42

0 en otro caso

si-1<x<1
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La funcion de distribucion de la variable aleatoria X estd dada por:

0 six<-—1
1 .
F,(x)= 5(x+1) si-1<x<1

1 st x>1

Elvalor x, =q =0 satisface la siguiente igualdad:
1

FX(xp)zP()(Sxp):P(szp)zE

Por lo tanto x, =q =0 es la mediana de la variable X

75
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Actividades para el estudio independiente capitulo 2

2.1 Para el espacio muestral constituido por los siguientes resultados: n =
no, s = si, como la posible respuesta que podria dar una persona escogida
aleatoriamente a la pregunta, ;es usted un trabajador del sector publico?

Q ={s,n}
Se define la siguiente variable aleatoria:
X:Q—R
n—0
s—>1.

Determinar a) el rango de la variables b) la funcién de probabilidad, ¢) la
distribucion de probabilidad, d) el valor esperado, e) la varianza, f) la desviacion
estandar de la variable aleatoria y g) calcular la probabilidad: P (X <1),
P(x >0), P(x =1).

2.2 Se seleccionan aleatoriamente dos articulos de un proceso productivo para
analizar si son defectuosos o no defectuosos y se obtiene el siguiente espacio
muestral, Q ={dd,dn,nd,nn}, donde d : articulo defectuoso, »: articulo no
defectuoso. Se define la siguiente variable aleatoria,

X:Q—>R

X : nimero de articulos defectuosos en cada resultado de Q.

Determinar:

a) La funcion de probabilidad

b) La distribucion de probabilidad

¢) El valor esperado

d) La varianza

e) La desviacion estandar de la variable aleatoria

/) Calcular las siguientes probabilidades: P(X 51) },’(X >0) y P(X =1)

2.3 Analizar si la funcién dada por:

lx si xe[0,2]
f(x) =12
0 sixel[0,2]

a) Es una funcion de densidad para la variable aleatoria X
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b) De ser asi, determinar la funcion de distribucion para X
¢) Determinar su valor esperado y su varianza
d) Calcular P(0< X <1.5), P(-3<X <0.5).

2.4 Una variable aleatoria X tiene como funcidn de densidad:

sia<x<b

f(x)=1b-a
0 en otro caso

Determinar:

a) El valor esperado

b) La varianza de la variable aleatoria X
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Ejercicios para el capitulo 2

2.1 Para el espacio muestral conformado por los posibles resultados de lanzar
una moneda tres veces, se define una variable aleatoria de la siguiente manera:

X : Numero de sellos en cada uno de los posibles resultados.

a) Determinar:
a) Elrangode X .
¢) P(X>1).
d) P(X <2).

b) Presentar la distribucion de probabilidad de X .
¢) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar.
d) Determinar la funcion de distribucion F, (x).

2.2 Dada la siguiente funcion
X sixe [0,4]

7 ={0 sixe[0,4]

a) Analizar si f(x) es una funcion de densidad para la variable aleatoria X .
De ser asi, calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar.
b) Determinar la funcion de distribucion F (x).

2.3 Dada la siguiente funcién
—2e §six>0

0 six<O0

f(X)={

a) Analizar si f(x) es una funcion de densidad para la variable aleatoria X .
De ser asi, calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar.

b) Determinar la funcion de distribucion F (x).

¢) Calcular m,(¢).

2.4 Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada por,
0.2 si -1<x<0

f(x)=302+cx si 0<x<1

0 en otro caso
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a) Determinar el valor de ¢

b) Obtener la funcidn de distribucion de la variable aleatoria X
¢) Calcular P(0< X <0.5)

d) Determinar P(X >0.5/X >0.1)

e) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar

2.5 Para una variable aleatoria X con funcion de probabilidad dada por,

X 0 1

3
P(X=x) %

oW | N

1 2
8 8

a) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar.
b) Determinar la funcidn de distribucion F, (x) y construir su representacion
grafica.

2.6 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad ( fd. p.) dada por,

1—|x| si 0<x<l1

S (x)= {
0 en otro caso

a) Obtener la funcidn de distribucion de la variable aleatoria X

b) Calcular P(-0.5< X <0.5)

¢) Calcular P(|X| >0.4)

d) Determinar P(X >0.3/X >0.2)

e) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar

/) Determinar la mediana

2.7 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada por,

X si O0<x<l
f(x)=92—-x sil<x<2
0 en otro caso

a) Obtener la funcidn de distribucion de la variable aleatoria X
b) Calcular P(X <0.7)

¢) Calcular P(|X|>0.6)

d) Determinar P(X > 0.8/ X >0.2)
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e) Calcular E(X), Var(X) y su desviacion estandar
f) Determinar la mediana



S
DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

En este capitulo se presentan las distribuciones de probabilidad para variables
aleatorias tanto discretas como continuas mas frecuentes; asimismo, Se
proporcionan ejemplos de aplicacion del modelo binomial, hipergeométrico,
de Poisson y normal, entre otros; se indican el valor esperado o media de la
variable aleatoria y la varianza para cada distribucion y se proponen algunos
ejercicios a fin de que el lector utilice los modelos de probabilidad estudiados.

3.1 Distribuciones de probabilidad de tipo discreto

Enestaseccion se explicitan los modelos de Bernoulli, binomial, hipergeométrico
y de Poisson. Algunos de los aspectos tedricos considerados estan soportados en
los conceptos expuestos por autores como Bickel (1977), Papoulis (1991), Ross
(1998), Freund y Miller (2000), y Marshall y Olkin (2007), entre otros.

3.1.1 Distribucion de Bernoulli

Una variable aleatoria X tiene distribucion de Bernoulli de parametro p si su
funcion de probabilidad es,

f()=P(X=x)=p"(1-p)™, x=0,1
Al parametro p se le denomina probabilidad de éxito en una prueba de Bernoulli.
3.1.1.1 Propiedades

Si X es una variable aleatoria con distribucion de Bernoulli, entonces:
i) E(X)=p.
ii) Var(X)=p(-p).
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Los anteriores valores fueron obtenidos en el capitulo anterior mediante la
funcion generadora de momentos.

3.1.2 Distribucion Binomial

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion binomial de
parametros n y p si su funcidon de probabilidad es

()= P(X =x) = [ijx(l—p)“ six=0,1,2,...n

0 en otro caso

Al pardmetro p se le denomina probabilidad de éxito en cada una de las n
pruebas de Bernoulli independientes que se han de involucrar en la definicion de

la variable aleatoria X| [a cual corresponde al nimero de éxitos en las 72 pruebas.

3.1.2.1 Propiedades

Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial, entonces su valor
esperado o media de la variable aleatoria y su varianza estan dados por,

i) E(X)=np.
ii) Var(X)=np(1-p).

Los anteriores valores fueron obtenidos en el capitulo anterior mediante la
funcién generadora de momentos.

3.1.2.2 Aplicaciones

Ejemplo 3.1 Una maquina produce piezas del tipo T para una clase de mueble,
la probabilidad de que cualquier pieza del tipo T producida por la maquina
resulte de buena calidad es 0.95, si se escoge una muestra aleatoria de 10 de
dicha piezas para someterlas a control de calidad,

a) (Cual es la probabilidad de que ocho resulten de buena calidad?
b) ({Cual es la probabilidad de que todas resulte de buena calidad?
¢) ({Cudl es la probabilidad de que por lo menos ocho resulten de buena calidad?

d) ;Cual es la probabilidad de que a lo mas siete resulten de buena calidad?
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e) Determinar el valor esperado y la varianza del nimero de piezas del tipo T de
buena calidad en la muestra.

Se define la variable aleatoria como X : nimero de piezas del tipo T de buena
calidad en la muestra de 10, los posibles valores de la variable son: 0, 1, 2,...,10.

a) Aplicando el modelo binomial con n=10y p=0.95resulta,
10 8 10-8
f(8)=P(X =8)= g (0.95)°(1-0.95)

P(X =8)= %(00.6634)(0.05)2 = 45(0.66342)(0.0025)

P(X =8)=0.07463

La probabilidad de que en la muestra aleatoria resulten ocho piezas del tipo T de
buena calidad es de 0.07463 o del 7.46% aproximadamente.

b) 10
f(10)=P(X =10) = (10} (0.95)"°(1-0.95)"""
10! 0 N
P(X =10)= m(1)(0.95) (1) =1(0.5987)(1) = 0.5987

La probabilidad de que en la muestra aleatoria todas las piezas del tipo T resulten
de buena calidad es de 0.5987 o0 del 59.87%.

¢) Se ha de calcular,
P(X28)=P(X =8)+P(X =9)+P(X =10)

Puesto que en las partes a) y b) ya se han calculado las probabilidades P(X =8)
y P(X =10), solamente resta calcular P(X =9) y reemplazar los resultados en
la anterior expresion,

f(9)=P(X=9)= (190} (0.95)°(1-0.95)"""

10!

= m<0-95)9(0-05) =10(0.63024)(0.05) = 0.3151

P(X =9)
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Luego,
P(X 28)=0.0746+0.3151+0.5987 =0.9884

La probabilidad de que en la muestra aleatoria por lo menos ocho piezas del tipo
T resulten de buena calidad es de 0.9884 o del 98.84%.

d) Se debe calcular,
PX<T)=P(X=0)+P(X=)+..+P(X =7)

O de forma equivalente se usa la probabilidad del evento complementario y se
calcular§ la siguiente probabilidad:

P(X <7) =1 q{P(X =8) +P(X =9) +P(X =10)}
P(X <7) =1-{0.0746 +0.3151 +0.5987} =1—0.9884 =0.0116

La probabilidad de que en la muestra aleatoria a lo mas siete de las piezas del
tipo T resulten de buena calidad es de 0.0116 o del 1.16%.

e) El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se calculan de la
siguiente manera:
E(X) =np =10(0.95) =9.5

Var(X) = np(1- p) =10(0.95)(0.05) = 0.475

Ejemplo 3.2 La probabilidad de que cualquier pollo de la granja G esté bajo
de peso después de ser alimentado con una racién alimentaria especifica hasta
la segunda semana es de 0.4, si se toma una muestra aleatoria de 15 pollos de
dicha granja,

a) (Cual es la probabilidad de que un pollo de la muestra resulte bajo de peso?

b) {Cual es la probabilidad de que ninguno de los pollos de la muestra resulte
bajo de peso?

¢) (Cual es la probabilidad de que a lo més dos pollos resulten con bajo peso?

d) (Cual es la probabilidad de que todos los pollos de la muestra resulten con
bajo peso?

Se define la variable aleatoria como X : nimero de porcinos de la granja A
que pueden presentar bajo peso en la muestra de 15. Los posibles valores de la
variable son: 0, 1, 2,...,15.
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a) Aplicando el modelo binomial con n=15yp=0.4resulta,

15
fH=PX =1 :( | ](0.4)1(1_0.4)151

P(X =1)= ﬁ(o 4)(0.6)"* =15(0.4)(0.0007836) = 0.0047

La probabilidad de que en la muestra aleatoria resulte un pollo bajo de peso es
de 0.0047 o del 0.47%.

b)
F(0)=P(X =0)= [ j(o 4)°(1-0.4)">°
15! 15
P(X =0)= m(1)(0 6)"> =1(1)(0.00047) = 0.00047

La probabilidad de que en la muestra aleatoria ninguno de los pollos resulte bajo
de peso es de 0.00047 o del 0.047%.

¢) Se debe calcular,

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)

Puesto que en las partes a) y b) ya se han calculado las probabilidades P(X =1)
y P(X =0), solamente resta calcular P(X =2) y reemplazar los resultados en
la anterior expresion,

15
f(2) = P(X = 2) =( ) j(0.4)2(1_0.4)15—2

15! 13
P(X =2)=——""—(0.16)(0.6) " =105(0.16)(0.0013) = 0.0219
(X =2) =5 (016)(0.6)" =10500.16)0.0013) =
Luego,
P(X <£2)=0.0047+0.00047+0.0219 = 0.0693

La probabilidad de que en la muestra aleatoria a lo mas dos pollos presenten
bajo peso es de 0.0693 o del 6.93%.

N 15
f(l 5) = P(X = 15) = (lsj(04)15(1 _ 0.4)15715
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15!
P(X =15)=——————(0.4)"°(0.6)" =1(0.000001)(1) = 0.000001
(X =19) = 15755, (04 06) = ( D)

La probabilidad de que en la muestra aleatoria todos los pollos resulten con bajo
peso es de 0.000001 o del 0.0001%.

El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se calculan de la
siguiente manera:
E(X)=np =15(0.4) =6

Se esperaria que en la muestra aleatoria 6 pollos resulten con bajo peso.
Var(X) =np(1- p)=15(0.4)(0.6) =3.6
3.1.3. Distribucion hipergeométrica

Una variable aleatoria X tiene distribucion hipergeométrica de parametros
n, M y N si su funcion de probabilidad es,

E)
f(x)=P(X=x)= (N]

n

six=0,1,...,n

0 en otro caso

En este modelo se define la variable aleatoria como X : Numero de éxitos en la
muestra

3.1.3.1. Propiedades
Si X es una variable aleatoria con distribucion hipergeométrica, entonces:

. M
i) E(X)—nN

N N-1

ii) Var(X)zn%N_M N-n
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3.1.3.2 Aplicaciones

Ejemplo 3.3 En un curso de estadistica hay 20 estudiantes de los cuales 8 son
de la carrera de administracion y 12 de la carrera de economia, si se decide

escoger aleatoriamente un grupo de cinco del mencionado curso para realizar
una prueba diagnostica sobre conocimientos previos,

a) ;Cuél es la probabilidad de que en el grupo haya dos estudiantes de la carrera
de administracion?

b) (Cual es la probabilidad de que en el grupo haya solo un estudiante de la
carrera de administracion?

¢) (Cual es la probabilidad de que en el grupo todos los estudiantes resulten de
la carrera de economia?

d) (Cual es la probabilidad de que en el grupo resulten por lo menos tres
estudiantes de la carrera de administracion?

e) Obtener el valor esperado e interpretar.

Se define la variable aleatoria como X: nimero de estudiantes de la carrera
de administracion que resultardn conformando el grupo de cinco para realizar
la prueba diagnostica sobre conocimientos previos. Los posibles valores que
puede asumir la variable son: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

En este este caso, es posible aplicar el modelo hipergeométrico con:
N=20, M =8, N-M =12, n=5

a) La probabilidad de que dos estudiantes de la carrera de administracion
resulten en el grupo de cinco, se calcula de la siguiente forma,

<8> < 12 > 8! 12!
_ (8 =2)!131(12 =3)! 28(220
Px=2)= Y52 _218-2)13102-3)1 ( );0‘3973
20 20! 15504
5 51(20 —5)!
La probabilidad de que en el grupo de cinco resulten dos estudiantes de la
carrera de administracion es de 0.3973 o del 39.73%.

b) Ahora, la probabilidad de que un solo estudiante de la carrera de
administracion resulte en el grupo de cinco, se obtiene de la siguiente manera,
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<8>< 12> 8! 121
P RAACE: _1!(8—1)!4!(12—4)!_8(495)102554
e <20> B 20! 15504

5 5120 =5)!

La probabilidad de que en el grupo de cinco resulte un solo estudiante de la
carrera de administracion es de 0.2554 o del 25.54%.

¢) Que en el grupo todos los estudiantes resulten de la carrera de economia
significa que cero estudiantes de la carrera de administracion conformaran el
grupo de cinco, luego,

8>< 12 > 8! 12!
0/\5-0) _ 018—0)!5112 =5)! _1(792)

= =0.0511
<20> 20! 15504

f(0)=P(X=0)=<

5 51(20 =5)!

La probabilidad de que en el grupo de cinco todos los estudiantes resulten de la
carrera de economia es de 0.0511 o del 5.11%.

d) Se ha de calcular P(X 23)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =9) .

En este caso también se puede usar la probabilidad del evento complementario
a través de,

P(X =3)=1-{0.0511+0.2554+0.3973} = 1— 0.7038 = 0.2962

Laprobabilidad de que en el grupo de cinco resulten por lo menos tres estudiantes
de la carrera de administracion es de 0.2962 o del 29.62%.

e) El valor esperado de la variable aleatoria X se calcula de la siguiente manera:

E(X):nM:S(i]=ﬂ:2
N “\20) 20

Se esperaria que dos estudiantes de la carrera de administracion estuvieran en
el grupo de cinco para presentar la prueba diagnostica sobre conocimientos
previos.

Ejemplo 3.4 La junta directiva de una empresa TB esta conformada por 10
miembros, de los cuales 4 son mujeres, si se proyecta organizar un comité auditor
conformado por 3 miembros de la junta directiva,



ELEMENTOS DE PROBABILIDAD | Apoyo al estudio independiente 89

a) (Cual es la probabilidad de que el comité resulte conformado solo por
mujeres?

b) (Cual es la probabilidad de que el comité resulte conformado solo por
hombres?

¢) (Cual es la probabilidad de que el comité resulte conformado por una
mujer y dos hombres?

d) ;Cual es la probabilidad de que por lo menos 2 mujeres resulten conformando
el comité?

Se define la variable aleatoria como X: niimero de mujeres que resulten
conformando el comité social.

Los posibles valores de la variable son: 0, 1, 2, 3.

Para este caso, se aplica el modelo hipergeométrico con:

N=10,M =4, N-M=6,n=3

a) Que todos los miembros del comité social resulten mujeres.

<4>< 6 > 4 6!
ﬂm=HX=$=3 i_ =&M_?£%_m¥4g20mw
<3> 31(10 =3)!

La probabilidad de que el comité resulte conformado solo por mujeres es de
0.0333 o del 3.33%.

b) Que todos los miembros del comité social resulten hombres significa incluir
cero mujeres en el comité.

<4>< 6 > 41 6!
ﬂm=mx=m=0 ;_ =mm_%$“_”¥J@?;amm
<3> 3110 =3)!

La probabilidad de que el comité resulte conformado solo por hombres es de
0.1667 0 del 16.67%.

¢) Que una mujer y dos hombres puedan conformar el comité social significa
incluir una sola mujer en el comité.
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(6 i e
J\3-1) _1@-n1216-2) _4(15)
JH=K ) 10 10! 120
3 31(10 =3)!
La probabilidad de que el comité resulte conformado por una mujer y dos
hombres es de 0.5 0 del 50%.

d) Se debe calcular P(X >22)=P(X =2)+P(X =3) o equivale a usar la
probabilidad del evento complementario:

P(X=2)=1-{P(X =0)+ P(X =1)}

Debido a que en las partes b) y ¢) ya se han calculado las probabilidades
P(X =0) y P(X =1), solamente se reemplazan en la anterior expresion,

P(X =2)=1-{0.1667+0.5}=1-0.6667 =0.3333

La probabilidad de que por lo menos 2 mujeres resulten conformando el comité
social es 0.3333 0 del 33.33%.

El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se calculan de la
siguiente forma:

Exy=nM 5[ 212,
N "l10) 10

Se esperaria que una mujer estuviera conformando el comité auditor.

Var(X):nMMN_n:3i£12ﬁ:0_56
N N N-1 10109 900

3.1.4 Distribucion Poisson

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion de Poisson de
parametro A >0 si su funcion de probabilidad es

x N )
—e™" six=0,1,..
J(x)=P(X =x)=1{ x!
0 en otro caso
X: numero de eventos independientes en un lapso de tiempo o por unidad de

area o de volumen. El parametro A es el promedio de eventos independientes en
el periodo de tiempo
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3.1.4.1 Propiedades

Si X es una variable aleatoria con distribucidon Poisson, entonces su valor
esperado o media de la variable aleatoria y su varianza son:

i) E(X) =\
i) Var(X) =\

3.1.4.2 Aplicaciones

En el modelo de Poisson, la variable aleatoria X representa el numero de
eventos aleatorios independientes que ocurren con una rapidez constante en un
lapso de tiempo o en un determinado espacio. El parametro A corresponde al
promedio de ocurrencias del evento aleatorio por unidad de tiempo o de espacio.

Con la ayuda del modelo de Poisson se puede modelar fenomenos como los
siguientes:

a) X :numero de llamadas telefonicas que recibe una central telefonica por
hora.

b) X : nimero de particulas alfa emitidas por segundo por una sustancia
radiactiva.

¢) X :namero de vehiculos que llegan a un parqueadero por dia.
d) X :numero de accidentes en una determinada via por mes.

e) X :nimero de clientes que llegan a la cola de un banco por hora para realizar
alguna transaccion financiera.

A continuacion se proporcionan algunos ejemplos de aplicacion.

Ejemplo 3.5 El promedio de autos de la marca R que llegan a una estacion de
gasolina por hora para abastecerse de combustible es de 4,

a) (Cudl es la probabilidad de que tres autos de la marca R lleguen a dicha
estacion en la proxima hora para abastecerse de combustible?

b) (Cual es la probabilidad de que a lo mas un auto de la marca R llegue a dicha
estacion en la proxima hora para abastecerse de combustible?

¢) (Cual es la probabilidad de que por lo menos dos autos de la marca R lleguen
a dicha estacion en la proxima hora para abastecerse de combustible?
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d) Obtener el valor esperado y la varianza e interpretar el valor esperado.

Se define la variable aleatoria como X : numero de autos de la marca R
que llegaran a estacion de gasolina en la proxima hora para abastecerse de
combustible. Los posibles valores de la variable son: 0, 1, 2,...

a) Aplicando el modelo Poisson con A =4 resulta,

4’ 64
fBR)=P(X= 3)=§e_4 =?(0.0183) =(.1952

La probabilidad de que tres autos de la marca R lleguen a dicha estacion en
la proxima hora para abastecerse de combustible es de 0.1952 o del 19.52%
aproximadamente.
b) Se debe calcular P(X <1)=P(X =0)+P(X =1)
40
f(0) =P(X =0) =a 4= 0.0183
1 !
fH=P(X=1)= %e—“ =4(0.0183)=0.0732
Luego, '
P(X<1)=P(X=0)+P(X =1)=0.0183+0.0732=0.0915

La probabilidad de que a lo mas un auto de la marca R llegue a la estacion en la
proxima hora para abastecerse de combustible es de 0.0915 o del 9.15%.

¢) En este caso, se ha de calcular,

P(X22)=P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+.....
Demaneraequivalente, se calcula la probabilidad del evento complementario,
P(X22)=1-{P(X = 0)+ P(X = 1)}=1-{0.0183+0.0732}

P(X >2)=1-0.0915=0.9085
La probabilidad de que por lo menos dos autos de la marca R lleguen a dicha

estacion en la proxima hora para abastecerse de combustible es de 0.9085 o del
90.85%

d) El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se obtienen
directamente,
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E(X) =\ =4
Var(X) =\ =4

Se espera que cuatro autos de la marca R lleguen a la mencionada estacion en la
proxima hora para abastecerse de combustible

Ejemplo 3.6 En la empresa JJ, el promedio de ausencia por mes de sus
trabajadores es de 2,

a) ;Cudl es la probabilidad de que en el siguiente mes 2 trabajadores se ausenten
de la empresa JJ?

b) (Cudl es la probabilidad de que en el siguiente mes por lo menos 3 trabajadores
se ausenten de la empresa JJ?

¢) Obtener la media o valor esperado y la varianza.

La variable aleatoria se puede definir asi X : numero de trabajadores que se
ausentaran el proximo mes en la empresa JJ. Los posibles valores de la variable
son: 0, 1, 2,...

a) Aplicando el modelo Poisson con A =2 resulta,

2
f)=P(X=2)= %e_z = 3(0.1353) =(.2706

La probabilidad de que en el siguiente mes 2 trabajadores se ausenten de la
empresa JJ es de 0.2706 o del 27.06%.

b) Se ha de calcular,
P(X23)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)+....
De manera equivalente,

P(X=3)=1-{P(X=0)+P(X =)+ P(X =2)}
£(0) =P(X =0) =f)—0' 2 ~(.1353
F(H)=P(X =1) =?—te‘2 =2(0.1353) =0.2706

f(2)=P(X=2)= %e_z = 2(0.1353) =0.2706
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Luego,
P(X=3)= 1—{0.1353+ 0.2706+ 0.2706} =1-0.6766=0.3234

La probabilidad de que en el siguiente mes por lo menos 3 trabajadores se
ausenten de la empresa JJ es de 0.3234 o del 32.34% aproximadamente.

¢) El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se obtienen
directamente,

E(X)=A=2

Se espera que el proximo mes se presenten 2 ausencias en los trabajadores de
la empresa JJ.

Var(X)=A=2

Es conveniente sefialar aqui que el modelo binomial se puede aproximar por
el modelo de Poisson cuando n es grande, p es pequefio (inferior a 0.1) y se
satisface que ISA=np<5

Ejemplo 3.7 El 3% de los usuarios de la entidad financiera H tienen seguro
contra robo en el cajero automatico, si se escogen aleatoriamente 100 usuarios
de la mencionada entidad financiera ;cudl es la probabilidad de que més de uno
tenga el seguro contra robo?

En este caso, se puede definir la variable aleatoria asi X : numero de usuarios
de la entidad financiera H que tienen el seguro contra robo en la muestra. Los
posibles valores de la variable son: 0, 1, 2,..., 100. Como A= np=0.03 (1 00)= 3
y se cumple las condiciones para aproximar el modelo binomial al modelo de
Poisson, luego:

Se ha de calcular P(X = 2)=1-{P(X = 0)+ P(X = 1)}
0
f(0)=P(X =0) =%e_3 =0.04978

1
SH=PX=D= %53 =3(0.04978) = 0.14934

Por lo tanto,
P(X=2)= 1—{0.04978+ 0.14934}= 1—0.1991=0.8009

La probabilidad de que mas de uno de los usuarios de la muestra tenga el seguro
contra robo en el cajero automatico es de 0.8009 o del 80.09%.
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Ahora, si se usa el modelo binomial con 7n=100yp=0.03 se obtiene un
resultado bastante aproximado, como se verifica en seguida,
100 0 100-0
f(O)=P(X =0)= ) (0.03)"(1-0.03)

100!

PA=0= 51100 0!

(1)(0.97)'™ =1(1)(0.04755) = 0.04755
100 1 100-1
f)=P(X =1)= ( | ](0.03) (1-0.03)

100!

= 1,(TO_1),(0~03)‘(0-97)1°°‘1 = 100(0.03)(0.049)

P(X=1)
P(X =1)=0.147
P(X 22)=1-{0.04755+0.147} = 1—0.19455 = 0.8054

3.1.5 Otras distribuciones discretas

En este apartado, se mencionan otras distribuciones discretas de probabilidad,
las cuales pueden resultar de interés para el lector. Ejemplos de aplicacion de
algunas de estas distribuciones se pueden consultar en: Freund y Miller (2000)
seccion 5.5, Ross (1998) seccion 4.8 y Blanco (2004) seccion 3.3.

3.1.5.1 Distribucion uniforme discreta

Se dice que una variable aleatoria X se distribuye de manera uniforme sobre los
puntos Xx,,X,,...,x, sisu funcion de probabilidad es,

1

— parax, =12,..,N

f)=P(X=x)={N D%
0  en otro caso

El parametro de la distribucion discreta uniforme es N .
Propiedades

Si X es una variable aleatoria con distribucion discreta uniforme, entonces su
valor esperado y su varianza son:
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N+1
2

N* -1
12

3.1.5.2 Distribucion geométrica o de Pascal

i) E(X)=

ii) Var(X) =

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion Geométrica o de
Pascal de parametro p si su funcion de probabilidad es,

f@)=P(X =x)=p(l-p)", x=12,..
Propiedades

Si X esuna variable aleatoria con distribucion Geométrica o de Pascal, entonces:

i) E(X)=—
p

2

ii) Var(X) ==L
p

3.1.5.3 Distribucion binomial negativa

Una variable aleatoria X tiene distribucion binomial negativa de parametros
k y psi su funcion de probabilidad es,

ka(l—p)x_k six=kk+1,2,... k=1,2,...

X

f(X)=P(X=X)=(k
Propiedades

Si X es una variable aleatoria con distribuciéon Binomial negativa, entonces:

) E(x)=%
p

i) Var(X) = k(l—_zp)
p
3.2 Distribuciones de probabilidad de tipo continuo

En esta seccion se indican los modelos uniforme, normal, exponencial,
lognormal, logistico, de Weibull, Laplace y Beta entre otros. Algunos de los
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aspectos teoricos considerados estan soportados en los conceptos expuestos por
autores como Bickel (1977), Papoulis (1991), Ross (1998), Freund (2000) y
Marshall (2007), por citar algunos.

3.2.1 Distribucion uniforme

Se dice que una variable aleatoria X se distribuye uniformemente sobre el
intervalo [a,b] con a <b numeros reales si su funcion de densidad es,

a<x<bh
) =1b_a sialx
0

en otro caso
3.2.1.1 Propiedades

Si X es una variable aleatoria con distribucion uniforme en [a b] con a <b
9 b

entonces:
) E(X) _a +b
ii) Var(X) =M

12

En la Figura 3.1 se indica la representacion grafica de la funcion de densidad de
la variable aleatoria X con distribucién uniforme.

fx)
¥ 3

o
jx}

o
o

Figura 3.1. Funcién de densidad de la variable aleatoria X uniforme
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Como caso particular se tiene que para @ =0, b =1 una variable aleatoria X se

distribuye uniformemente sobre el intervalo [O, 1] si su funcion de densidad es,

si0<x<1

en otro caso

1
fx)= { 0
Propiedades

SiX esuna variable aleatoria con distribucion uniforme en [0, 1], entonces:

: _1
i) E(X)—2
.. 1
ii) Var(X)——12

3.2.2 Distribucion normal

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion normal de pardmetros
M y O0,donde M esunnumero real y O un numero real positivo si su funcion
de densidad es,

1 1 f—p\’
X)=——6exp |—— , XER
J&) o2 P 2 <cr >

Su representacion grafica se presenta en la Figura 3.2.

La curva se denomina campana de Gauss y el area bajo la curva vale 1.

fix)

d

AN

&30 ple plg g wtlo wrloasic X

e

Figura 3.2. Funcion de densidad de la variable aleatoria X normal

Ademas se cumplen las dos condiciones siguientes:
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0 f(x) 20

1

ii) j:{f (x)dx =:!' N e_l/2<?> dx =1

3.2.2.1 Propiedades

i) E(X) =H
i) Var(X) =0

Como caso particular si 4 =0 y 0 =1, se tiene la densidad de la distribucion
normal estandar dada por

f(x)= \/;_nexp{—%xz} xeR

La mencionada distribucion se obtiene realizando la siguiente estandarizacion
de la variable:

_x—H
(0}

dz =l dx
()

La densidad de la distribucion normal estandar cumple la siguiente igualdad,

Tf(z)dZ:T\/;__n_e_;dZZI

La densidad de la distribucion normal estandar para la variable aleatoria Z es,

2
-z

1 2
@) ==

que sin pérdida de generalidad se puede escribir de la siguiente manera,

1

f(x)= ﬁexp{—%xz}, xeR

Donde f(x) es una funcion de densidad para la variable aleatoria X .

La funcién de distribucion de la variable aleatoria Z con distribucion normal
estandar es,
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F(2)=P(Z<2)=®(2)= | \/;__nexp[—%tz}a’t

En la Figura 3.3 se indica la funcion de densidad de la distribucion normal

estandar, se observa que ella es simétrica con respecto al eje vertical. El area bajo

la curva es igual a 1, en la parte izquierda se ubica un area igual a 0.5=50% y en

la parte derecha se tiene un area de 0.5 como resultado de la simetria. Los valores
en el eje horizontal para la variable estandarizada estan aproximadamente entre

-3.5y3.5.

g

Figura 3.3. Funcion de densidad de la variable aleatoria X normal estandar

Ejemplo 3.8 La Figura 3.4 muestra el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad P(Z <2.02), la cual se puede
leer en una tabla para la distribucién normal estandar.

F(2.02) = P(Z 2.02) = ®(2.02) = ?
F(2.02) = P(Z <2.02) = 0.9783 = 97.83%.

Figura 3.4. Area bajo la curva normal estandar (P Z <2.02)

Ejemplo 3.9 La Figura 3.5 muestra el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad
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F(-1.18)= P(Z <-1.18) _®(-1.18) =0.119=11.9%
'Iqr‘-.l'l

Figura 3.5. Area bajo la curva normal estandar (P Z <—1.18)

Ejemplo 3.10 La Figura 3.6 muestra el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad

P(Z<0.83)=0.7967 =79.67%

'F;:-‘-u"l
Y. W\
._.......-—F./.. : . \.‘-
-3 -2 -1 0 1 2 3 £

Figura 3.6. Area bajo la curva normal estandar (P Z < (.83)

Ejemplo 3.11 La Figura 3.7 muestra el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad

P(Z214)=1-P(Z<14)=1-0.9192=0.0808 = 8.08%

lﬁf-:/l

Figura 3.7. Area bajo la curva normal estandar (P Z >1.4)
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Ejemplo 3.12 La Figura 3.8 muestra el valor del area bajo la curva normal
estandar equivalente al calculo de la probabilidad

P(-14<Z7<25)=P(Z<2.5)-P(Z<-1.4)
P(-0.4< 7 <2.5)=0.9938—-0.0808 = 0.9130

fiz)

Figura 3.8. Area bajo la curva normal estindar P(—1.4<Z <2.5)

3.2.2.2 Aplicaciones

Ejemplo 3.12 La empresa LL produce lamparas cuya duracion en horas se
distribuye normalmente con media de 900 horas y desviacion estandar de 50
horas. Si se toma al azar una lampara de la produccion,

a) (Cual es la probabilidad de que dure maximo 940 horas?
b) (Cual es la probabilidad de que dure por lo menos 822 horas?
¢) (Cual es la probabilidad de que dure entre 880 y 1020 horas?
d) (Cuadl es la probabilidad de que dure mas de 1200 horas?

M =900 horas, 0 = 50 horas

X duracion en horas de una lampara cualesquiera producida por la empresa LL.

@) P(X <940)= P <X —H 940 _“>=P <Zs M)
o o 50

P(X <940)=P <Z s%>=P(Z <0.8)=0.7881=78.81%
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'f.ir:fl
£ \
.
/f_ qx\
3 2 1 o0 1 1 3 I

0

Figura 3.9. Area bajo la curva normal estandar (P Z < (.8)

La probabilidad de que una lampara escogida al azar de la produccion dure
maximo 940 horas es del 78.81%. Una representacion de la situacion se tiene
en la Figura 3.9.

b) P(X 2822)=P (X, 822 _“> =P <Z zw>
\ o o 50
P(X >822)= P(Z > ~1.56) =1~ P(Z < —1.56) = 1—0.0594 = 0.9406
P(X = 822)=0.9406 =94.06%
'F:.r‘-fl

Figura 3.10. Area bajo la curva normal estandar (P Z > — 1.56)

La probabilidad de que una ldmpara escogida al azar de la produccion dure por
lo menos 822 horas es del 94.06%. Una representacion de la anterior situacion
se tiene en la Figura 3.10.

¢) P(880< X <1020)= P <88° —H_AX—p 1020 —u>
(0) (0) o

1020 —900
<

PB880=< X <1020)=P 50 >=P(—0.4s Z<24)

IA

VA

<880 —900
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P(880=< X =<1020)=0.9918—0.3446=0.6472 = 64.72%

fiz)
/ \
/ x\
Il — -
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.11. Area bajo la curva normal estaindar P(—0.4<Z <2.4)

Z

La probabilidad de que una lampara escogida al azar de la produccion dure entre
880 y 1020 horas es de 64.72%. Ver Figura 3.11.

X —p_ 1200 =900 N
P(X=1200 =P/ > =P(Z=6)=0
oz a0=p (FHS PO0) ()

[
[
-
=]
et

[

[
[}

Figura 3.12. Area bajo la curva normal estandar (P Z > 6)

La probabilidad de que una lampara escogida al azar de la produccion dure mas
de 1200 horas es del 0% aproximadamente. Ver Figura 3.12.

Ejemplo 3.13 El peso de los paquetes de azicar empacados por la maquina
R es una variable aleatoria que se distribuye normalmente con media g =500
gramos, y una desviacion estandar 0 = 20 gramos. Si se escoge aleatoriamente
un paquete de azicar empacado por la maquina R,

a) (Cudl es la probabilidad de que su peso sea de por lo menos 486 gramos?
b) (Cuadl es la probabilidad de que su peso sea a lo mas de 480 gramos?

¢) (Cuadl es la probabilidad de que su peso esté entre 476 y 550 gramos?
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d) ;Cual es la probabilidad de que su peso sea de menos de 400 gramos?

e) /Cuadl es la probabilidad de que su peso sea de mas de 440 gramos?
M =500 gramos, 0 =20 gramos.
X : peso de un roedor silvestre escogido aleatoriamente.
a) P(X >486) :I—P(X_ Ho 486_500)
o 20

P(X=486)=P(Z22—-0.7)=1-P(Z=<-0.7)=1-0.2420=0.758 = 75.8%

La probabilidad de que el peso del paquete de azucar escogido aleatoriamente
sea de por menos 486 gramos es de 75.8%. Obsérvese la Figura 3.13.

i

F
/ \
e \h""--\_
—— e L T
-3 -2 -1 2 i £

z)
0 1

Figura 3.13. Area bajo la curva normal estandar (P Z > —0.7)

b)P(X <480)=P X—H _480-500
o 20

] =P(Z<-1)=0.1587=15.87%.

La probabilidad de que el peso del paquete de azucar escogido aleatoriamente
sea de maximo 480 gramos es de 15.87%. Ver Figura 3.14.

Figura 3.14. Area bajo la curva normal estandar (P Z <— 1)
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¢) P(476< X <550)= p(4762—0500 <7< 5502—0500)

P(476 <X <550) =P(—1.2 <Z <2.5) =P(Z <2.5) —P(Z <—1.2)

La situacion anterior se puede observar en la Figura 3.15.

fiz)
_,/ \
A X\r
'3 2 a1 0 1 2 3 Z

Figura 3.15. Area bajo la curva normal estandar P(—1.2< Z <2.5)

La probabilidad de que el peso del paquete de azucar escogido aleatoriamente
esté entre 476 y 550 gramos es del 87.87%

X—-H < 400-500
o 20

d) P(X£400):P( ]:P(ZS—S);O%

Esta situacion se puede observar en la Figura 3.16.

fiz)

La
[
-
=1
—

=

L
by

Figura 3.16. Area bajo la curva normal estiandar (P Z < —5)

La probabilidad de que el peso del paquete de azlicar escogido aleatoriamente
sea de menos de 400 gramos es de 0% aproximadamente.
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X —H _ 440-500
o 20
P(X >440)=1-0.0013 =0.9987 = 99.87%

e) P(X2440):P( JzP(ZZ—3)=1—P(Z£—3)

("]
[ 2]
[
[
=t
(2]
L
t

Figura 3.17. Area bajo la curva normal estandar (P Z > — 3)

La probabilidad de que el peso del paquete de azucar escogido aleatoriamente
sea de mas de 440 gramos es de 99.87%. Obsérvese la Figura 3.17.

3.2.3 Otras distribuciones de tipo continuo

En este apartado se indican otras distribuciones continuas de probabilidad, las
cuales pueden resultar de interés para el lector. Ejemplos de aplicacion de algunas
de estas distribuciones se pueden consultar en: Freund y Miller (2000) capitulo
6, Ross (1998) capitulo 5, Blanco (2004) capitulo 4, Marshall y Olkim (2007)
capitulo 9, Papoulis (1991) seccion 4.3 y Meeker y Escobar (1998) capitulo 4.

3.2.3.1 Distribucion Gamma

Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion Gamma de parametros
r >0 y A >0 sisu funcién de densidad es,

o) = %()\x)r_1 exp(-Ax) si x>0

0 si x<0

Donde I () es la funcion Gamma definida como se indica a continuacion,

r(r)= }t "exp(—t)dt
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Propiedades
D) E(X) =—

(X) x
i) Var(X) =%

Como un caso particular, si »=1 , se tiene una variable aleatoria X con
distribucion exponencial de parametro A >0. En efecto, resultaria:

o) = %()\x)l_1 exp(-Ax) si x>0

0 si x<0

Pero T'(1)=1, ya que se trata de la funcion Gamma calculada en » =1
ra = J' ' exp(—t)dt = f exp(~t)dt= Lim (—exp(-1)) ‘Z =1
0 0

Finalmente, resulta la funcion de densidad de probabilidad de una variable
aleatoria con distribucidon exponencial que se presentara en un apartado posterior.

)= ;\exp (-Ax) si x>0

si x<0

3.2.3.2 Distribucion Beta

Una variable aleatoria X tiene distribucion Beta de pardmetros a >0 y 5>0
si su funcion de densidad es,
1

f(x) =!B(a,b)
0 si xe (0,1)

xX(1=x)" si 0<x<1

Donde B(a,b) es la funcion Beta definida de la siguiente forma,

1
B(a,b) = J' (1 =x)"" dx-
0

Propiedades

a

i) E(X)=a+b .
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ab
(a+b+1)(a+b)

ii) Var(X) =

3.2.3.3 Distribucion Weibull

Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion Weibull de pardmetros
o >0 y B >0 sisu funcion de densidad es

oBxP" exp —O(xB) si x>0

0 si x<0

f(x)=l

Propiedades

1

o-{)ef)
onen- (e (4]

3.2.3.4 Distribucion Cauchy

Se dice que una variable aleatoria X se distribuye Cauchy de parametros 6, B,
Be R, Be R", sisufuncion de densidad es

Cuando 0 =0y B =1 resulta:

foy =21

(1 +x%)’
3.2.3.5 Distribucion de Laplace

Se dice que una variable aleatoria X se distribuye Laplace o Exponencial doble
de parametros &, B si su funcion de densidad es

.ﬂm=4prGE—ﬂ> xeRyBeR
28 B
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3.2.3.6 Distribucion lognormal

Sea X una variable aleatoria no negativa y Y =In X, si la variable ¥ se
distribuye normal de parametros Y, O ,entonces sedice que Y tiene distribucion
lognormal de parametros U, 0. Si Y tiene distribucion lognormal, entonces su
funcion de densidad esta dada por,

f(x) =210 x V2o ) |
0 si x <0

3.2.3.7 Distribucion logistica

Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion logistica de pardmetros
&, B,xeR, Pe R, sisufuncion de densidad es

£7]

1@ =% -, xeR
e[
B
Cuando & =0y B =I resulta:
foy=®(=) e

3.2.3.8 Distribucion exponencial

Una variable aleatoria X tiene distribucién exponencial si su funcién de
densidad es:

Ae™ si x>0

0 si x=<0

10 =
Propiedades
) = _1
) y=EX) =

i) g*=Var(X)= %
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La representacion de la funcion de densidad se indica en la Figura 3.18.

» 4 %)

X

Figura 3.18. Funcién de densidad de una variable aleatoria exponencial

De la Figura 3.18 se observa que la funcién de densidad es decreciente pero el
area bajo la curva esigual a 1, por ello se utiliza para el calculo de probabilidades.

3.2.3.9 Distribucion Lambda generalizada

La Distribucion Lambda generalizada es una familia de distribuciones de
probabilidad, que se define a través de su funcion percentil como sigue (Karian
y Dudewics, 2000):

_ _ 7\3_1_ Ay
Fi(y)=x=F 1(y,>\1,>\2,>\3,>\4)=>\1+%
2

Con 0 < y <1, en la definicion dada anteriormente es necesario el cumplimiento
de la condicion de que A, # 0. Las constantes Ap Ay Ay A, se llaman parametros
de la Distribucion Lambda Generalizada. El valor ) se asocia con el parametro de
localizacion; el valor A, con el parametro de escala; el valor A, con el momento
de tercer orden, que define la asimetria de una distribucion de probabilidad, y el
valor )\, con el momento de cuarto orden, que permite definir el apuntamiento
de la curva o también denominado curtosis.

Si F(x) es la funcion de distribucion de una variable aleatoria continua X tal
que x=F~'(y), entonces se tiene que y = F(x). Al aplicar calculo diferencial

y al derivar con respecto a x mediante el procedimiento de derivacion para una
funcién inversa se obtiene la funcion de densidad siguiente:

d — f(x) = A =
& F@) =10 = s s =F )
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Es conveniente indicar que a los cuatro pardmetros antes mencionados se les
pueden asignar valores especificos apropiados para que las expresiones que
definen la Distribucion Lambda Generalizada y la funcién de densidad cumplan
con las dos condiciones siguientes que formalmente distinguen una funcion de
densidad de probabilidad:

L f(F()=/(x)20

2. [ SET)AFE ()= [ f(x)dx=1

La primera condicion indica que la curva f(x) debe estar por arriba del eje
horizontal o sobre €I, pero nunca por debajo; analiticamente implica que

>\2 =
AYET AN (1)
La segunda condicion implica que el area bajo la curva es igual a 1.

Para determinar las parejas (>\3,>\4) , en las cuales la Distribucion Lambda
Generalizadaresulte valida, es decir, permita definir formalmente unadistribucion
de probabilidad, Karian y Dudewicz (2000) estudiaron las siguientes regiones:

R, ={(>‘37>\4)a )\3 5_1’>\4 Zl}

R ={(\\)a A =L\, <1}
R ={(\.A)a A 20\, 0}
R, ={(\.\,)a A, <0\, <0}
v ={(\u ) a A, <0, 0 <), <1}
v, ={(\JN)a 0 <\ <1, A, <0}
v, ={(\ ) a -1 < <0, A, >1}
v, ={(\N)a A >, -1 <), <0}

Karian y Dudewicz demostraron que la Distribucion Lambda Generalizada es
valida en las regiones: R, R,, R, y R, pero no es valida en las regiones V,y V;
ademas, llegaron a la conclusion de que la Distribucion Lambda Generalizada
es valida en las regiones V,y V,, siy solo si
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)\4

El anterior contexto indica que la DLG no est4 definida para valores arbitrarios
de sus cuatro parametros. Karian y Dudewicz (2000) han propuesto una tabla
que contiene una gama muy amplia de valores para los pardmetros, de tal manera
que con ellos si se tiene un amplio espectro de distribuciones provenientes de
la DLG; asi mismo han desarrollado un algoritmo que permite cubrir una muy
amplia variedad de casos de distribuciones que se pueden generar al dar valores
especificos a los parametros de la DLG, resultando distribuciones simétricas,
asimétricas, platictrticas, leptocurticas u otras como la uniforme, normal,
logistica, t-student y mas que puedan ser utiles en la intencion de modelar un
determinado conjunto de datos reales.

3.2.3.10 Distribucion Birnbaum-Saunders
Una variable aleatoria X tiene distribucion Birnbaum-Saunders de parametros

o >0, B >0, sisufuncion de distribucion esta dada por (Birnbaum & Saunders,
1969a, 1969b; Saunders, 2007):

Fw=o(l [@— @)} = (1)
h(x)= zzé [<%> i <%>}

La cual se denota con X = BS (0(, B), donde ® (X) representa la distribucion
normal estandar. En este caso, z=A(x) corresponde al conjunto de los valores

con

de una variable normal estandar Z. El p percentil de la distribucion de la
variable aleatoria X — BS (0(, B) es X, = F ;}1 (p) (Kandu, 2008; Diaz, 2005;
Leiva, 2009; Barros, 2009); también este se puede obtener aplicando el método

de la transformada inversa, a partir del cual se puede obtener la siguiente
expresion,
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2
' 2
x, =P 0(22p+ (O(Zp)+4

2

Donde 2, es el p percentil de la distribucion de una variable normal estandar
denotada con Z >N (0,1). La mencionada expresion se puede utilizar para

generar valores X deuna variable aleatoria con distribucion Birnbaum-Saunders,
X > BS (o, B).



ELEMENTOS DE PROBABILIDAD | Apoyo al estudio independiente 115

Actividades para el estudio independiente capitulo 3

3.1 El equipo de futbol CC tiene una probabilidad de 0.75 de ganar cada vez
que juega. Si atn le quedan por jugar 8 partidos,

a) (Cual es la probabilidad de que gane tres partidos?

b) (Cual es la probabilidad de que no gane los restantes partidos?

¢) (Cualeslaprobabilidad de que gane por lo menos cuatro partidos? Determinar
el namero de partidos que espera ganar el equipo CC y la varianza.

3.2 La probabilidad de que cualquiera de las vacas de la granja A esté
produciendo leche en alguna época del afio es de 0.6. Si se toma una muestra
aleatoria de 6 vacas de la granja A,

a) (Cual es la probabilidad de que una vaca de la muestra esté produciendo
leche?

b) (Cuadl es la probabilidad de que dos vacas de la muestra estén produciendo
leche?

¢) (Cudl es la probabilidad de que a lo mas dos vacas de la muestra estén
produciendo leche?

d) (Cudl es la probabilidad de que todas las vacas de la muestra estén
produciendo leche?

e) Determinar el valor esperado e interpretarlo.

3.3 Una maquina produce articulos del tipo RRR, la probabilidad de que
cualquier articulo producido por la méaquina resulte defectuoso es 0.05, si se
escoge una muestra aleatoria de 10 articulos,

a) (Cual es la probabilidad de que dos resulten defectuosos?
b) (Cual es la probabilidad de que ninguno resulte defectuoso?
¢) (Cudl es la probabilidad de que por lo menos tres resulten defectuosos?

Se define la variable aleatoria como X : numero de articulos defectuosos del
tipo RRR en la muestra de 10. Los posibles valores de la variable son: 0, 1,
2,...,10.

3.4 En un curso de Probabilidad estd conformado por 10 estudiantes
de matematicas y 15 estudiantes de otras carreras, si se decide escoger
aleatoriamente un grupo de 6 estudiantes del curso de probabilidad para que
hagan una disertacion sobre espacios de probabilidad en el salon de clase,
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a) (Cudl es la probabilidad de que en el grupo haya dos estudiantes
matematicas?

b) (Cudl es la probabilidad de que en el grupo haya solo un estudiante de
matematicas?

¢) (Cudl es la probabilidad de que en el grupo todos los estudiantes sean de
otras carreras?

d) (Cual es la probabilidad de que en el grupo resulten por lo menos tres
estudiantes de matematicas?

e) Determinar el valor esperado.

3.5 En una granja hay unos vacunos de los cuales 8 son de la raza pardosuizo
y 12 de la raza romosinuano, si se decide escoger aleatoriamente un grupo de
cinco de los mencionados vacunos para exhibirlos en la feria regional ganadera,

a) (Cual es la probabilidad de que en el grupo haya dos vacunos de la raza
pardosuizo?

b) (Cual es la probabilidad de que en el grupo haya solo un vacuno de la raza
pardosuizo?

¢) (Cual es la probabilidad de que en el grupo todos los vacunos resulten de la
raza romosinuano?

d) (Cual es la probabilidad de que en el grupo resulten por lo menos tres
vacunos de la raza pardosuizo?

3.6 El promedio de inyecciones del medicamento AA que no surten efecto en los
cachorros de la region B es de 2 en las jornadas de vacunacion que se han realizado,

a) (Cudl es la probabilidad de que cuatro inyecciones del medicamento AA
no surtan efecto en los cachorros de la region B en la proxima aplicacion del
medicamento?

b) (Cudl es la probabilidad de que a lo mas una inyeccion del medicamento AA
no surta efecto en los cachorros de la region B en la proxima aplicacion del
medicamento?

3.7 El promedio de caninos infestados de pulgas encontrados en las tltimas visitas
a la region BB realizadas por los inspectores de salud animal es de 5,

a) (Cualeslaprobabilidad de que en la siguiente visita a laregion BB, los inspectores
de salud animal encuentren tres caninos infestados de pulgas?

b) (Cualeslaprobabilidad de que en la siguiente visita a laregion BB, los inspectores
de salud animal encuentren a lo més dos caninos infestados de pulgas?
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¢) Determinar el valor esperado y la varianza.

3.8 Graficar y determinar las siguientes probabilidades utilizando la distribucion
normal estandar a) P(Z <-1.35),b) P(Z>1.3) c) P(0.31<Z<2.5)

3.9 Una fabrica produce bombillos, la duraciéon de los bombillos tiene una
distribucion normal con media de 800 horas y desviacion estdndar de 50 horas.
Si se toma al azar un bombillo de la produccion,

a) (Cudl es la probabilidad de que dure méaximo 840 horas?

b) (Cudl es la probabilidad de que dure por lo menos 720 horas?
¢) (Cudl es la probabilidad de que dure entre 780 y 920 horas?
d) (Cudl es la probabilidad de que dure més de 1000 horas?

3.10 El peso en una clase de unos roedores silvestres es una variable aleatoria
que se distribuye normalmente con media g =500 gramos, y una desviacion
estandar 0 =30 gramos. Si se escoge aleatoriamente un roedor de esa clase,

a) (Cual es la probabilidad de que su peso sea de por lo menos 480 gramos?
b) (Cual es la probabilidad de que su peso sea a lo mas de 470 gramos?
¢) (Cual es la probabilidad de que su peso esté entre 465 y 575 gramos?
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Ejercicios para el capitulo 3
3.1 Leer en una tabla normal estandar, los siguientes valores de probabilidad:

a) P(Z <2.6)
b) P(Z >1.32)
¢) P(Z <-0.24)
d) P(Z >2.16)
e) P(Z <-1.37)
f) P(Z =-0.24)

3.2 Elsueldo de los trabajadores de la empresa T&T se distribuye normalmente
con media de 500 (en miles de pesos) y desviacion estandar de 10, se escoge
aleatoriamente a un trabajador de dicha empresa. ;Cual es la probabilidad de
que su salario sea superior a 493, inferior a 489, o esté entre 482 y 5127

3.3 De los estudiantes que cursan una asignatura, 15 son de economia y 25 son
de otras carreras, si se escoge aleatoriamente un grupo de 10 estudiantes para
que asistan a un encuentro nacional, ;cudl es la probabilidad de que en el grupo
haya por lo menos tres estudiantes de economia?, ;cual es la probabilidad de
que en el grupo haya por lo menos tres estudiantes de otras carreras?

3.4 Elpeso deun producto de lamarca P sigue una distribucion normal con media
1000 gramos y desviacion estandar de 6 gramos, si se escoge aleatoriamente
una unidad del producto de la marca P ;cudl es la probabilidad de que su peso
sea superior a 1010 gramos?

3.5 Enuna fabrica, el promedio de ausencia por mes de sus trabajadores es de 3.
(Cual es la probabilidad de que en el siguiente mes por lo menos 3 trabajadores
se ausenten de la fabrica?

3.6 En un proceso productivo, se sabe que el 96% de los articulos de la marca
M1 resultan de buena calidad, si se selecciona una muestra aleatoria de 40
unidades del articulo, ;cudl es la probabilidad de que més de 95 articulos de
esta marca resulten de buena calidad?

3.7 Una fabrica produce medicamentos del tipo A para vacunos, la probabilidad
de que cualquier unidad del medicamento producido por la fabrica no resulte
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efectiva es del 4%, si se escoge una muestra aleatoria de 90 unidades del
medicamento. ;Cudl es la probabilidad de que por lo menos 4 no resulten
efectivos?

3.8 Si la probabilidad de que una res sufra reaccién por una vacuna anti-
aftosa es del 1% y si se toma una muestra aleatoria de 200 reses, a) ;Cual es la
probabilidad de encontrar que tres reses de la muestra sufran reaccion ante la
vacuna antiaftosa?, b) ;Cudl es la probabilidad de encontrar que mas de cinco

reses de la muestra sufran reaccion ante la vacuna anti-aftosa?

3.9 De un corral que contiene cerdos, se escogen 3 aleatoriamente para
diagnosticar si estan infectados o no lo estan con un nuevo virus que ha aparecido
en la region. ;Cual es la probabilidad de que como minimo dos cerdos resulten
infectados?

3.10 El peso de un grupo de aves sigue una distribucion normal con media
1800 gramos y desviacion estandar de 40 gramos. Si se escoge aleatoriamente
una ave de ese grupo ;Cudl es la probabilidad de que su peso sea mayor que
1850 gramos?

3.11 Unamaquina produce articulos del tipo C, la probabilidad de que cualquier
articulo producido por la maquina resulte de mala calidad es 0.03, si se escoge
una muestra aleatoria de 20 articulos, /cudl es la probabilidad de que por lo
menos tres resulten de mala calidad?

3.12 Probar que en la distribucion uniforme discreta se cumple que,

i E(X)=N+1

2

N? -1
i) Var(X) =
) Var(X) B

3.13 Trazar la grafica de una distribucion Lambda generalizada de pardmetros
0, 0.1975, 0.1349 y 0.1349; y de una distribucion Birnbaum-Saunders de
parametros 0.3, 1
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4
VECTORES ALEATORIOS

En los capitulos anteriores se ha establecido el concepto de variable aleatoria
como una funcion medible, para la cual fue posible determinar su funcién y
distribucion de probabilidad, el valor esperado y la varianza, entre otros. En
este capitulo se hard una extension de estos conceptos hacia los denominados
vectores aleatorios; especificamente se definen y ejemplifican la funcion de
probabilidad o de densidad, la distribucion de probabilidad, las marginales, la
funcion de probabilidad condicional, la esperanza matematica y la matriz de
covarianzas para vectores aleatorios tanto discretos como continuos. Algunos
de los aspectos teoricos incluidos en este capitulo se soportan en los conceptos
expuestos por autores como Lindgren (1993), Papoulis (1991), Ross (1998),
Jacod y Protter (2000), Mufioz y Blanco (2002), Hernandez (2003), Blanco
(2004), por citar algunos.

4.1 Concepto de vector aleatorio

Dado un espacio de probabilidad Q,J, Py el espacio medible (R*,B,) donde
B, es el sigma édlgebra de Borel en R* , un vector aleatorio real X es una
funcion medible definida de la siguiente manera,

X:Q = R*
w - X (W)= (X, (W), X,(W),..., X, (W)
Tal que cada X, para i=1,2,..,k es una variable aleatoria real y para todo

evento E en P, se tiene que
X'(E)e3.

Ahora si X, para i =1,2,...,k son variables aleatorias reales, entonces se puede
conformar un vector aleatorio con & componentes, asi:
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X=(X,X,,..,X,)

Ejemplo 4.1 Si X, y X, son variables aleatorias reales, entonces
X (W) =(X,(w), X,(w))es un vector aleatorio bidimensional, el cual suele
denotarse con X =(X,, X,) sino hay lugar a confusiones; Si X, X, y X, son
variables aleatoria reales entonces X (W) =(X,(w), X, (W), X;(W)) es un vector
aleatorio tridimensional que puede denotarse con X =(X,, X,, X,), y asi

sucesivamente.

Por otro lado si X, X,, ..., X, son variables aleatorias discretas, es decir sus
correspondientes rangos R, ,R, ,..,R, son conjuntos finitos 0 numerables
entonces el vector

X (W) =(X, (0), X, (W), ..., X; (W)

es un vector aleatorio discreto.

Ademas, si X,,X,,..., X, son variables aleatorias continuas, es decir sus
correspondientes rangos R X, ,R X000 R x, »Son conjuntos no numerables entonces
el vector,

X (W) =(X; (W), X, (W), ..., X, (W)

es un vector aleatorio continuo.

Ahora, si algunas de las X, para i=1,2,...,k son variables aleatorias discretas
y las demas son variables aleatorias continuas, entonces X es vector aleatorio
mixto.

4.2 Funcion de probabilidad conjunta

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R,B,),

X =(X,,X,,....,X,) un vector aleatorio discreto en R*, X =(x,Xy,...,X, ) un
vector en R*, la funcion

P(X=x) sixeR,

fX(xnxz,---axk):{O *

en otro caso

La cual también se puede expresar como
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P((X,=x) Nn(X,=x,) N..n(X, =x,))

0 en otro caso

fX(xl,xz,...,xk):{

Con R, = (RXI Ry, ,...,RXk) , lafuncion f, es una funcién de probabilidad para
el vector aleatorio discreto X si cumple las dos condiciones siguientes:

) fo(x,%5,,%,)20.

ii) ZZ...ny(xl,xz,...,xk) =1.

Ry, Ry, Ry,
En la anterior definicion, se ha de tener presente los siguientes eventos:
(X, =x,) =s{weQ: X, (W) =x}
(X, =x,) ={weQ:x, (W) =x,}
Sucesivamente,

(X =x,) ={w€Q:Xk(w) :xk}

Ejemplo 4.2 Considerando el espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio
medible (R*,B,), X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, x = (x,,x,)

un vector en R*, la funcion
P(X=Xx) sixeR;
0 en otro caso

fy(xl’xz) :{

La cual también se puede expresar como

P((Xl :xl) m(‘sz :xz))
fy(xl,x2)=
0 en otro caso
O también por
P(X =x,X,=x
fX(xl’xz):{ ( 1 1532 2)
0 en otro caso

Con R, =(Ry,,Ry ), sedenomina funcion de probabilidad bi-variada del vector
aleatorio discreto X si f, cumple las dos condiciones siguientes:

i) fe(x,x,)20.
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i) 22 (5.x) =1

Ry, Ry,

En el espacio de probabilidad (©,3,P) y el espacio medible (R’,B;)
X =(X,,X,,X,) un vector aleatorio discreto en R’, x =(x,,x,,X,)un vector
en R’, la funcion,

P((X, =x) Nn(X,=x,) N(X;=x3))

fo(x,x,,x,) =
AT 0 en otro caso

La cual también se puede expresar como

PX =x,X =x,,X,=x
fX(xl’XZ’x3):{0( 1 1 2 25443 3)

en otro caso

Con R, =(Ry,Ry,R, ), se llama funcion de probabilidad trivariada del

vector aleatorio discreto X si fy cumple las dos condiciones siguientes:

i) fy(x|>x25x3)20

it) ZZZJ;(przaxz) =1

Ry, Ry, RX3

4.3 Funcion de densidad multivariada

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,,..,X,) un vector aleatorio continuo en R*, X =(x,Xy,..., X, ) un

vector en R*, la funcion real,
. pk
fy:R" >R

es una funcién de densidad de probabilidad para el vector aleatorio continuo X
si f; cumple las dos condiciones siguientes:

) fo(x,%,..,x,)20
ii) I_wj_m...j_mf)?(xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk =1

Ejemplo 4.3 En un espacio de probabilidad (€2, 3, P) y el espacio medible

(R*,B,), X=(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R*, ¥ =(x,,x,)un
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vector en R?, la funcion real
fe i RP >R

es una funcion de densidad de probabilidad bivariada para el vector aleatorio
continuo X si f- cumple las dos condiciones siguientes:

1) f¢(x,x,)20
ii) 'LO J:OO fy (x;,x,)dx,dx, =1
En un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,,X,) un vector aleatorio continuo en R’, ¥ =(x,,x,,X,)un vector
en R®, la funcion real

S~ ‘R’ >R

es una funcion de densidad de probabilidad trivariada para el vector aleatorio
continuo X si f- cumple las dos condiciones siguientes:

i) fy(xl,xz,x3)20

ii) J-:.[ijify(xl,xz,x3)dx1dx2dx3 =1

4.4 Funcion de distribucion multivariada

Sea un espacio de probabilidad (Q,J,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,,...,X,) un vector aleatorio continuo en R, x= (X, %,,..., X, ) Un
vector en R, la funcién de distribucion de probabilidad del vector aleatorio X
se define de la siguiente manera:

Fo(x,%),.5%,) =P(X, <x,X, <x,,., X, <x)
También se puede expresar de la siguiente forma,

Fo(x,%),..,%) = P(X, < x) N (X, £x,)N..n(X, <x,))
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Si no hay lugar a confusiones, la funcion de distribucion del vector aleatorio
X se denota simplemente con F'. Ademads, los eventos involucrados en la
definicidn se pueden escribir de la siguiente forma:

(X, =x,) ={weQ:X,(w) <x}
(X, =x,) ={weQ: X, (w) =x,}
Sucesivamente,

(X, <x,) ={we Q: X, (W) <x }

Ahora, si el vector aleatorio X es continuo, entonces su funcion de distribucion
de probabilidad conjunta se puede expresar asi

Fo(,Xenx) = [ [ ottt Yttty

Aqui es conveniente considerar que para un evento E € B, entonces,

P(XeE)= ”J S (X550, %, )X, dix, . X,

Donde la anterior es una integral de Lebesgue sobre E.

Ejemplo 4.4 En un espacio de probabilidad (2,3, P) y el espacio medible
(R*,B,), X=(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R*, X =(x,,x,)un
vector en R’, parael evento E =[a,b]x[c,d] B, se tiene

P(X e E)=P(X e[a,b]x[c,d]) = j[a b]j[c o (o vy

4.5 Funciones de probabilidad marginales

En un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, X =(x,,x,)un vector en R’y
R, =(R,,Ry ), la funcion de probabilidad mirginal con respecto a la variable
aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es

le(xl):Zf)?(xl’XZ)

Ry,
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La funcioén de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

f)(2 (x,) = ij((xlvxz)

Ry,
En un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,,X,) un vector aleatorio discreto en R’, X =(x,,x,,x,)un vector
en R,y Ry =(Ry Ry ,Ry ), la funcion de probabilidad marginal con respecto
a la variable aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es
le (xl) = ZZf)?(xlﬁxZ’x?,)
Ry, Ry,
La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es
fxz (xz) = ZZf}(xlaxza)%)
Ry, Ry,
La funcién de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

sz (x3) :ZZf)_((‘xlﬁx2’x3)

Ry, Ry,
La funcion de probabilidad marginal con respecto a las variables aleatorias X,
y X, que compone el vector aleatorio X es

fxz,)(}(xza)%)Zij((Xlaxz’xs)

Ry,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a las variables aleatorias X,
y X, que compone el vector aleatorio X es

fxl,Xz(xlaxa)=Zf)7(x1ax2ax3)

Ry,

En general en un espacio de probabilidad (€2, 3, P) y el espacio medible (R, By) ,
Y:(XI,XZ,...,Xk) un vector aleatorio continuo en R*, x = (X, X,,..., X, ) UN
vector en R* y Ry =(Ry Ry s Ry ), la funcion de probabilidad marginal
con respecto a la variable aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es
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Sy (%)= Zzz Z ...Zf)?(xl,xz,...,xk)

RX1 RXz R’Yi—l RXiH RXk

En un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R, X = (x,,x,) un vector en R,
la funcion de densidad de probabilidad marginal con respecto a la variable
aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es

Lo )= [ f 0 e,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

fxz(xz):J._Zf;?(xpxz)dxl

En un espacio de probabilidad (,J,P) y el espacio medible (R’,B,),
X =(X,,X,,X,) un vector aleatorio continuo en R*, x = (x,,x,,x;)un vector
en R’ la funcion de densidad de probabilidad marginal con respecto a la variable
aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es

S (%)= J.i f:o S (x5 x5, X, )dx, dx,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que
compone el vector aleatorio X es

Sx, (%) = Ji I_i S (x5 x5, X, )dx, dx,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a la variable aleatoria X, que

compone el vector aleatorio X es

Jr, (3) = Jj; Jjo S (2, X, x5 )dx,dx,

La funcion de probabilidad marginal con respecto a las variables aleatorias X,
y X, que compone el vector aleatorio X es
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fxz,x3 (%, %) = Jloof;?(xlaxpxs)dxl

La funcion de probabilidad marginal con respecto a las variables aleatorias X,
y X, que compone el vector aleatorio X es

Lo (633 = [ (60,3, ),

En general en un espacio de probabilidad (Q2, 3, P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,,...,X,) un vector aleatorio continuo en RF, x= (x;,%,,...,Xx, ) un
vector en R , la funcion de densidad de probabilidad marginal con respecto a la
variable aleatoria X, que compone el vector aleatorio X es

F2C e N I N S Ve OTEN L 2

Ejemplo 4.5. El siguiente ejemplo es adaptado de Freund y Miller (2000).
En un salon de la universidad A se encuentran reunidos dos estudiantes de
matematicas, tres estudiantes de ingenieria, y cuatro de economia; se escogen
aleatoriamente dos estudiantes para aplicarles una encuesta a cerca de la calidad
de la educacion superior.

A continuacion se definen las variables aleatorias,
X, : nimero de estudiantes de ingenieria entre dos seleccionados.

X, : nimero de estudiantes de matematicas entre los dos seleccionados.

Se desea encontrar las probabilidades asociadas con todos los pares posibles
de valores para las variables aleatorias X, y X,, la funcion de probabilidad
conjunta f-(x,x,) y F;(0,2).

Los valores que puede tomar la variable X, son x, =0,1,2 y la variable X,
toma los valores x, =0,1,2. Asi, Ry ={O,1, 2}y Ry ={O,1, 2}

Los posibles pares de valores son: (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0).

Como en total hay 9 estudiantes, el total de muestras de tamafio dos es 36, que
se obtiene de la siguiente forma:
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O __ 91 9%l
2) 219-2)1  2%71

Para obtener la probabilidad asociada con del par (x,,x,) se determina el evento

de obtener x, de los tres estudiantes de ingenieria, x, de los dos estudiantes
de matematicas y 2—x, —x, de los estudiantes de economia, el niimero de
resultados igualmente probables del evento estd dado por:

o -

La funcion de probabilidad conjunta es

(3 j(z JF j
2_ —
SABACTHN TR ik =012 x,=0,1,2 0<x, +x, <2

fj((xvxz): 9
2

0 en otro caso

La probabilidad para el par (0,1) es

on-oltha-o) o

O

Siguiendo un procedimiento similar se obtienen

6 1 12 6 3
f(O,O)—g, f(0,2)—£, f(LO)—%, f(l,l)—g, f(2,0)—£
f(1,2)=0, 7(2,)=0, f(2,2)=0

Los anteriores valores para la funcién de densidad conjunta se presentan en el
cuerpo de la Tabla 4.1.

El valor de F'(0,2) usando la Tabla 4.1, se calcula de la siguiente forma,

F_(0,2)= P(X, <0,X, <2) = £-(0,0)+ £ (0,1)+ /- (0,2)
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F(0,2) = F(02)—£ s, 1B
3636 36 36

Tabla 4.1 Funcion de probabilidad conjunta de x,y x,

Ry, \RX] 0 1 2 Marginales
o |e ][] 2
36 36 36 36
T I P !
36 36 36
1 1
2 — 0 0 —
36 36
. 15 18 3
Marginales | — — —
36 36 36

Pero cabe preguntarse, ;los valores de la Tabla 4.1 definen una funcién de
probabilidad conjunta?

En efecto,

i) f3(x;,x,) 20, debido a que cada uno de los valores de la Tabla 4.1 es mayor
o igual que cero.

it) 2> [ (0,x,) = 700,00+ £(0,1)+ f(0,2) + f(L,0) + £ (L D)

RXl RXz
+ff(1 2)+ [3(2,00+ [ (2, D)+ f3(2,2)
ZZf (x,x,) = 8 <757 1 +12 6 0+i+0 0_36
Ry, Ry, 36 3636 36 36 36 36

Del cumplimiento de las dos condiciones anteriores, se deduce que f- si es una
funcioén de probabilidad para el vector aleatorio en consideracion.

A continuacion se calculan a) P(X, <1, X, >1),b) P(X,21,X, 21), ¢) el valor
de F_(L1)
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a) P(X, <1L,X, >1)= £.(0,2)+ f.(1,2) = Jg+o—§%

b) P(X, 21, X, 21):fX(1,1)+fX(1,2)+fX(2,1)+fX(2,2):%+0+0+0+0:%

c) F:(1,)=P(X, <1, X, <1)= f-(0,0)+ f-(0,1) + /- (1,0) + f-(1,1)

Fan=S.8,12,6 32
36 36 36 36 36

En seguida se presentan algunos valores para las distribuciones marginales:

[ =2 frx) = f(LO)+ fr(LD + f(1,2)

Ry,
6 L0 18

Sy (D= Zf (1, x 2)—36 36073

fX2(0)=2f)7(X1,0)=f)7(0,0)+f)7(1,0)+f)7(2,0)

Ry,

12 321
0 x,O— —+—
1@ =3 el 0=+ 3020 =30

Ejemplo 4.6 A continuacion se proporciona un ejemplo en el cual se trabaja con
un vector aleatorio continuo bidimensional.

Analizar si la siguiente funcion corresponde a una funcion de densidad para el
vector aleatorio continuo X =(X,,X,),

24xx, si 0<x, <Ly x,>0; x, +x, <1
f}(xlaxz): 0

en otro caso

i) f+(x,x,) 20, por definicion de la funcion dada.

H) ‘f:" -f:"f)? (xl Xy )dxldxz = f)(.t)_xz 24X1X2dX2)dx1 = J:24X1 (ﬁ)_xl xde2)dX1
FF 1 2 1=
L, _[wf)?(xpxz Ydx,dx, = J(‘)24x1 <x?2>

®=ﬁ%0ﬂj@

0
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' —6-8+3 =l

0

f; f; S5 (X, x,)dx,dx, = j(') (12x] —24x +12x; )dx, =(6x,2 —8x; +3x; )

Del cumplimiento de las dos condiciones anteriores, se deduce que f:si es
una funcioén de densidad de probabilidad para el vector aleatorio continuo
X =(X 1 X 2) .

En seguida se calcula a) P(X, >0.5,X, <0.2), b) se determinan las funciones
de densidad marginales.

08 f 02 1 1
a) P(X, >0.5, X, <0.2) = J;)S(J; 24x1x2dx2)dx] +ﬁ)‘8(ﬁ) 24x,)c2dx2)dx1

2
dx,+ |, 24x, (%2]

0.8 1 2
P(X, >0.5,X, <02) = [ 12x,(0.04)dx, + [ 12x (1—x,)" dx,

0.2 1-x,

0.8 X2
P(X,>0.5,X, <0.2) = [ “24x, (72) dx,

0 0

0.8 1
P(X, >0.5,X, <0.2) = [ 0.48xdx, + [ (12x, —24x7 +12x; )dx,

0.8
P(X, >05,X, <0.2) =(0.24x7)|  ~(6x7 —8x’ +3x)

1
0.8

P(X, >0.5, X, <0.2) =(0.24(0.8)* ) =(0.24(0.5)* ) +(6(1)> —8(1)° +3(1)*)
—(6(0.8)* =8(0.8)° +3(0.8)*)

P(X,>0.5,X,<0.2)=0.1536-0.06+1-3.84+4.96-1.2288 = 0.1208

b) A continuacion se determinan las funciones de densidad marginales.

S o= [ Foume, = [ fCnomd,+ )7 0o + [ f G,

1—x

=12x, (1 —x,)’

1

—X} x2
Sy, (%) =f 24x,x,dx, =24x, <72

0

0

12x, (1=x, ¥ si 0<x, <I
fxl(xl)={0 (1) 1

en otro caso

fxz (x,)= _f_i fy (X, X, )dx, = _fio fy (X, X, )dx, + J‘(:‘xz fy (x;, X, )dx, + .[1:2 fy(xl , X, )dx,
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1 —X

1-x, x12 2
Sy, (%)) = fo 24x,x,dx, =24x, o =12x, (1-x,)

0

12x, 1 =x,) si0<x, <1
f)(z(xz):{ 2( 2) 2

0 en otro caso

4.6 Valor esperado y matriz de covarianzas

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, X = (x,,x,)un vector en R,
entonces el valor esperado del vector aleatorio X es otro vector conformado
por los valores esperados de cada variable aleatoria que compone dicho vector,

E(X)=E(x,,X,)=(E(X).E(X,))

Donde,
E(X)) :szlf)}(xlaxz)

Ry, Ry,

E(X,)= zzxzfj((xl’xz)

Ry, Ry,

En general, para un espacio de probabilidad (€2, T, P) y el espacio medible (R,B,),
X =(X,,X,,....,X,) un vector aleatorio discreto enﬁR", X =(X,X;,...,X, ) un
vector en R*, el valor esperado del vector aleatorio X es

E(X)=(E(X)),E(X,),... E(X}))
Donde,
E(X))= ZZ...lef)?(xl,xz,...,xk)

RX] RXz RX/:

E(X,)= zz...szf)?(xl,xz,...,xk)

RX1 RX2 RXk

Asi, sucesivamente,

E(X,)= ZZ...Zxkfy(xl,xz,...,xk)

Ry, Ry, Ry,
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Adicionalmente,

E(X,X))= zz...ZX,.xjfE(xl,xz,...,xk)

Ry Ry, Ry,

Ahorasi X = (X,,X,,....,X,) esun vector aleatorio continuo en R*, entonces,
E(X)= J.jo'[i...J.ixlfg(xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk

E(X,))= '[:J._O:C...J.szf)—((xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk

Asi sucesivamente,

E(X,)= '[if;..._[ixzf}(xl,xz,...,xk)dxldxz...dxk

Ademas,

E(X,X))= I: '[:OJ: XX, [ (X5 Xy 50 X )X, X, .l

De manera general, E(X,) <o y E(Xj) <, i,j=1,2...,k , entonces se define
la covarianza entre X, y X, de la siguiente forma:

Cov(x,, X,)=E (X, ~E(X,))\(X, —E(X,)))=Cov(X, X,)
cov(x,.x,)=E(x.x,)-E(x,)E(X,)

Como caso particular resulta,

Cov(X,,X,)=E((X, —E(X,))\(X, —E(X,))) =E (X, —E(X,))’ =Var(X,)
Como consecuencia, se tiene
Cov(X,,X,)=E(XX,)-E(X)E(X,)=E(X,) —=(E(X,)) =Var(X,)

La matriz de covarianzas asociada correspondiente al vector aleatorio
X =(X,,X,,....,X,) se denota y define de la siguiente manera:
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Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) .. Cov(X,,X,)
| Cov(X,, X)) Cov(X,,X,) .. Cov(X,,X;)

2

Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) .. Cov(X,,X,)

El coeficiente de correlacion lineal entre las variables X, y X, se denota y
define de la siguiente manera:

_ Cov(X, X))
" ar(x) Jvar(x )

p

El coeficiente de correlacion indica una relacion lineal entre las variables X, y
X,

J

Var<i Xi> =i var(x)+2¥ S Cov(x,.X,)

i<j

Solamente en el caso en que las variables X, X,,..., X, sean independientes,
entonces,

Var <ﬁ Xi> =i Var(X,)

Es decir,

Var (X, +X, +...+X,) =Var (X,) +Var (X,) +... +Var (X,)

Ejemplo 4.7. Se sabe que la funcion f5(x;,x,) del ejemplo 4.6 es una funciéon
de densidad de probabilidad para el vector aleatorio continuo X = (X, X,)

24xx, si 0<x, <Ly x,>0; x, +x, <1

f X (xl > xz) = 0

en otro caso

Determinar a) el valor esperado de X , b) la matriz de covarianza y ¢) la matriz
de correlaciones.

a) E(X)=(EX). E(X,)
E(X) = ‘f;‘f;xlf)?(xl,xz)dxla'x2 =f0( IO_XZ x124x1x2dx2)dx, =Jl;24x12 (ﬁ)—x‘ x,dx, )abc1

E(X)= [24x <%22>

1 X

dx] _ j:)lelz (l —x, )2 dxl = Jl;)(llez —24)613 +12X14 )dxl

0



ELEMENTOS DE PROBABILIDAD | Apoyo al estudio independiente 137

1
E(X)= (4x,3—6x,4+%x,5j =4—6+%:%

0

0 o 1 £ 1, 1 1=
E(X,) = LO szfy()cl,xz)a'xla'x2 = J'O(JO x,24x,x,dx, )dx, = f024x1(f0 )czzdxz)dx1
1—=x

dx, = ﬁ) 8x, (1 —X, )3 dx, = Jl'o (le —24x +24x] —8x! )a’xl

E(X,) = [ 24x, <x?;>

E(X))= (4x5 —8x; +6x, —gfo

0
1

=4-8+6-

W | o0

2
. 5

Por lo tanto,

E(X)=E(x,,x,)= <2 2)
Por otro lado,

© 00 1 1—x, 1 1—x
E(X}) = L.[wxff)?(xl,xz)abcldx2 =f0(f0 x; 24x,x,dx, )dx, =f024x13(f0 x,dx, ) dx,

1=,
| 2 : | |
E(X}) = [ 24x %) dx, =[12x) (1=x, ) dx, =[ (12 =24} +12x] ),
En consecuencia,

0

1
E(X])= (3x;‘—ﬁx5+2xl"] 3o, 1
5 . 5 5
Asi,
1 4 1
Cov(X,,X,) =V E(x =———
o (1) =Har () =E (e )Y =(1) () 1 -

0 00 1 1 -, 1 1 -
E(X;)= Lq.[mxffy (x,,x, )dx,dx, =f0(fo x2224x1x2dx2)dx1 =f024x1(f0 xidxz)dx1

1—x
E(X])= jo 24x, <’%> dx, = fo 6x,(1—x,)" dx, = fo (6x, —24x7 +36x] —24x +6x7 )dx,

0
1

—3-849-24 5241
5 5 5

0

E(X?)= <3x12 8% 40y —%xf +xf’>




138 Victor Miguel Angel Burbano Pantoja | Margoth Adriana Valdivieso Miranda

Por consiguiente,
1

Cov(X,, X,) =Var(X,) =E(X,) —(E(x,)) =<§> _<3>2 L L

5 5 25 25

o o 1 f 1, 1 1,
E(X X, = Lwmel)czf)?(xl,xz)a’xldx2 = J'O(J'O )61224x1)c2dx2)a’)c1 = J'O24x12 (fo )c22a’x2)abc1

I—x

i = jogxf (1= ) dx = j‘o(gxf —24x +24x} —8x; )abc1

\ X
E(X,X,) = [24x] <?2>

0

862482

3 5 6 15

1
E(XX,)= (g x, —6x; +25—4 S—Exfj

0

Por lo tanto,

15 15)\15 75

b) La matriz de covarianzas es la siguiente,

1 =2
Z: Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) |25 75

Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) __2 L

75 25
Para obtener la matriz de correlaciones, inicialmente se calculan los siguientes
coeficientes de correlacion,

Cov(X,, X,)=E(X.X,)- E(X)E(X)—i—tij(ij:—i—Cov(Xz,X)

1
Cov(X,, X)) _
" Far(x)Var(X,) \F \F
Cov(X,, X _
\/Var(X )\/Var(X) \F \F
Cov(X,, X 2

_3 =Py,

\/Var(X)\/Var(X ) _\/7\/7 __ "5
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Asi, la matriz de correlaciones es
-
:<p1,1 p1,2> _ 3
P P2 ;2 1
3

Ejemplo 4.8 Con la informacion del ejemplo 4.5, determinar a) el valor
esperado del vector aleatorio discreto X, b) la matriz de covarianza y ¢) la
matriz de correlaciones.

a) E(X)=(E(x,),E(X,))

E(X) =2 % f(x,%,) =0/5(0,0)+0/5(0,1)+0/(0,2) + 1/ (1,0) + 1 /- (1,1)

RX] RXz
1 (L2)+ 2 /(2,00 +2 /(2,1 +2/4(2,2)
8 112 .6 3
E(X o* +0F— £ 0F—1F |5 HF0+ 2% +2%0+2%0
)= sz;g;xlf x %)= 36 36 36 36 36
24
E(X) =20 % (%) =2
e 36

E(X,) =2 % (x,%,) =0£:(0,0)+ 01 (1,0)+0/4(2,0)+1/7(0,1) +1/(1,1)

- 1A 20 +21.(0,2)+ 2. (1,2) +2£.(2,2)

6 12 3 8 6 1
E(X x, fo(x,x o*— 0% = 4 0% 4 1*— 4 [*—+]*0+2*—+2%0+2%0
(Xa) = RZRZ 2Sx () = 36 36 36 36 36 36

E(X,)= szzf (x,x,) =
Ry, Ry,
Por lo tanto,

E(x)=E(x,x,)= <24 16)

36 36

E(X, X)) =22x1x2f)7(x1,x2)=O*Of)?(O,O)JrO*If)?(O,l)+O*2f}(0,2)+1*0f)7(1,0)

Ry, Ry,

LA, D+1*2/2(1,2) +2%0 /(2,0) + 2% 1 /- (2,D) + 2*2 f1(2,2)
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6 8 1 12
E(X.X,))= XX f-(x,%x)=0¥0—+0*] —+0*2—+1*0—
( 1 2) RZXI:RZXZ: 1 2fX( 1 2) 36 36 36 36

+1*1£+1*2*0+2*Oi+2*1*0+2*2*0
36 36

Por consiguiente,

E(X,X,) =Y xx, fr(x,x,) =

Ry, Ry,

A continuacion,

=7
COV(XZ,X1)=5—4

Ademas,

E(XD) =D % f(x,%,) =07 £:(0,0)+07 f2(0,1)+ 0% /(0,2) + 1> /5 (1,0) +1° £ (1,1)

+12f)?(1,2)+22f)7(2, O)+22f}7(2,1)+22f)7(2,2)

S A P I P RIS R IO SRS CPY W Y
36 36 36 36 36 36

EX) =3 Y 2 f () = oo

E(X7)=0°*

o 36
Ahora,

24\ 5 4 14
Cov(X,,X,)=Var(X,)=E (X, E(X, el O
ov (x,3,)=var ()= (1) ~(£00)) = () - () =35 =1
E(X])=D>"x5 ¢ (x,%,) = 07 £(0,0)+ 0 f(1,0)+ 07 /(2,0 + 1° £.(0,) +1* £ (1,1)

1 f (2D +2°£,(0,2) 427 £.(1,2)+ 22 £, (2,2)

E(Xf)zoz*£+02*£+02*i+1z*§+12 8 g g2e Ly 02 w0025
36 36 36 36 36 36

18
E(XQZ):ZszzfX(x],xz):%
Ry, Ry,
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Pero,

Cov(X,,X,)=Var(X,)=E(X,) - (E(x,)) = <—8> <E>2_§—E_ 49

36 6 81 162

b) La matriz de covarianzas es,

5. Cov(X,,X,) Cov(X,.X,)) |36 54
Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) __7 ﬁ
54 162

A continuacion se calculan los siguientes coeficientes de correlacion,

14
Cov(X,, X)) _
\/Var(X )\/Var(X) \/7\/7
Cov(X,, X)) _ 162 _

_\/Var(X ) JVar(X,) \/ \/
162162

Cov(X,,X,) _ -1

» = Jar(x,)Var(X,) \F \/@ ‘7( NG
162

Asi, la matriz de correlaciones es,
1
— pl,l p1,2 — ﬁ
P P2 ;1

4.7 Funcion de probabilidad condicional

Sea un espacio de probabilidad (€2,3,P) y el espacio medible (Rz,Bz),
X =(X 1, X,) un vector aleatorio discreto en R*, x=(x,,x,)un vector en R*,



142 Victor Miguel Angel Burbano Pantoja | Margoth Adriana Valdivieso Miranda

entonces la funcion de probabilidad condicional de X, dada X, se denota y se
define de la siguiente forma:

PX, =x, X, =x,) _ [ (%.%,)
P(X; =x,) Sy, (%)

f)(l/)(2 (xl/xz) =

Con fxz (x,)>0

La funcion de probabilidad condicional de X, dada X, se denota y se define
de la siguiente forma:

P(X,=x, X =x) _ [3(x,x)
P(X, =x,) fX, (%)

fXZ/X] (xz/xl):

Con le (x1) >0

Ejemplo 4.9 Con la informacion del ejemplo 4.5, determinar la probabilidad
condicional de X, =1 dada X, =0.

Uno de los resultados del ejemplo 5.5 permiti6 establecer que

12321
+

Jx,(0)=P(X, =0)= Zf (xl,O)—36 36 3636

En consecuencia
12
P(X,=1LX,=0) 36 12 4
P(X,=0) ﬂ 21 7
36

f)(l/)(2 (1/0) =

Sea un espacio de probabilidad (2,3,P) y el spacio medible (R*,B,),
X = (X,,X,) un vector aleatorio continuo en R*, X=(x,X,) un vector en R?,
entonces la funcion de densidad de probabilidad condicional de X, dada X, se
denota y se define de la siguiente forma

Fr o fy) = 200

f)(2 (xz)

Con fy,(x,)>0
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La funcion de densidad de probabilidad condicional de X, dada X, se denota
y se define de la siguiente forma:

S (0, %,)

f)(z/)(1 (x2/xl) :m
Con le (x1) >0

Ejemplo 4.10 Con la funcion de densidad bivariada del ejemplo 4.6, determinar
la funcion de densidad de probabilidad condicional de X, dada X .

Uno de los resultados del ejemplo 4.6 permitié obtener,

12x, (1—x,) si 0<x, <1

le (x1) =
0 en otro caso
Por lo tanto,
24xx, .
- ——=— 5 0<x, <I; 0<x, <l —x
sz/Xl (xz/xl) =M = 12x1 (1 _xl )2 1 2 1
le (x,)

0 en otro caso

4.8 Esperanza matematica condicional

Sea un espacio de probabilidad (€2,3,P) y el espacio medible (Rz, B,
X =(X,,X,) un vector aleatorio discreto en R*, X = (x,,x,)un vector en R>
entonces la esperanza matematica de X, dada X, se denota y se define de la
siguiente forma:

E(X,/X, :Xz):thxleI/Xz(xl/xz):thxl%

La esperanza matematica de X, dada X, se denota y se define de la siguiente
forma:
S (%5 %,)

E(X,/X,=x)= R )
( 2/ L =X) éxzfxz/xl(xZ/xl) RZ:XZX2 fxl(xl)
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Ejemplo 4.11 Con la informacion del ejemplo 5.5, determinar la esperanza
matematica de X, dada X, =1.

En principio,

f)?(l, X,)
PO D=2 (o =D =206 7

Luego,

(L0 D f02)

EQG X =D = L)) S

Adicionalmente, usando la informacion de la Tabla 4.1 y uno de los resultados
del ejemplo 4.5 que establece que

6 ,_18

S, (D= Zf (Lx 2)_36 36703

Reemplazando, se tiene:

12) (6
“1y=o0| 36 || 36 _1
E(X,/X,=1)=0 is +1 i +2(0)—3
36 36

Sea un espacio de probabilidad (Q,3,P) y el espacio medible (R*,B,),
X =(X,,X,) un vector aleatorio continuo en R*, X = (x,,x,) un vector en R’
entonces la esperanza matematica de X, dada X, se denota y se define de la
siguiente forma:

J‘ S (x%,%,)

EXIXZZZZOOIXX 1/%,)dx; =
(/ X,) Loxfl/z(x/x)x (2)

———dx

La esperanza matematica de X, dada X, se denota y se define de la siguiente
forma:

f ('xl s xZ d

E(Xz/Xl:x1):I:xzfxz/xl(xz/xl)dxz I f( ) X

Ejemplo 4.12 Con la informacion del ejemplo 4.6, determinar la esperanza
matematica de X, dada X, =0.5
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Usando el resultado del ejemplo 4.10, se tiene que
24x,x, _dr,
12x, (1 -x,)

3
2x, <xz>
1 24x,x, i 3

E(XZ/X1 =X,) =J_Q:QfoXZ/X](xz/xl)a’x2 =I:x2

1 X

E(X /X ) 2x, (1 —X, )3
=X,) = X, = =
2 : IO ? 12x, (1 —X, )2 ? X, (1 —X, )2 3x, (1 —X, )2
0
2(1 -
E(XZ/XI =x,) =¥
Finalmente,
2(1-05) _1

E(X,/X, =0.5) =
( 2/ 1 ) 3 3
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Actividades para el estudio independiente capitulo 4

4.1 Con base en la informacion de la Tabla 4.1, determinar a) P(X, <2, X, >1),

b) Fy(1,2), f(1,0),0) £,,(0).d) 1,,(2), & [fi,x(2/0).0) E(X,/X,=2).
4.2 Dada la siguiente funcion de densidad para el vector aleatorio continuo
X = (leXz) ,

24xx, si 0<x, <Ly x,>0; x, +x, <1

f}(xloxz) :{0

en otro caso

Calculara) P(X £0.6,X ,<0.2), b) fy (% /x,) ¢) determinar la esperanza
matematica de X, dada X, =04.
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Ejercicios para el capitulo 4

4.1 Con base en la informacion de la Tabla 4.2, determinar a) P(X, <2,X, >1),
b) F}(laz)af(la:s)a C) le (2) s d) sz (1)3 6) fXZ/X] (2/3)5 f)iE(Xz/Xl = 2) )
g) Obtener el valor esperado para el vector aleatorio discreto X =(X,,X,), h)

obtener la matriz de varianza y la matriz de correlacion para el vector aleatorio
X .

Tabla 4.2 Funcion de probabilidad conjunta de x, y x,

Ry, \ Ry, 1 2 3 Marginales
1 0.1 0 0.13 0.23
2 0 | 0.25] 0.07 0.32
3 0.3 | 0.15 0 0.45
Marginales | 0.4 | 04 | 0.2

4.2 Analizar si la siguiente funcion corresponde a una funcion de densidad de
probabilidad para el vector aleatorio continuo X =(X,, X)),

x+x, 51 0<x <I; O<ux, <1

f}(xpxz) :{

0 en otro caso

De resultar funcion de densidad, calcular: a) P(X,<0.8,X,>0.2), b)
Sy, x,(%,/X,) ¢) determinar la esperanza matematica de X, dada X, =0.7 d)
obtener el valor esperado para el vector aleatorio X = (X, X,), e) obtener la
matriz de varianza y la matriz de correlacién para el vector aleatorio X .
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3]

INFORMACION DE RETORNO SOBRE
LAS ACTIVIDADES DE ESTUDIO
INDEPENDIENTE

En este capitulo se desarrollan procesos de calculo y se proporcionan
las respuestas a las preguntas que se formulan en las actividades para el
estudio independiente, que el estudiante o el lector debia haber resuelto una
vez haya realizado una lectura comprensiva de los temas y revisado los
ejemplos indicados a través de cada capitulo. Con el propdsito de aclarar
algunas dudas, se desarrollan completamente los ejercicios que se propusieron
en las mencionadas actividades.

Capitulo 1

1.1

a) Espacio muestral

b) Experimento aleatorio

c) Evento

d) Continuo.

e) g — dlgebra de Borel
) Un espacio de probabilidad sobre Q
g) Laplaciano

1.2 Clasificar cada uno de los siguientes espacios muestrales:

a) Espacio muestral discreto (finito)

b) Espacio muestral discreto (infinito contable)

¢) Espacio muestral continuo (infinito no contable)
d) Espacio muestral discreto (finito)
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1.3 De acuerdo con cada uno de los siguientes espacios muestrales, responder
las preguntas correspondientes.

Si Q ={cc,cs,sc, ss} y considerando las colecciones de subconjuntos de
siguientes:

3, ={¢» Q}

3, ={¢,{cc},{sc,ss},Q}
3, ={(l),{cc,cs},{sc,ss},§)}
3, ={¢,{cc, cs,sc},{ss}}

a) Sigma adlgebra trivial

b) {sc,ss} ={cc,es} e,

¢) Sigma algebra

AQEST,

1.4 Asumiendo que todos los puntos del espacio muestral Q) tienen la misma
probabilidad de ocurrir y dados los siguientes eventos:

E ={cs,sc,ss}
F ={ ss}

e) P(E)=

) P(F)=

A= N w

g P(EUF)=

A= Blw

h) P(ENF)=

i) P(E°) =%

J P(E—F)=§
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1.5. Sea (Q, 3T, P) un espacio de probabilidad sobre QQ y sean F', E eventos en
3 tales que P(E)=p, P(F)=q, P(EUF)=r, probar que:

a) PENF)=p+q-r

Puesto que, P(E U F)=P(E)+ P(F)—-P(ENF) resulta:
P(ENF)=P(E)+P(F)-P(EVF)

Sustituyendo P(E)=p, P(F)=q, P(EUF)=r

en la anterior expresion se obtiene: P(ENF)=p+q—r .
b) P(E—F)zr—q.

Los eventos E—F y F son eventos mutuamente excluyentes, tales que
(E-F)OF=EUF

P(E-F)+P(F)=P(EUF)
P(E-F)=P(EUF)-P(F) ’

y reemplazando, P(F)=¢q, P(EUF)=r

en la anterior expresion resulta: P(E—-F)=r—gq '

¢) P(E“NF)=1-r

Usando las leyes de Morgan, es posible escribir,
P(E°NF)=P(EVF))=1-P(EUF)=1-r

d P(EOF)=p-r+1

Usando las leyes de Morgan,
P(EUF)=P(E°NF))=1-P(E°NF)

Pero P(E“NF)=P(F-E)=P(EUF)-P(E)=r—-p,
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sustituyendo en la expresion anterior se tiene,
P(EVF ) =P(E‘NF))=1-(r—-p)=p-r+1
1.6. Comprobar la ley de probabilidad total.

Si {En }:°=1 es una particion de Q entonces

P(F)=iP(FmEn), Fe3

n=1

En efecto, debido a que {En }:°=1 es una particion de Q, entonces los elementos
de la particion son disjuntos dos a dos y se tiene que

Q=Q@

—_

F=FnQ=F/ <°° E> =G(F/ E))
n= n=l1

Cs

P(F) =P<

n

(F/En)>

1

P(F)=3 P(FI E,) e

Puesto que,
P(F/E))
P(E,)

la anterior expresion se puede escribir como:

P(F/E) =

P(F/E)P(E))=P F/E,)
Reemplazando en (*) se tiene:

P(F)=Y P(F/E,)P(E,) (*%)

n=1

Mostrar que si E,E,,... es una particion de Q con P(E,) >0 para todo 7,
entonces para todo F evento de J tal que P(F) >0 se cumple que,
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P(F/E,)P(E,)

P(E,| F)=—
Y P(F/E,)P(E,)
Ya que,
P\F/E
P(F/E)) =M
P(En)

Implica que

P(F/E)P(E,)=P(F/E,)

Ademas,
P\E | F
P(E /F) =—( . )

P(F)
Se puede escribir asi:

P(F)
Sustituyendo (**) en la anterior expresion resulta:

p(E. /)= PETEIPE)
> P(F/E,)P(E,)

n=1

1.7 Se tienen 3 cajas con articulos dispuestos de la siguiente forma: la primera
caja tiene 20 articulos, de los cuales 8 son defectuosos; la segunda tiene 16 articulos,
de los cuales 6 son defectuosos; y la tercera tiene 10 articulos, de los cuales 2 son
defectuosos. Si se escoge una caja al azar y se extrae un articulo al azar,

a) ;Cual es la probabilidad de que el articulo sea defectuoso?
b) Si el articulo escogido resultd defectuoso, ;cudl es la probabilidad de que
provenga de la segunda caja?

Se definen los siguientes eventos:

E : launidad del articulo extraido al azar resulta defectuosa
A: la primera caja es seleccionada

B : la segunda caja es seleccionada

C: la tercera caja es seleccionada
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a)  P(E)=P(E/A)P(A)+P(E/B)P(B)+ P(E/C)P(C)
ro-=(35)(3 e 5 (5 )3)
20)\3) L16)L3) \10)\3

P(E)=0.1333+0.125+0.0667 = 0.325.

La probabilidad de que si se escoge una caja al azar y se extrae un articulo al
azar, el articulo sea defectuoso, es de 32.5%.

P(E/B)P(B)
P(E/ A)P(A)+ P(E/B)P(B)+ P(E/C)P(C)

b) P(B/ E)=

[(S)(lj
P8/ Ey=~LON3) 0125 4046
0325 0325

Si el articulo escogido resultod defectuoso, la probabilidad de que provenga de la
segunda caja es del 38.46%.

1.8 Una fabrica productora del articulo WW tiene tres puntos de produccion
A, B, C, donde el 70% de las unidades del articulo WW se producen en el
punto A, el 20% en el punto B y el 10% en el punto C. Por circunstancias
de mantenimiento de sus maquinas se estan produciendo algunas unidades del
articulo WW defectuosas. Sin embargo, el 90% de las unidades del producto
que provienen de A es de buena calidad, el 80% de las que provienen de B es de
buena calidad y el 85% de las que provienen de C es de buena calidad, ;cual es la
probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del articulo WW
resulte de buena calidad? Determinar la probabilidad de que si la unidad
resultd de buena calidad haya sido producida en el punto C.

Se definen los siguientes eventos:

E : la unidad del articulo WW seleccionada aleatoriamente resultara de buena
calidad

A: unidades del articulo WW producidas en el punto A

B: unidades del articulo WW producidas en el punto B

C: unidades del articulo WW producidas en el punto C

P(E)=P(E/ A)P(4)+ P(E/ B)P(B)+ P(E/C)P(C)
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P(E) =(0.9)(0.7)+(0.8)(0.2) + (0.85)(0.1) P(E)=0.63+0.16+0.085 = 0.875

La probabilidad de que al seleccionar aleatoriamente una unidad del articulo
WW resulte de buena calidad es de 0.875 o del 87.5%.

P(E/C)P(C)

875

La probabilidad de que si la unidad result6 de buena calidad haya sido producida
en el punto C es de 0.097 o del 9.7%.

1.9 €: se lanza una moneda una vez, sin que ella pueda caer de filo.
Q ={c, s}; donde c:cara, s :sello.

Si se toma como base el sigma algebra dada por 3 ={¢,{c},{s},{c,s}}, y
definiendo siguiente medida de probabilidad.:

P:3—>R.
Tal que

PAH)=pn20 y P(s}=p, =20
con
Q ={c,s}
Entonces se debe cumplir que:

i) P(Q) =1

2
i) . p;=1,esdecir que p +p, =1.

i=1
(Cuales valores son posibles para p,, p,?

Solamente si se sabe con toda segurideid que la moneda que se lanza no esta
cargada, se puede asumir que p, = p, = > ; en este caso se estara trabajando bajo

equiprobabilidad.
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Para los demas casos, se tiene que p, # p,, pudiéndose tener por ejemplo que:

1 2
b :g Yy P> :E
1 4
b= g y P,= g
En otro caso, puede suceder por ejemplo que p, =3p, con lo cual resulta que:
3p,+p, =1
Entonces,
3,1
P 4 Y P 4

Y asi se pueden presentar muchos casos mas.

Es decir, que si no se trabaja bajo total incertidumbre, hay infinidad de valores
que pueden asumir p,, p, de tal forma que p, + p, =1.

1.10 Sea Q ={l, 2,3,...} y se define la siguiente funcion,
P«ﬂyﬂ%=%,n=LLx“

Verificar si la anterior funcion define una medida de probabilidad. De ser asi,

calcular la probabilidad de los siguientes eventos: E ={1,3,5,...}, F ={ 2,4, 6,...} ,

H ={1,3,5,7}

Por la definicion de P se tiene que,

p,20

Ahora comprobaremos si la suma siguiente es igual a 1.

DI e B R
n=1 n=1 n=0

n=1 3
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Para el evento £ ={1,3,5,...} su probabilidad de ocurrencia es:
pE) =P{1}u{3}u{s}u...)
pE) =P{1})+P{3})+P({5})+...

2 2 2
P(E)——+3—3+3—5+

= =01 =1
P(E) = 2232n1_ Z}( ]32n: z3zn:6_19_n

n=1

P(E) = 6Z§_6<1 - 1>=6<%—1>=6(—)=§=i—075

Para el evento F ={2, 4, 6,...} su probabilidad de ocurrencia se calcula de la

siguiente manera:
F ={2,4,6,..} =E° .

Luego,
P(F)=P(E‘)=1-P(E)=1-0.75=0.25
Para el evento finito H ={1,3,5,7} su probabilidad de ocurrencia es,
pe) =P (o {3tu{stu{7})
p(E) =P{1})+P{(3}) +P ({5} +P (7})

P(E) = 1458+1672+18+2 _ 1640 _~ 07498
3 2187

Capitulo 2

2.1 Para el espacio muestral constituido por los siguientes resultados: n =
no, s= si, como la posible respuesta que podria dar una persona escogida
aleatoriamente a la pregunta, ;es usted un trabajador del sector publico?

Q ={s,n}
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Se define la siguiente variable aleatoria:
X: Q>R

Determinar a) el rango de la variables b) la funcién de probabilidad, c) la
distribucion de probabilidad, d) el valor esperado, e) la varianza, f) la desviacion
estandar de la variable aleatoria y g) calcular la probabilidad: P (X <1),

P(x >0), P(x =1).

a) En este caso se tiene que X(n)=0y X(s)=1, X es una variable aleatoria
cuyo rango es un conjunto finito dado por R, ={0, l}. En este contexto R,

n—>0
s—1.

denota el rango de la variable aleatoria mencionada.

b) Bajo el supuesto de que los resultados del espacio muestral fueran
equiprobables, para determinar la funcion de probabilidad, se procede de la

siguiente manera:

Sx)=f(0)=PX =0)=

flo)=fM)=PX =1)=

Cada f(x,)>0

Zf(x,-):f(xl)+f(x2) 1.1

2 2 2

La funcion de probabilidad estad dada en la Tabla 5.1:

Tabla 5.1. Funcion de probabilidad

X

0

1

Suma

f(x)=P(X =x)

1/2

1/2

1

¢) La distribucion de probabilidad se presenta en la Tabla 5.2:

Tabla 5.2. Distribucion de probabilidad

X

0

1

F(x)=P(X <Xx)

1/2

2/2
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d) El valor esperado de la variable aleatoria X se calcula utilizando la expresion
siguiente:

E(X)= Z xif(xi): Z x,P(X =x,)

X;€Ry X;€Ry

1 1 1

e) Para determinar la varianza, inicialmente se calcula:

E(X*)= Y 22 f(x)=Y xP(X=x)

X;€ERy X;€Ry

2\ _ 2 l o 1 :l
E(X)=0 @H @ :

Var(X) =E(X) —(E(X))

Var(X) = % - Gj _

Como

1.1
2 4 4

f) La desviacion estandar es:

o, =Var(X) =\/% =%

g) Para calcular las probabilidades siguientes se utilizan los valores que se
presentan en las tablas 5.1 y 5.2.

P(X <1)=P(X =0) =%

P(X >0)=P(X =1) =%

2.2 Se seleccionan aleatoriamente dos articulos de un proceso productivo para
analizar si son defectuosos o no defectuosos y se obtiene el siguiente
espacio muestral:

Q ={dd,dn,nd,nn}

Donde d: articulo defectuoso y n: articulo no defectuoso, se define la siguiente

variable aleatoria:
X: Q>R
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X : numero de articulos defectuosos en cada resultado de Q.
Determinar a) la funcion de probabilidad, b) la distribucion de probabilidad, ¢)
el valor esperado, d) la varianza, e) la desviacion estandar de la variable aleatoria

y f) calcular las siguientes probabilidades: P(X 51), P(X >0), P(X =1).

a) Inicialmente se determina el rango de la variable,

X(dd)=2
X(dn)=1=X(nd)
X(nn)=0

La variable X es una variable aleatoria discreta que toma los valores enteros 0,
1,2, esdecir,
(0] 1 2

N N~

‘xl x2 ‘x3
El rango de la variable es R, = {x1 =0,x,=1,x; = 2}
Ahora,

Sx)=f(0)=P(X=0)=

f)=f)=PX=1=

N L e

fx)=fQ2)=P(X=2)=

Cada £(x)>0.
3 1 2 1 4
[Zzllf(xi):f(xl)+f(x2)+f(x3) :Z+Z+Z:Z

La funcién de probabilidad est4 dada en la Tabla 5.3:

=1

Tabla 5.3. Funcion de probabilidad

X 0 1 2
f(xX)=P(X=x) [ 1/4|2/4] 1/4
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b) La distribucion de probabilidad se presenta en la Tabla 5.4:

Tabla 5.4. Distribucion de probabilidad

X 012
Fx)=P(X<x) | Vi |% |1

¢) El valor esperado de la variable aleatoria X se calcula utilizando la expresion

siguiente:
E(X)= 2 xf(x)=2 xP(X=x)

X;€Ry X;€Ry

E(X)zo[lj+1(2j+z(lj=i=1
4 4 4) 4

d) Para determinar la varianza, inicialmente se calcula:

E(X*) =) xf(x)=) x’P(X =x,)

X;€Ry X;€Ry

E(X?)=0 (ljm (E]uz (1]=§:1.5
4 4 4) 4

Var(X) =E(X) —(E(X))

Como

Var(X) =1.5-(1)" =0.5
e) La desviacion estandar es:
0, =Var(X) =v0.5=0.7071

/) Para calcular las probabilidades siguientes se utilizan los valores que se
presentan en las tablas 5.3 y 5.4.

1 2 3

P(X <1)=P(X =0)+P(X =1) =—— += ==
( ) =P( ) +P( ) 272173
2 1 3

P(X >0)=P(X =) +P(X =) =7+ =7

P(x =1) =%
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2.3 Dada la funcion,

l)c si xe[0,2]
fx)=)2
0 six¢ [O, 2]
a) Analizar si es una funcion de densidad para la variable aleatoria X.

En efecto, para valores de x fuera del intervalo [0,2] la funcidn vale cero y para
valores de x en el intervalo [0,2] se trabaja con

)=

En la Tabla 5.5 se presentan algunos valores de la funcion f(x) y en la Figura
4.1 se muestra la representacion grafica de la mencionada funcion.

Tabla 5.5. Valores de la funcion f(x)

x 0 1 2 1.4 3 -1
Sx) | 0 0.5 1 0.7 0 0

V.
Ny
B

A 4

Figura 5.1. Funcion de densidad de probabilidad para la variable aleatoria X
De la Figura 5.1 se ve que f(x) >0, ademas:

]E f(x)dx = j). f(x)dx+ j.f(x)dx + Tf(x)dx
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0 0 21 0 1 X2 2
_J;f(x)dx = _ijdx+£5xdx+£0dx =5(7|0j

2 2 2
2 v

_L f@dv="r] ==

Asi,

T f(x)dx=1

En conclusion, f(x) cumple con las condiciones de una funcion de densidad,
por ello f(x) es una funcidon de densidad de probabilidad para X .

b) La funcion de distribucion para X esta dada por

0 six<0
1
F,(x)= sz si0<x<2

1 six>2

La representacion grafica de la funcion de distribucion se observa en la Figura 5.2

Fix)
I
ik P by
(S —— D*

W

Figura 5.1. Funcién de distribucion para la variable aleatoria X

¢) El valor esperado de la variable aleatoria X es:

E(X)= T xf (x)dx
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Entonces,

E(X)= T xf (x)dx + jxf(x)dx +T xf (x)dx

E(X)= jix(O)dx + ':[x%xdx + Ix(O)a’x

2 3
1, 1 x 2

0

E(X?)= T x> f(x)dx

E(X?)= j).x (0)dx+jx —xdx+jx (0)dx

—0

N i, [2¢ o
E(X )=_([5x dx:—(—|j s | {__?}

La varianza de X estd dada por:

oy Ep<2-| 4] <2 162
Var(X)=E(X*)-[E(X)] =2 [3} 2 5%

La desviacion estandar de X es:

o, =\E =0.4714

d) Las probabilidades pedidas se determinan de la siguiente forma:

1.5

P(OSXSI.S):lff(x)dxzj xdxz— =—(1 5) ——(0)

NI»—*

P(O< X <1.5) =% =0.5625
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0.5

P(=3 <X <0.5) = J'f(x)dx +ff(x)dx Ide +f—xdx _—< |°5>

P(-3<X<05)= %(0.5)2 Loy =22 _ 00625

2.4 Una variable aleatoria X tiene como funcion de densidad:

sia<x<b

1
f(x)=<b-a

0 en otro caso

Determinar a) el valor esperado, b) la varianza de la variable aleatoria X.

El valor esperado de la variable aleatoria X es:

E(X)= T xf (x)dx

Entonces,

E(X)= j. xf (x)dx + Ixf(x)dx +T xf (x)dx

E(X)= j x(0)dx + j

—00

—dx+ j x(0)dx
b

b
1 XX b* a’

E(X):'[x dx = = -
° b-a 2(b—a)'e 2(b—a) 2(b-a)

b’ —a’ _(b-a)b+a) a+b
20b-a)  2(b—a) 2

E(X)=

E(X?) = j X f(x)dx = jx (0)dx+j

—0

—dc+ sz (0)dx
b

3 3 3
X b X a

“3(b-a)le 3b-a) 3b-a)

E(X*) = sz
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b’ a b -a B (b—a)(b* +ba+a®)

=0 30 30— 3(b-a)

b’ +ba+a’

E(X?)= 3

La varianza de X est4 dada por:

Var(X)= E(X*)~[E(X)] =

b2+ba+a2_((a+b)j2
3 2

2 2 2 2
Var(X):b +ba+a _(a +2ab+b j

3 4

b*+4ba+4a’ -3a’ —6ab—3b*> b*—2ab+a’ (b—a)’
12 12 12

o = [0=)
12

3.1 El equipo de futbol CC tiene una probabilidad de 0.75 de ganar cada vez
que juega, si aun le quedan por jugar 8 partidos @) ;cudl es la probabilidad de
que gane tres partidos? b) ;cudl es la probabilidad de que no gane los restantes
partidos? c¢) ;cudl es la probabilidad de que gane por lo menos cuatro partidos?,
determinar el nimero de partidos que espera ganar el equipo CC y la varianza.

Var(X) = 4

Desviacion estandar de X es:

Capitulo 3

Se define la variable aleatoria como X: nimero de partidos ganados en los 8
partidos que aun le quedan por jugar al equipo CC.

Los posibles valores de la variable X son: 0, 1, 2,...,8.

a) Aplicando el modelo Binomial con n=8 y p =0.75resulta,
8 3 8-3
fB3)=P(X=3)= 3 (0.75)°(1-0.75)

8!

P =3=3:3)

(0.421875)(0.25)°
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P(X =3)=56(0.421875)(0.0009765) = 0.023

La probabilidad de que el equipo CC gane tres partidos de los ocho que atn le
quedan por jugar es de 0.023 o del 2.3%.

b) f(0)=P(X =0)= (ij (0.75)°(1-0.75)"°

8!

P =0= 0o

(1)(0.25)* =1(1)(0.000015) = 0.000015

La probabilidad de que el equipo CC no gane los restantes 8 partidos que atn le
quedan por jugar es de 0.000015 o del 0.0015%.

¢) Se debe calcular,
P(X>24)=P(X=4)+P(X =5+..+ P(X =8)

O equivalentemente usando la probabilidad del evento complementario se puede
calcular la siguiente probabilidad :

P(X =4) =1 { P(X =0) +P(X =1) +P(X =2) +P(X =3)}

Puesto que en las partes a) y b) ya se han calculado las probabilidades P(X =3)
y P(X =0), solamente restan calcularse P(X =1) y P(X =2) yreemplazar en
la anterior expresion.

f)=PX =)= m (0.75)'(1-0.75)""
P(X=1)= 1,(88_! 1 (0.7/(0.25)" =5(0.75)0.000061) = 0.000366.

f(@)=PX=2)= @ (0.75)*(1-0.75)"*

8! .
P(X =2)= m(0.5625)(0.25)

P(X =2) =28(0.5625)(0.000244) = 0.003843
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Luego,
P(X =24) =1 —{0.000015 +0.000366 +0.03843 +0.023}

P(X >4)=1-0.02722=0.97278

La probabilidad de que el equipo CC gane por lo menos cuatro partidos de los
ocho que aun le quedan por jugar es de 0.97278 o del 97.278%

El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se calculan de la
siguiente manera:
E(X) =np =8(0.75) =6

El nimero de partidos que se espera que gane el equipo CC es 6.
Var(X)=np(1- p)=8(0.75)(0.25) =1.5

3.2 La probabilidad de que las vacas de la granja A estén produciendo leche
en cualquier época del afio es de 0.6, se toma una muestra aleatoria de 6
vacas de la granja A, a) ;cudl es la probabilidad de que una vaca de la
muestra esté produciendo leche? b) ;cuadl es la probabilidad de que dos vacas
de la muestra estén produciendo leche? c) ;cudl es la probabilidad de que a lo
mas dos vacas de la muestra estén produciendo leche? d) ;cudl es la
probabilidad de que todas las vacas de la muestra estén produciendo leche?
e) determinar el valor esperado e interpretarlo.

Se define la variable aleatoria como,

X : nimero de vacas en la muestra de seis que estan produciendo leche en la
granja A en cualquier época del afio.

Los posibles valores de la variable son: 0, 1, 2,...,6.

a) Aplicando el modelo Binomial con n=6y p =0.6 resulta,
6 1 6-1
fH=PX == ) (0.6) 1-0.6)

6!

P =D=16-11

(0.6)(0.4)° = 6(0.6)(0.01024) = 0.03686
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La probabilidad de que una vaca de la muestra aleatoria esté produciendo leche
es de 0.03686 o del 3.686%.

6
b) f2)=P(X=2)= [ 2](0.6)2(1 ~0.6)"

P(X =2)= %(036)(0.4)4 =15(0.36)(0.0256) = 0.1382

La probabilidad de que dos vacas de la muestra aleatoria esté produciendo leche
es de 0.1382 o del 13.82%.

¢) Se debe calcular, P(X <2)=P(X =0)+P(X =)+ P(X =2).

Puesto que en las partes a) y b) ya se han calculado las probabilidades P(X =1)
y P(X =2), solamente resta calcular P(X =0) y reemplazar en la anterior
expresion.

6
SO =PX=0)= ( Oj (0.6)°(1-0.6)""

6!

PE=0= 360

(1)(0.4)° =1(1)(0.004096) = 0.004096

Luego,
P(X £2)=0.004096+0.03686+0.1382 =0.1791

Laprobabilidad de que alo mas dos vacas de la muestra aleatoria esté produciendo
leche es de 0.1791 o del 17.91%.

6
@) £(6)=P(X =6)= [ 6)(0.6)6(1 -0.6)"°

6!

P =0=416_6)

(0.6)°(0.4)" =1(0.04665)(1) = 0.04665
La probabilidad de que todas las vacas de la muestra aleatoria estén produciendo

leche es de 0.04665 o del 4.665%.

El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se calculan de la
siguiente forma,
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E(X)=np =6(0.6)=3.6=4
Se esperaria que en la muestra aleatoria 4 vacas estén produciendo leche.
Var(X)=np(1- p)=6(0.6)(0.4)=1.44

3.3 Una maquina produce articulos del tipo RRR, la probabilidad de que
cualquier articulo producido por la maquina resulte defectuoso es 0.05, si se
escoge una muestra aleatoria de 10 articulos,

a) (Cual es la probabilidad de que dos resulten defectuosos?

b) {Cual es la probabilidad de que ninguno resulte defectuoso?

¢) (Cuaél es la probabilidad de que por lo menos tres resulten defectuosos?

Se define la variable aleatoria como X : nimero de articulos defectuosos del
tipo RRR en la muestra de 10. Los posibles valores de la variable son: 0, 1,
2,...,10.

a) Aplicando el modelo Binomial con n =10y p =0.05 resulta,
10 2 10-2
f2Q)=P(X =2)= 5 (0.05)"(1-0.05)

P(X =2)= %(0.0025)(0.95)8 = 45(0.0025)(0.66342)

P(X =2)=0.0746

La probabilidad de que en la muestra aleatoria resulten dos articulos defectuosos
del tipo RRR es de 0.0746 o del 7.46%.

Y 10
f(O)=P(X =0)= ( 0 J(O.OS)O a- 0_05)10—0

0V (1)0.95)" = 1(1)(0.5987) = 0.5987

PE=0=5100-0)

La probabilidad de que en la muestra aleatoria ninguno de los articulos resulte
defectuoso es de 0.5987 o del 59.87%.

¢) Se debe calcular
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P(X 23)=P(X =3)+P(X =4)+..+ P(X =10)

O de forma equivalente se usa la probabilidad del evento complementario y se
calculara la siguiente probabilidad:

P(X 23) =1-{P(X =0) +P(X =1) +P(X =2)}

Puesto que en las partes a) y b) ya se han calculado las probabilidades P(X = 2)
y P(X =0), solamente resta calcular P(X =1) y reemplazar los resultados en
la anterior expresion,

fH=P(X=1)= [lloj (0.05)' (1-0.05)"""

10!

“Tao-n! 0_1),(005)(0.95)9 =10(0.05)(0.63024) = 0.3151

P(X =1)

Luego,
P(X 23) =1 —{0.5987 +0.3151 +0.0746} =1-0.9884 =0.0116

La probabilidad de que en la muestra aleatoria por lo menos tres articulos
resulten defectuosos es de 0.0116 ¢ del 1.16%.

El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se calculan de la
siguiente manera,

E(X) =np =10(0.05) =0.5
Var(X) = np(1- p) =10(0.05)(0.95) = 0.475

3.4 Enun curso de probabilidad 10 estudiantes de matematicas y 15 estudiantes
de otras carreras, se decide escoger aleatoriamente un grupo de 6 estudiantes
del curso de probabilidad para que hagan una disertacion sobre espacios de
probabilidad en el salon de clase, a) ;cudl es la probabilidad de que en el grupo
hayan dos estudiantes matematicas?, b) ;cudl es la probabilidad de que en el
grupo haya solo un estudiante de matematicas?, c¢) ;jcudl es la probabilidad
de que en el grupo todos los estudiantes sean de otras carreras?, d);cudl es
la probabilidad de que en el grupo resulten por lo menos tres estudiantes de
matematicas? y e) determinar el valor esperado.

Se define la variable aleatoria como X : numero de estudiantes de matematicas
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que resulten conformando el grupo de los seis estudiantes que haréan la disertacion
mencionada. Los posibles valores de la variable son: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Para este caso, se aplica el modelo hipergeométrico con N =25, M =10,
N-M=15,n=6.

(=)o) _ o) asa)
P =2)= 2)\6-2) _ \2110-2)1/) \a1(15 —4)! =45(l365)20.3468.

25 25! 177100
6 61(25 —6)!

La probabilidad de que en el grupo haya dos estudiantes de matematicas es de
0.3468 o del 34.68%.

<1o><15> < 10! >< 15! >
1/\6 =1 1(10 =1)! /\5!(15 =5)! _10(3003)z01695

P(X =)= = = ~
( ) 2 25! 177100
6 61(25 —6)!

La probabilidad de que en el grupo haya un solo estudiante de matematicas es
de 0.1695 o del 16.95%.

a)

b)

¢) Que en el grupo todos los estudiantes sean de otras carreras, significa que
cero estudiantes de matematicas estaran en el grupo de los seis que haran la
disertacion.

(oo _(oaoan)(ouse)
£0) =Py =0y =206 =0/ \010-0)/\6!15 =6)) _1(5005)

25 251 T 177100
6 61(25 —6)!

£(0)= P(X =0)=0.02826

La probabilidad de que en el grupo todos los estudiantes sean de otras carreras
es de 0.02826 o del 2.826%.



ELEMENTOS DE PROBABILIDAD | Apoyo al estudio independiente 173

d) Se debe calcular P(X 23) =P(X =3)+P(X =4)+P(X =5).

Aqui se puede usar la probabilidad del evento complementario y calcular la
probabilidad,

P(X 23) =1 {0.02826 +0.1695 +0.3468} =1 —0.54456 =0.45544.

La probabilidad de que en el grupo resulten por lo menos tres estudiantes de
matematicas es 0.45544 o del 45.544%.

El valor esperado de la variable aleatoria X se calcula de la siguiente manera:

pory =n ™ Z6(19) 290 _s
N 20 20

Se esperaria que tres estudiantes de matematicas estuvieran en el grupo de seis
estudiantes que haran la disertacion sobre espacios de probabilidad.

3.5 En una granja hay unos vacunos de los cuales 8 son de la raza pardosuizo
y 12 de la raza romosinuano, si se decide escoger aleatoriamente un grupo de
cinco de los mencionados vacunos para exhibirlos en la feria regional ganadera,

a) (Cual es la probabilidad de que en el grupo haya dos vacunos de la raza
pardosuizo?

b) (Cual es la probabilidad de que en el grupo haya solo un vacuno de la raza
pardosuizo?

¢) (Cual es la probabilidad de que en el grupo todos los vacunos resulten de la
raza romosinuano?

d) ;Cudl es la probabilidad de que en el grupo resulten por lo menos tres vacu-
nos de la raza pardosuizo?

Se define la variable aleatoria como X : niimero de vacunos de la raza par-
do-suizo que resulten conformando el grupo de cinco que se llevaran a la feria
regional. Los posibles valores de la variable son: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Para este caso, se aplica el modelo hipergeométrico con:

N=20 M=8 N-M=12 n=5
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a) Que dos vacunos de la raza pardosuizo resulten en el grupo de cinco.

<8><12> 8! 12!
_ 18 =2)!'31(12 =3)!  28(220
pxr=2)= 2/ ¥ _ 218 -2)13112 -3)! _ 28( );0‘3973
20 20! 15504
5 51(20 =5)!

La probabilidad de que en el grupo resulten dos vacunos de la raza pardosuizo
es de 0.3973 o del 39.73%.

b) Que un solo vacuno de la raza pardosuizo resulte en el grupo de cinco.

<8>< 12 > ! 12!
1 -1 (8 =1)!41(12 —4)! 8(495
pur=n= M/ @142 =)t ( )50.2554
20 20! 15504
5 51(20 =5)!
La probabilidad de que en el grupo resulte un solo vacuno de la raza pardosuizo
es de 0.2554 6 del 25.54%.

¢) Que en el grupo todos los vacunos resulten de la raza romosinuano significa
que cero vacunos de la raza pardosuizo estaran en el grupo de cinco.

<8><12> 8! 121

0/\5— — - 1(792

f(0) =P(X =0) = 0 _0'@ 0);3!!(12 5)!=1(5504);0.0511
<5> 51(20 =5)!

La probabilidad de que en el grupo todos los vacunos resulten de la raza
romosinuano es de 0.0511 ¢ del 5.11%.

d) Se debe calcular P(X 23) =P(X =3) +P(X =4) +P(X =5)

Aqui se puede usar la probabilidad del evento complementario y calcular la
probabilidad,

P(X 23) =1-{0.0511 +0.2554 +0.3973} =1 —0.7038 =0.2962

La probabilidad de que en el grupo resulten por lo menos tres vacunos de la raza
pardosuizo es 0.2962 o del 29.62%.
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El valor esperado de la variable aleatoria X se calcula de la siguiente manera:

E(X) =n£=5<i>=ﬂ=2
N T\20/ 20

Se esperaria que dos vacunos de la raza pardosuizo estuvieran en el grupo de
cinco vacunos que se llevara a la feria regional.

3.6 El promedio de inyecciones del medicamento AA que no surten efecto en
los cachorros de la region B es de 2 en las jornadas de vacunacion que se han
realizado,

a) (Cual es la probabilidad de que cuatro inyecciones del medicamento AA no
surtan efecto en los cachorros de la region B en la proxima aplicacion del me-
dicamento?

b) ;(Cudl es la probabilidad de que a lo mas una inyeccion del medicamento
AA no surta efecto en los cachorros de la region B en la proxima aplicacion del
medicamento?

Se define la variable aleatoria comoXntimero de inyecciones del medicamento
AA que no surtiran efecto en los cachorros de la region B la proxima vez que
se apliquen. Los posibles valores de la variable son: 0, 1, 2,...

a) Aplicando el modelo Poisson con A =2 resulta,

4
f(@)=P(X=4)= %e_z = 5(0.1353) =0.0902

La probabilidad de que cuatro inyecciones del medicamento AA no surtan
efecto en los cachorros de la region B en la proxima aplicacion del
medicamento en la region B es de 0.0902 o del 9.02%.

b) Se debe calcular P(X =<1) =P(X =0) +P(X =)

0
£(0)=P(X=0)= %e‘z =~ (.1353

1
f()=P(X =1) =%e_2 =2(0.1353)=0.2706
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Luego,
P(X <1) =P(X =0) +P(X =1) =0.1353 +0.2706 =0.4059

La probabilidad de que a lo més una inyeccion del medicamento AA no surta
efecto en los cachorros de la region B la proxima vez que se apliquen es de
0.4059 6 del 40.59%.

El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se obtienen
directamente,
E(X)=\=2

Var(X) =\ =2

3.7 El promedio de caninos infestados de pulgas en la region BB en las Gltimas
visitas realizadas por los inspectores de salud animal es 5, a) /cuadl es la proba-
bilidad de que en la siguiente visita los inspectores de salud animal encuentren
tres caninos infestados de pulgas en la region BB? b) ;cual es la probabilidad
de que en la siguiente visita los inspectores de salud animal encuentren a lo
mas dos caninos infestados de pulgas en la region BB? y ¢) determinar el valor
esperado y la varianza.

Se define la variable aleatoria como X : niimero de caninos que los inspectores
de salud animal encuentren infestados de pulgas en la region BB. Los posibles
valores de la variable son: 0, 1, 2,...

a) Aplicando el modelo Poisson con A =5 resulta

_12s

- (0.006737) =0.1403

f(3) =P(X =3) =§—3'e_5

La probabilidad de que en la siguiente visita los inspectores de salud animal
encuentren tres caninos infestados de pulgas en la region BB es de 0.1403 o del
14.03%.

b) Se debe calcular P(X <2) =P(X =0) +P(X =1) +P(X =2)
0

£(0) =P(X =0) =%e—5 =0.006737

1

F(1) =P(X =) =%e_5 =0.03368
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2

£(2) =P(X =2) =%e_5 =0.08421

Luego,
P(X £2) =P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)

P(X <2) =0.006737 +0.03368 +0 —08421 =0.1246

La probabilidad de que en la siguiente visita los inspectores de salud animal
encuentren a lo mas dos caninos infestados de pulgas en la regiéon BB es de
0.1246 o del 12.46%.

c) El valor esperado y la varianza para la variable aleatoria X se obtienen
directamente,
E(X)=A=5

Var(X) =\ =5

3.8 Graficar y determinar las siguientes probabilidades utilizando la distribu-
cién normal estandar a) P(Z <-1.35),b) P(Z =1.3) ¢) P(0.31 <Z <2.5)

a) P(Z <—1.35)= (-1.35)=0.0885 =8.85%

Figura 5.3. Area bajo la curva normal estandar P(Z <—1.35)

La Figura 5.3 muestra el valor del area bajo la curva normal estandar
equivalente al célculo de la probabilidad

b) P(Z=1.3)=1-P(Z=1.3)=1-0.9032 =0.0968 = 9.68%
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Figura 5.4. Area bajo la curva normal estindar P(Z =1.3)

La Figura 5.4 muestra el valor del area bajo la curva normal estandar
equivalente al calculo de la probabilidad

) P(0.31 <Z <2.5) =P(Z <2.5) —P(Z <0.31)

P(0.31=Z2=<2.5)=0.9938—-0.6217=0.3721=37.21%

La Figura 5.5 muestra el valor del area bajo la curva normal estandar
equivalente al calculo de la probabilidad.

A

-3 -2 -1 0 1 2 3 Z

Figura 5.5. Area bajo la curva normal estandar P(0.31 <Z <2.5)

3.9 Una fabrica produce bombillos, la duraciéon de los bombillos tiene una
distribucion normal con media de 800 horas y desviacion estandar de 50 horas.
Si se toma al azar un bombillo de la produccion,

a) (Cual es la probabilidad de que dure maximo 840 horas?

b) (Cual es la probabilidad de que dure por lo menos 720 horas?
¢) (Cual es la probabilidad de que dure entre 780 y 920 horas?
d) (Cual es la probabilidad de que dure mas de 1000 horas?
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M =800 horas, 0 =50 horas

X: duracion en horas de un bombillo producidos por la fabrica y escogido
aleatoriamente.

@) P(X <840)=P <X —H 5840_“>=P<25w>
o o 50

P(X <480)=P <25 %>= P(Z2<0.8)=0.7881=78.81%
ftz)
&
/ \

Figura 5.6. Area bajo la curva normal estandar P(Z <0.8)

La probabilidad de que un bombillo escogido al azar dure méximo 840 horas es
del 78.81%.

Una representacion de la situacion se tiene en la Figura 5.6.

b P(Xz720>=P<X —H 2720‘“> =p<zZM>
o o 50

Figura 5.7. Area bajo la curva normal estaindar P(Z =—1.6)

P(X 2720) =P(Z 2—1.6) =1 —=P(Z <-1.6) =1 —0.0548 =0.9452
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P(X=720)=0.9452=94.52%

La probabilidad de que un bombillo escogido al azar dure por lo menos 720
horas es del 94.52%. Una representacion de la situacion anterior se tiene en la

Figura 5.7.

780 —p _X —p 920 —u>

c) P(780 <X <920) =P<
(0} o (0}

P(780 <X <920) =P

<780 —800 <7 5920 _8OO> =P(0.4 <Z <24)

50
P(780 <X <920) =0.9918 —0.3446 =0.6472 = 64.72%

fiz)
.r"'""‘\
il -}
! &Y
/ \
i
I \
..-*/ T
o ——r —m — - ——
-3 -2 1 0 1 2 3 £

Figura 5.8. Area bajo la curva normal estandar P(<-0.4Z <2.4)

La probabilidad de que un bombillo escogido al azar dure entre 780 y 920 horas
es de 64.72%. Ver Figura 5.8.

d) P(X=1000)= P <X i, 1000 _800> =P(z24)=0
o 50
fiz)
/ N\
/ \
/ \
.-"'/ e,

3 2 1 o0 1 21 3 z

Figura 5.9. Area bajo la curva normal estindar P (Z =z4)
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La probabilidad de que un bombillo escogido al azar dure mas de mil horas es
del 0%. Ver Figura 5.9.

3.10 EI peso en una clase de unos roedores silvestres es una variable aleatoria
que se distribuye normalmente con media g =500 gramos, y una desviacion
estandar 0 =30 gramos. Si se escoge aleatoriamente un roedor de esa clase,

a) (Cudl es la probabilidad de que su peso sea de por lo menos 480 gramos?

b) (Cudl es la probabilidad de que su peso sea a lo mas de 470 gramos?

¢) (Cuadl es la probabilidad de que su peso esté entre 465 y 575 gramos?

M =500 gramos, O = 30 gramos.

X : peso de un roedor silvestre escogido aleatoriamente.

@) P(X >480)=1—P <X —H 480 _500>
o 30

P(X =480)= P(Z=—0.6)=1-P(Z<—0.6)=1-0.2743=0.7257 = 72.57%

La probabilidad de que el peso de un roedor escogido aleatoriamente sea de por
menos 480 gramos es de 72.57%. Obsérvese la Figura 5.10.

fiz)
J
/ \
e ) | \"‘ﬂ-\.-\_
302 a1 0 2 3 Z

1

Figura 5.10. Area bajo la curva normal estandar P(Z z-0.6)

by P(X 5470)=P<X —H 470 =500
o 30

>=P(Z <-1)=0.1587=15.87%

La probabilidad de que el peso de un roedor escogido aleatoriamente sea de
maximo 470 gramos es de 15.87%. Ver Figura 5.11.
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L
[
I
=
[

(=

L
]

Figura 5.11. Area bajo la curva normal estandar P(Z <-1)

30 30
P(465 <X <575) =P(-1.16 <Z <2.5) =P(Z <2.5) —P(Z <-1.16)
P(465< X <575)=0.9938—0.1230= 0.8708 = 87.08%

¢) P(465<X <575)=P <465 —500 _, _575 —500>

La situacion anterior se puede observar en la Figura 5.12.

fiz)
,/ \
A \\\
3 2 a1 0 1 2

Figura 5.12. Area bajo la curva normal estandar P(—1.16 <Z <2.5)

i £

La probabilidad de que el peso de un roedor escogido aleatoriamente esté entre
465 y 575 gramos es del 87.08%

Capitulo 4

4.1 Con base en la informacion de la Tabla 4.1, determinar @) P(X, =2, X, >1),

b) Fr(1,2), £(1,0), ¢) f3(0),d) f1,(2), e) fi, v (2/0), D) E(X,/X, =2).
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Solucion

a) P(X, <2,X, >1) =£.(0,2) +/.(1,2) +/.(2,2) _i6+o+o_%

b) F,(1,2)=P(X, =1, X, £2) = f.(0,0)+ /. (0,D) + /. (0,2) + /. (1,0) + /. (LD + /. (1,2)

Ahora,
f(l,O) =

)[4, (0) =2 f(0,x,) =/:(0,0) +/;(0,1) +1;(0,2)

Ry,

6 8 1 15
0 L= 48 LD
/50 = Zf(xZ) 36 36 36 36

d) fr,(2) =D f;(x.,2)=/;(0.2) +/,(1,2) +/;(2,2)

Ry,

6 6
2) =Y f(x,2) =— +0 40 =—
Jx,(2) REXIfX(l ) 36 36
1

P(X, =0,X,=2) 3¢ 1

L T o e T
36
/7 (2,x,)
) EX,/X, =2) =RZX2 X, fx/x, (x,/x, =2) =RZX2 X, o
Luego,

£,20)  £CD 22

E(X,/X, =2) =0
S (2 Sy (2) Jx,(2)

Pero,

£ @ =3 £ 2x) =0 42D +£,(2.2) =5 4040 =

Ry,
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Por lo tanto,

3
E(X,/X, =2)=0 % +1(0)+2(0) =0
36,
sz\RXI 0 1 2 Marginales
A I I R ]
36 36 36 36
14
36 36 36
1 1
2 — 0 0 —
36 36
s s | s
Marginales | 36 36 36

4.2 Dada la siguiente funcién de densidad para el vector aleatorio continuo
X =(X1,X2),

24x,x, si 0 <x; <l; x, >0; x; +x, <I

—(x,x,) =
Sx (%) {O en otro caso

Calcular @) P(X, 0.6, X, <0.2), b) fyx,(x;/X,) ¢) determinar la esperanza
matematica de X, dada X, =0.4.

Solucion

0.6

0.2
a) P(X 50.6,)(2<0.2)=J'0 (J:) 24)clx2dx2)a’x1

0.2

0.6 2
P(X,<0.6,X,<02)= [ 24x, <%2> dx,

0

0

0.6 0.6
P(X, 50.6,X, <0.2) = [ '12x, (0.04)dx, = [, 048xdx,
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0.6 X
P(X, <0.6,X, <0.2) = [ 048xdx, =(024x7) " =0.24(0.6) =0.0864

b) Inicialmente se tiene que,

12x, (1=x,) i 0<x, <1
fxz(x2): 0 2( 2) ?

en otro caso

Por lo tanto,

f( ) 4%, si 0<x, <l; 0 <x, <l—x
(x,x Y u ) <L 1 X,
f)(l/)(2 (xl/xz) :}X—(lxz; =112x, (1 _xz)
: 0 en otro caso

¢) Como,

£ = 12 (1-x,) si0<x, <l

x, 2
0 en otro caso

fy (x;,x,) I 24x,x,

E(X. /X, =x,)=[ = _ AN
=) = [y =l oy ™

1 )

x3
1 24x x 2 <§> 2x (1 X )3
E(X./X.=x)=( Y2 gy = == 2
( 1/ 2 =) J;) XI12x2(1—x2)2 g xz(l—xz)2 3x2(1—x2)2
0
2(1 —x
E(XI/XZ =X,) =¥

Finalmente,

E(X,/X, =04)=

2(1 ;0.4) o4
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