CONCLUSIONES

Sobre el fenomeno de la comprension

El estudio de la comprension de la diferencial de una funcién en varias
variables es complejo, debido, entre otros aspectos, a su caracter
formal, a la cantidad de elementos y relaciones que lo configuran, a
los diferentes sistemas de representacion utilizados y a los esquemas
previos requeridos (espacios vectoriales, producto interior, normas,
funcién, limite, continuidad, derivabilidad). Sin embargo, para
controlar esta complejidad se adopt6 el marco tedrico y metodolégico
APOE, de corte constructivista, que permite describir y explicar el
desarrollo del esquema de este concepto.

Al respecto, el desarrollo del esquema en este enfoque tedrico
se expresO por niveles de comprension, que se fijaron teniendo como
referencia la triada Intra, Inter y Trans'®®, de acuerdo con las
caracteristicas que manifestaron los estudiantes que participaron en la
investigacion, en los desempefios de las tareas y en las entrevistas, al
construir y representar en forma grafica, algebraica, numérica y
analitica, los elementos matemaéticos y sus relaciones. La comprension
de los elementos matematicos se reflejé en términos de las estructuras
mentales de accion, proceso, objeto y esquema. Las relaciones entre los
elementos son el resultado de activar mecanismos para interiorizar
acciones, coordinar o invertir procesos, encapsular procesos en
objetos, desencapsular objetos en procesos, organizar las estructuras
en el esquema y tematizar el esquema en un nuevo objeto, la
diferencial de una funcién en varias variables.

En relacién con investigaciones sobre conceptos previos a la
diferencial, como la comprensién de funciones en dos variables!®,

105 Jlana Arnon y otros, op. Cit. p 114-118.

106 Rafael Martinez-Planell, Maria Trigueros, “Students” understanding of the
general notion of a function of two variables”, Springer Science+Business Media B.1.
2012,3
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estas reportan que este concepto tiene muchas sutilezas, por tanto se
deben utilizar varias formas de representaciéon que favorezcan su
aprendizaje. Estas dificultades se presentaron en esta investigacion
para graficar e interpretar planos, rectas secante y tangente, curvas
parametrizadas en R? y R3, campos escalares definidos en dominios
de R? e interseccion de planos con superficies.

En relacién con investigaciones sobre la comprensiéon de la
diferencial de una funcién real de variable real, que es equivalente a
la derivada, se observaron dificultades en los estudiantes para
interpretar el concepto en forma algebraica, grafica y analitica. Estas
dificultades también se evidenciaron en esta investigacion en las
caracteristicas del nivel Intra del esquema y en el paso de este a los
niveles Inter y Trans, para comprender la diferencial de funciones
vectoriales de variable real, de campos escalares y de campos
vectoriales.

Ademas, se constato la presencia de obstaculos epistemol6gicos
que se caracterizan porque propiedades que se cumplen en contextos
restringidos para funciones en una variable, no se cumplen para
funciones en varias variables, como la derivabilidad, que implica
continuidad y criterios para la existencia de limite de una funcién en
un punto.

Por otra parte, desde el punto de vista histérico, para la
comprension, formalizacion y definicion del concepto de diferencial
de una funcién en varias variables, la humanidad tard6 varios siglos
para desentrafar sus particularidades. Al respecto, se destacan los
siguientes aportes, algunos de los cuales causaron pasion y
controversia tanto para la comunidad matematica, como para su
ensefianza y aprendizaje.

NEWTON define las variables denominadas fluyentes, como las
generadas por el movimiento de puntos, rectas y planos, diferente a la
concepcion de elementos estaticos; las considera como infinitesimales
y las nota como x e y. Al cambio relativo de la fluyente con respecto al
tiempo lo denomina fluxién por su caracter fisico, y lo representa por
xey.
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LEIBNIZ define los diferenciales como cantidades arbitrariamente
pequefias, con una visiéon dindmica; cantidades que tienden a cero, que
se pueden hacer tan pequefias como se quiera. La notaciéon dy/dx,
combina una percepcién primitiva y una cierta referencia del paso a
limite abstracto, implicito en el concepto de diferencial.

EULER enuncia la forma de calcular la diferencial de una funcién de
dos variables, considerando las derivadas parciales como un paso
intermedio para este fin.

CAUCHY define la diferencial como el producto de la derivada por un
incremento arbitrario de la variable independiente.

FRECHET introduce el concepto de diferencial en su interpretacion
moderna, en términos de transformaciones lineales. La diferencial df,
consiste en exigir que Af(a) — df(a)Ax sea infinitamente pequefio
respecto a Ax. Por tanto, lo que es infinitamente pequefio respecto a Ax
no es la diferencial, sino su diferencia con el incremento Af — df.

Sobre el andlisis del concepto

La génesis del concepto de diferencial contribuy¢ a la solucién de los
problemas clésicos del siglo XVII (calcular el ritmo de cambio,
encontrar la tangente a una curva dada, calcular valores maximos y
minimos de una funcién, calcular sumas infinitas) y motiv6 a la
comunidad matemética a su invencién, a dotarlo de rigor,
formalizarlo y socializarlo. Lo anterior incidi6 en el desarrollo del
analisis funcional, la fisica matematica y sus importantes aplicaciones
en areas afines.

Al respecto, el concepto de diferencial estd estrechamente
relacionado con la derivada. En funciones reales de variable real, los
dos conceptos son equivalentes, por tanto, la complejidad en la
investigacion sobre la comprension de la diferencial y la derivada de
este tipo de funciones es similar.

Sin embargo, al extender el concepto derivada a funciones en
varias variables, carece de sentido hallar los cocientes incrementales
de estas aplicaciones y, por lo tanto, no es posible generalizar el
concepto de derivada en esos términos, lo que si es posible es
generalizar el concepto de derivada a subespacios de dimensién uno.
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Aparece asi el concepto de derivada direccional y, como caso
particular, el concepto de derivada parcial.

Asi que, para generalizar el proceso de derivacion a funciones
en varias variables, surgi6 el concepto de diferencial, que estudia la
variacion de una funcién en relaciéon con incrementos de las variables
independientes cuando estos son pequefios o, ain mejor, cuando ellos
tienden a cero.

En relacién con este concepto, intuitivamente una funcién es
diferenciable en un punto particular de esta, si en cercanias del punto
en consideracion se comporta de manera similar a una funcién lineal,
es decir, en una vecindad del punto se puede aproximar muy bien por
una funcioén lineal. Si la similitud con lo lineal se produce cuando se
incrementa una sola de sus variables, se dice que la funcién es
derivable respecto de ella; si la casi linealidad lo es respecto a la
variacion conjunta de todas las variables, se dice que la funcién es
diferenciable.

Por tanto, para formalizar las nociones intuitivas de la
diferencial, se establecieron los elementos matematicos, las relaciones
logicas y los registros de representacion, que caracterizan el esquema
del concepto diferencial y son referentes para estudiar su
comprension.

Elementos matemdticos

Los siguientes son los elementos matematicos que configuran la
DIFVV:

Derivada direccional (DD), derivada parcial (DP), funcién
derivable en un punto (FDE), diferencial de una funcién de variable
real (DIFR), diferencial de una funcién vectorial de variable real
(DIFV), diferencial de un campo escalar (DICE), diferencial de un
campo vectorial (DICV), diferencial de una funcién en varias variables
(DIFVYV).

Relaciones légicas

Para establecer relaciones entre los elementos matematicos que
configuran la diferencial, se fija un abierto A4, subconjunto de R", un
punto a de A y una funcién f, definida de A en R™, con m y n
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naturales. Sobre estos elementos, a continuacién se presentan las

relaciones loégicas que permiten hacer inferencias acerca de la
diferenciabilidad.

Conjuncion logica (p A q)

Afirmar que la funcién f es diferenciable en a, es equivalente a las
siguientes declaraciones, las cuales, a su vez, son equivalentes entre sf:

Existe una aplicacion lineal, de R™ en R™, que se denota por
Df (a) y se denomina diferencial de f en a, tal que,

If(a+v) —fl@) ~Ta@)llm _

m
[vlln—0 vl

Existe una aplicacion lineal, Df (a): R* - R™, y una funcién
E(a, h):R" - R™, tales que cuando ||| = 0,

f(a+h) = f(@) + DF (@) + IRIE(,h), y, limE(a,h) =0,

Condicional (p —q)
Condicion de derivabilidad (CD). Si existen todas las derivadas parciales
de f en a, entonces f es derivable en a.

Condicion suficiente de diferenciabilidad (TCSDI). Si las derivadas
parciales existen en una vecindad del punto a y son continuas en a,
entonces f es diferenciable en a.

Diferenciabilidad implica continuidad (TDICO). Si f es
diferenciable en el punto a, entonces f es continua en a.

Frecuentemente se utiliza el contrarreciproco de esta relaciéon
en el siguiente sentido: si una funcién f no es continua en un punto a,
entonces f no es diferenciable en a.

La diferencial implica existencia de las derivadas direccionales
(TDIDD). Si f es diferenciable en a, entonces existe la derivada
direccional para cualquier vector direcciéon u en R", en particular f es
derivable en a.

La diferenciabilidad de un campo escalar implica la existencia de las
derivadas parciales (TDIDP).

Funcion de clase C* implica ser diferenciable (CC1DI).
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Registros de representacion.

Los registros para representar los elementos matematicos y evidenciar
su comprension son los siguientes.

Analitico. Relacionado con las definiciones verbales de los
conceptos, los axiomas o postulados considerados como verdades, las
relaciones y propiedades que se establecen entre los elementos
matematicos expresados a través de los teoremas, las consecuencias de
los teoremas o corolarios con las demostraciones correspondientes
utilizando el razonamiento l6gico.

Algebraico. Relacionado con expresiones algebraicas, las
férmulas, operaciones y algoritmos.

Grifico. Relacionado con los dibujos, graficas de funciones y
tiguras.

Verbal. Relacionado con descripciones en lenguaje natural de
los conceptos.

Numérico. Relacionado con tablas, métodos y algoritmos
numeéricos.

Computacional. Conjunto de instrucciones (declaraciones) segtin
la sintaxis de un lenguaje de programacion, para que el computador
pueda entender y ejecutar. A través de estas instrucciones se
representan acciones, procesos, objetos y esquemas.

Implicaciones en la ensefianza

El enfoque APOE que se sigui6 para esta investigacion, es un modelo
que satisface los criterios para considerarse como una teoria: poder
descriptivo, poder explicativo, alcance, rigor y especificidad,
susceptible de falsacion, capacidad de replicacién y triangulacion’?”.
Por tanto, este marco tedrico y metodolégico permiti6é establecer de

107 David E. Meel, “Modelos y teorias de la comprensién matemética: comparaciéon
de los modelos de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de la comprension matematica
y la teoria APOE”. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa,
RELIME, 6, 2003: 243-244.
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manera cientifica los niveles de comprension de la diferencial de una
funcién en varias variables.

En este sentido, a partir del analisis del desarrollo histérico de
la diferencial, de la presentacion de esta en los textos, de la experiencia
como docente y estudiante, se propuso una DG preliminar del
concepto, la cual se puso a prueba en la investigaciéon y, segtin los
resultados obtenidos, se presentd una version refinada que describe
una trayectoria mental que un estudiante debe seguir para
comprender el concepto en términos de los mecanismos mentales
activados por la abstraccion reflexiva para construir los objetos
mentales (los elementos matematicos) y establecer relaciones l6gicas
entre estos a través de la utilizacion y coordinacion de las
representaciones.

Por otra parte, las actividades computacionales disefiadas
segtn la DG, al implementarlas y depurarlas en el software MATLAB
demostraron motivar e inducir al estudiante a utilizar y coordinar
representaciones analiticas, algebraicas, numéricas y graficas, cuando
realizaba acciones (instrucciones linea a linea en la ventana de
comandos o en programas) sobre objetos previamente construidos,
que al repetirlas en diferentes situaciones inducian la interiorizacién
de estas en procesos (elaboracion de procedimientos, archivos m-file
o script de MATLAB). Posteriormente, estos procesos se encapsulaban
en nuevos objetos matemadticos (elaboraciéon de funciones) que, al
relacionarlos con otros (llamado a funciones previamente
construidas), propiciaban inferencias légicas para construir el
esquema y, de esta manera, lograr una mejor comprensiéon del
concepto.

Estas actividades son un complemento de la presentacion del
concepto en los textos, de las técnicas tradicionales de ensefianza y
aprendizaje, caracterizadas por las exposiciones magistrales, ejercicios
y evaluaciéon. Ademds, se aprovechan los recursos humanos,
informaticos y tecnolégicos disponibles.
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Sobre el desarrollo del esquema

En el capitulo anterior se caracteriz6 el desarrollo del esquema de la
diferencial de una funcién en varias variables, a través de los distintos
subniveles, en estudiantes que habian participado de un ciclo de
instruccién ACE de célculo multivariable. De manera similar que en el
trabajo sobre el desarrollo del esquema de la derivadal® y la
comprension de la integral definida'® en el analisis de los
instrumentos de recogida de la informacién y de los instrumentos
tedricos, se comprobé que la construcciéon del conocimiento es
progresiva y continua, y que el paso de un subnivel al siguiente se
evidencia por las relaciones l6gicas que el sujeto es capaz de establecer
entre los elementos matematicos que conoce y lo que sabe hacer con
estos elementos en la resolucion de las distintas tareas.

El primer intento de relacionar los elementos matematicos es a
través de la “conjuncion légica”, siendo esta el primer tipo de relacién
que, con frecuencia y de manera correcta, establecen los estudiantes;
como se evidencia con el estudiante E1, cuando justifica en la
entrevista la diferenciabilidad de una funcién real correspondiente a
la Tarea 1.b.

La “implicacién l6gica” es otra relacion que frecuentemente
utilizan los estudiantes en sus inferencias, como se demostré cuando
los estudiantes E1 y E2 resolvieron las tareas 5 y 6, para determinar si
la funcién f, definida por secciones, es diferenciable en (0,0), y cuando
el estudiante E1 justific6 la diferenciabilidad de un campo vectorial en
un punto, en la Tarea 9.

La relacion de “contrarreciproca” solo se manifiesta por pocos
estudiantes, como se puede evidenciar en el desempefio del estudiante
E2 en la solucién de la Tarea 5.c, para determinar si la funcién del
ejemplo es continua en un punto.

Los elementos matematicos que utilizan los estudiantes, en
general, son los mismos, aunque varian de un estudiante a otro en el

108 Gloria Sdnchez-Matamoros, Mercedes Garcia Blanco y Salvador LLinares, “El
desarrollo... 7.
109 Eliécer Aldana, Comprension de la integral... 392.
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desempefio de las tareas del cuestionario; los elementos matematicos
que comunmente recuerdan son “derivada o diferencial de una
funcién real de variable real”, “derivada parcial”, “derivada
direccional”; con los que tienen mas dificultad son “diferencial de una
funcién vectorial de variable real”, “diferencial de un campo escalar”
y “diferencial de un campo vectorial”; algunos de estos elementos se
recuerdan de forma incorrecta o con errores en los elementos que los
configuran, como se describe a continuacion.

Respecto a la diferencial de una funcién real de variable real,
los estudiantes calculan la derivada de la funcién definida por la
expresion algebraica y la evaltian en un punto aplicando teoremas de
diferenciacién; sin embargo, tienen dificultades para representar
graficamente los elementos que constituyen la diferencial, como la
tangente a la curva en un punto, el incremento de f en a, Af(a) =
f(a+ h) — f(a); la diferencial de f en a aplicada a h, (f'(a)h) y el
error, hE(a, h) = Af(a) — f'(a)h.

Algunos estudiantes presentan dificultades para distinguir las
propiedades de derivabilidad, diferenciabilidad y transformacién
lineal de una funcién diferenciable real de variable real en un punto.
Por ejemplo, el estudiante E9 tiene la concepcién que para esta clase
de funciones diferenciabilidad es equivalente a derivabilidad y que la
derivabilidad implica continuidad. Sin embargo, no tiene una imagen
clara de la derivada como el limite del cociente incremental en un
punto y la diferencial como una transformacion lineal.

En relacion con la derivada direccional, mostraron dificultad
para determinar en qué casos es conveniente aplicar la definicién
como el limite de incrementos o como el producto interior de la
diferencial evaluada en el punto por el vector direccién, que es valida
Unicamente cuando la funcién es diferenciable en el punto. Esta
dificultad surgié porque no lograron establecer la relaciéon que para
funciones en varias variables la derivabilidad no implica la
diferenciabilidad; como en el caso del estudiante E5, quien describi6
de manera equivocada el calculo de la derivada direccional de una
funcién que no es diferenciable en el origen, segin la Tarea 6 del
cuestionario.
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Respecto a las derivadas parciales, ellos demuestran facilidad
para calcularlas y evaluarlas en un punto, aplicando reglas de
diferenciaciéon o evaluando el limite de incrementos. Sin embargo,
cometen errores y tienen dificultades para interpretarlas como las
pendientes de rectas tangentes o como razén de cambio de la funcién
en el punto respecto a la variable que se esta derivando. Lo anterior se
pudo observar en el estudiante E5 cuando describié como resolvié la
Tarea 3 del cuestionario, pues cometi6 errores para ubicar los puntos
en la grafica de la funcién, identificar las secantes con sus respectivas
pendientes y el limite de estas cuando tienden a la tangente, con
pendientes expresadas por las derivadas parciales.

Ademas, cuando una funcién en varias variables esta
representada en forma tabular y no se muestra la expresién algebraica
que la define para estimar aproximaciones de sus derivadas parciales
en un punto, varios estudiantes tienen dificultades para identificar las
cantidades que permanecen constantes y las que cambian, los
incrementos de dichas variables, para formar cocientes que
representan las tasas medias de variacion de la funcién respecto a una
variable y su interpretaciéon al contexto que define la funcién. Por
tanto, no pueden hacer traducciones entre los registros que representa
la funcién (tabular, algebraico y analitico). Una situacion es la del
estudiante E7 sobre la Tarea 4.b, cuando, a pesar de calcular las tasas
medias de variacion de la funcién, definida en forma tabular, no puede
describir el significado de la aproximaciéon de la derivada parcial,
segun el contexto del problema.

Lo anterior incide en la dificultad para aproximar el valor de un
campo escalar en un punto no registrado en la tabla de valores,
aplicando el concepto de diferencial de un campo escalar utilizando la
parte principal del polinomio de Taylor de primer grado. Esto se
evidencia en el desempefio del estudiante E3, al resolver la Tarea 4.c,
cuando intenta comprender la DICE como accién al aproximar
h(43,17) por el promedio de los valores h(40,15) y h(50,20), como
cotas superior e inferior de la funcién en el punto en consideracion.
Para esto aproxima las DD como tasas de variacion media en estos
puntos, pero no logra identificar los elementos ni las relaciones
establecidas en la parte principal del polinomio de Taylor para
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encontrar la mejor aproximacién, ademdas comete errores en las
operaciones.

Respecto a la diferencial de un campo escalar, los estudiantes
demostraron habilidad para aplicar acciones, reglas de diferenciacién
para calcular las derivadas parciales o evaluar limites de cocientes
incrementales. Sin embargo, tuvieron dificultades para determinar la
conveniencia de su aplicacién en situaciones cuando las funciones
estaban definidas por secciones en forma algebraica y no lograron

establecer relaciones entre limite, continuidad, derivabilidad y
diferenciabilidad.

Los estudiantes E7 y E9, en la solucién de la Tarea 5.d, no
comprendieron la nocién de continuidad como un proceso que resulta
de la coordinacién de los procesos de evaluar el limite de la funciéon
en un punto y de verificar que chl_r)r(ll f(x) = f(a). Ademas, utilizaron la

condiciéon que diferenciabilidad implica la continuidad, pero no
explicaron cémo se deduce la diferenciabilidad.

Ademas, el estudiante E6, en la Tarea 5.c, para determinar la
diferenciabilidad de la funcién en un punto de forma directa, realizé
la accion de evaluar el limite del cociente del resto (la diferencia del
incremento de la funcién en el punto con la diferencial aplicada al
incremento de la variable independiente) entre la norma del
incremento de la variable independiente, pero no interiorizé que si
este limite es cero, entonces la funcion es diferenciable.

Los errores y las dificultades descritas anteriormente
demuestran que algunos estudiantes aplican de manera mecéanica y
algoritmica reglas para hallar derivadas totales y parciales de
funciones, calcular gradientes, jacobianos, aplicar teoremas
fundamentales sobre la diferencial de una funcién en varias variables.
Sin embargo, no establecen para qué clase de funciones y en cuéles
puntos se pueden aplicar, no tienen en cuenta la representacién de la
funcién, no interpretan y utilizan estos conceptos para resolver
situaciones problema. Esto concuerda con los resultados encontrados
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en el estudio acerca de concepciones y dificultades sobre los
diferenciales!10.

Por lo tanto, se sugiere para la ensefianza de estos conceptos,
presentar y analizar, en diferentes formas de representacion, variedad
de ejemplos y contraejemplos de funciones, en los cuales se pueda
evidenciar que no se preservan ciertas propiedades de funciones
reales de variable real a funciones en varias variables, situaciones que
motivaron la generalizacion del proceso de derivacion al de
diferenciacion.

Respecto al desarrollo del esquema de la diferencial de una
funcién en varias variables, los siguientes niveles y subniveles estan
caracterizados por la comprensiéon como objeto de los respectivos
elementos matematicos que se enuncian a continuacién: Intra, la
funcion real de variable; Inter 1, la diferencial de una funcion vectorial
de variable real; Inter 2, la derivada parcial y derivada direccional;
Inter, la diferencial de un campo escalar; Trans 1, la diferencial de un
campo vectorial; y Trans, la diferencial de una funcién en varias
variables, estableciendo relaciones légicas entre los objetos
previamente construidos, que configuran y dan completez al
esquema.

Limitaciones y perspectivas futuras

Una limitacion en el desarrollo de las actividades computacionales
basadas en la DG es la dificultad de los estudiantes para familiarizarse
con el software, en particular con la sintaxis y el razonamiento l6gico
para dar las instrucciones o elaborar los programas. Sin embargo, estas
dificultades se compensan con la posibilidad de construir y manipular
con cierta facilidad y autonomia objetos y graficas bidimensionales y
tridimensionales, realizar cédlculos numéricos para representar e
inducir la nocién de infinitesimales, el orden de los infinitesimales y
la aproximaciéon del limite de funciones, lo cual permite que el
estudiante descubra y construya su propio conocimiento e interacttie
con sus compafieros como una posibilidad para fomentar el
aprendizaje colaborativo.

110 Michele Artigue, “Analysis”... 183-184.
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Como el computador es una maquina discreta, los procesos de
limite, que son dinamicos, son simulados por cantidades pequenas
pero estaticas, a través de los limites de cocientes incrementales, y las
derivadas, por diferencias finitas. Por tanto, las actividades estan
orientadas a realizar representaciones aproximadas de la diferencial y
la derivada. Se sugiere complementarlas con actividades sin utilizar el
computador.

Para continuar con la investigacion se proponen las siguientes
fases:

Desarrollar esta propuesta con otros grupos de estudiantes,
para proseguir con el refinamiento de la descomposicion genética del
concepto.

Utilizar este proceso investigativo en otros temas del
pensamiento matematico avanzado que presentan dificultades en su
comprensién, a fin de procurar mejores desempefios de nuestros
estudiantes y contribuir a la investigacion en educacién matematica.
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