RESULTADOS

En este capitulo se expone el andlisis de cada uno de los estudiantes,
organizado por los niveles de desarrollo del esquema de la diferencial
de una funcién en varias variables. Se describe teniendo como
referencia el andlisis te6rico del concepto, la descomposiciéon genética,
las relaciones logicas entre los elementos matemadticos que se
establecen en la resolucién de las tareas del cuestionario y que se
evidencian en las formas de representacion grafica, numeérica,
algebraica y analitica, en las argumentaciones, en las entrevistas, y
segun la solucion plausible de estas tareas.

Por tanto, se mostrara una caracterizaciéon de forma descriptiva
y explicativa de los niveles de desarrollo establecidos en el marco
tedrico y en la recoleccién y analisis de la informacion.

Anadalisis de cada estudiante

El anédlisis se organiz6 en el siguiente orden de subniveles del
desarrollo del esquema, de acuerdo con los objetivos de cada tarea del
cuestionario y el desempeno que demostro el estudiante en estas.

Intra: tareas l.a, 1.b y 1.c, para establecer la comprension del
concepto diferencial de una funcién real de variable real DIFR.

Inter 1: tareas 2.a, 2.b, con el propoésito de analizar la
comprensiéon del concepto diferencial de una funcién vectorial de
variable real DIFVR, como elemento contiguo a la DIFR.

Inter 2: tareas 3.a, 3.b, 4.a, 4.b, 5.a, 5.b, 6.a, 6.b, 6.c y 7, para
analizar la comprension del concepto de derivada direccional DD y
parcial DP, como elementos contiguos a la DIFR y agrupar las
funciones en varias variables segtin las propiedades locales de
continuidad, derivabilidad, linealidad y diferenciabilidad.

Inter: tareas 4.c, 5.c, 6.d y 8, para analizar la comprension del
concepto diferencial de un campo escalar DICE, cuando establece
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relaciones entre los objetos CE, FR, DP, DD y DIFR, en los modos de
representacion G, A, AN, N.

Trans 1: tareas 9.a y 9.b, con el propésito de analizar la
comprension del concepto diferencial de un campo vectorial DICV,
cuando establece relaciones con la DICE comprendido como objeto o
proceso.

Trans: tareas 5.d, 5.e, 6.e, 6.f, 9b y 10, para analizar la
comprension del esquema de la diferencial de una funciones en varias
variables DIFVV, al verificar el cumplimiento de las propiedades y las
relaciones que pueda establecer entre los elementos que la configuran
y que le dan coherencia y completez al esquema.

A continuaciéon se describen los resultados de este anélisis de
los estudiantes que se ubican en cada subnivel.

Nivel Intra
Subnivel Intra 1
Estudiante E8

Comprende el elemento matematico, la derivada de una funcién real
como accién en una Unica forma de representacion, la algebraica,
cuando aplica reglas de diferenciacion de una manera mecéanica y
algoritmica, sin tener en cuenta las condiciones que debe cumplir la
funcién.

No comprende la DIFVR como un elemento contiguo a la DIFR.

Muestra la tendencia a comprender la DP como accidn,
incluyendo algunos elementos matematicos, que los recuerda con
errores y en el tiinico modo de representacion, la algebraica. Ademas,
no logra generalizar el proceso de derivaciéon de una FR, para
encontrar la derivada de un CE, la DP y la DD como elementos que
configuran la DICE.

No muestra capacidad de sintesis cuando comete errores al
aplicar las relaciones l6gicas de implicacion, conjuncién y disyuncion,
en la comprension como accién del concepto de DICE, para hacer
inferencias y generar nuevos elementos matematicos.
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En la Tabla 18 se presenta una caracterizaciéon del desarrollo
del esquema de la DIFVV, correspondiente a este subnivel Intra 1,
demostrado por el estudiante.

Subnivel Intra
Estudiante E9

Recuerda de manera aislada y como accién el elemento DIFR, junto
con los elementos internos que lo constituyen. No logra relacionar este
elemento con los elementos DIFVR, DICE y DICV.

En la Tabla 18 se indican las caracteristicas, los elementos
matematicos y los sistemas de representacion utilizados por el
estudiante en el nivel Intra.

Nivel Inter

Subnivel Inter 1
Estudiante E5

Comprende el elemento DIFR como un proceso al activar mecanismos
para interiorizar acciones de recordar y relacionar elementos que lo
configuran. Coordina este proceso con la FVR para generalizar la DIFR
en la comprension del elemento contiguo DIFVR en un nuevo proceso.

Comprende como acciones realizadas sobre los elementos FVV,
los conceptos de DP y DD en el modo de representaciéon A, pero no
logra hacer las traducciones a las representaciones G y AN, al intentar
resolver las situaciones problema.

No comprende los elementos DICE y DICV como acciones
sobre el CE y el CV respectivamente, porque presenta errores y
dificultades para representarlos en forma G, A, AN y para establecer
relaciones logicas entre estos, que le permitan estructurar y sintetizar
el esquema de la DIFV'V.

Estudiante E7

Grafica la FR y la tangente a esta por un punto e interioriza esta accion
en el proceso de identificar en forma V' y A la diferencial de la funcién
y el error de aproximar el incremento de la funcién por la diferencial.
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Sin embargo, tiene dificultad para encapsular el proceso en el objeto
DIFR en un punto e interpretarlo como una transformacion lineal.

Intenta generalizar el concepto de DIFR al elemento contiguo
DIFVR en forma A; sin embargo tiene dificultades al representar este
elemento en forma Gy A.

Comprende los conceptos de DP y DD como acciones, porque
encuentra estas derivadas en forma A, pero no las interpreta en forma
G, ANy N. No establece relaciones entre los elementos que configuran
estos conceptos para hacer inferencias que le permitan resolver las
situaciones propuestas.

No comprende los elementos DICE y DICV como acciones,
procesos u objetos, lo cual no le permite establecer relaciones entre los
elementos que los constituyen ni determinar coherencia y sintesis del
desarrollo del esquema de la DIFV'V.

En las Tabla 18 y 19 se exponen las relaciones logicas, los
elementos matematicos y los sistemas de representacion utilizados por
los estudiantes en la construccion progresiva del esquema. Las
relaciones que se establecen entre los elementos matematicos en el
nivel Inter 1 son, ademaés de las que figuran en dicho subnivel, las que
se presentan en el subnivel Intra.

Subnivel Inter 2
Estudiante E6

En la construccion progresiva del esquema, comprende como accién 'y
proceso la DIFR, por lo cual presenta las caracteristicas del nivel Intra
del esquema de la DIFVV (Tabla 18).

Comprende como acciones, procesos y objetos la DP y la DD en
representacion A, G, Ny AN, como elementos contiguos a la DIFR. Por
tanto, se ubica en el nivel Inter 2 del desarrollo del esquema (Tabla 19).

Entiende los elementos DICE y DICV como acciones, pero no
logra interiorizarlas en procesos y encapsular estos en objetos.
Ademas, presenta errores y dificultades para hacer traducciones entre
las formas de representacion G, A, N y AN de los elementos
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matematicos y establecer relaciones necesarias entre estos para
estructurar el esquema de la DIFVV.

Subnivel Inter
Estudiante E4

Muestra caracteristicas del nivel Intra, porque realiza la acciéon de
graficar la funcién real de variable real y la tangente a esta en un
punto, tiene dificultades al interiorizar esta accién en el proceso de
recordar y traducir entre las formas de representaciéon G, A, AN, la
diferencial de la funcién y relacionarla a través del polinomio de
Taylor de orden uno, con el incremento de la funcién y el error de
aproximar el incremento de la funcién por la diferencial. Ademas,
identifica los elementos relacionados con la DIFR en forma A y logra
sintetizarlos al resolver una situaciéon problema.

Comprende como objeto DIFR, lo desencapsula y lo utiliza
como proceso para comprender la diferencial de una funcién vectorial
DIFV como elemento contiguo a la DIFR y, por lo tanto, presenta las
caracteristicas del nivel Inter 1 del esquema de la DIFVV.

Reconoce e interpreta la DP y la DD en los modos de
representacion G, A, Ny AN, comprende como objeto estos elementos
matemaéticos, que caracterizan el nivel Inter 2 del esquema DIFV'V.

Reconoce e interpreta la DICE en representacion G, A y AN, y
comprende como proceso este elemento, que es una caracteristica
principal del nivel Inter del esquema de DIFV'V.

La caracterizacion de estos subniveles del nivel Inter se
representan en la Tabla 19.

El estudiante muestra errores y dificultades para establecer y
demostrar propiedades que generalizan los elementos DIFR, DIFVR,
DICE y DICV, que estructuran y dan coherencia al esquema de DIFV'V.
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Nivel Trans
Subnivel Trans 1
Estudiante E3

La construcciéon progresiva del esquema se evidencia por las
caracteristicas presentadas en los niveles Intra, Inter y Trans, de la
siguiente forma.

Respecto al desempefio en la Tarea 1, el estudiante alcanza el
nivel Intra (Tabla 18), porque comprende la DIFR como accién y
proceso, cuando recuerda y relaciona los elementos matematicos que
la configuran, y como objeto, cuando sintetiza los elementos y las
relaciones para resolver una situacion problema.

Sobre el desempefio en la Tarea 2, demuestra las caracteristicas
del nivel Inter 1, porque comprende la diferencial de una funcién real
DIFR como proceso, y lo extiende al elemento préximo cognitivo,
funcién vectorial de variable real FVR, cuando calcula e interpreta la
diferencial de una funciéon vectorial de variable real DIVR en forma A
y AN, como parte del espacio tangente a la FVR en un punto.

Respecto al andlisis de la solucién de las tareas 3, 4.a, 4.b, 5.a,
5.b, 6.a, 6.b y 7, se infiere que el estudiante alcanza el nivel Inter 2, por
las siguientes actuaciones:

Comprende como accién los elementos derivada parcial DP y
derivada direccional DD, al calcular estas derivadas aplicando la
definicion como el limite del cociente incremental. Interioriza estas
acciones en procesos, cuando resuelve algunas situaciones problema
que requieren interpretar la DP y DD en representacion G, A, Ny AN.
Encapsula la DP como un objeto que hace parte del vector gradiente
sobre el cual se realizan nuevas acciones, como determinar la direccién
en la cual crece mas rapido la funcién.

Agrupa los elementos DD y DP como una generalizacion del
proceso de derivacién de funciones reales y vectoriales de variable real
a la derivaciéon de un campo escalar que forma parte de la DICE.

Intenta sintetizar los elementos CE, DD, DP, para resolver
problemas que requieren la representacién analitica de estos
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elementos; sin embargo, las relaciones no son suficientes para
interpretar la informaciéon que da el vector gradiente y para hallar
curvas de nivel.

Sobre el desemperfio en las tareas 4.c, 5.c, 6.d y 8, se concluye
que el estudiante alcanza el nivel Inter del desarrollo del esquema de
la DIFVV, por las siguientes razones:

Aplica la relacion de implicacion logica (p — q), para verificar
que un campo escalar es diferenciable: si [|[v|| = 0, entonces E(a, v) =
0, lo cual requiere desencapsular los objetos limite, norma de un vector
y la derivada direccional DD; comprender como proceso el elemento
diferencial de un campo escalar DICE, que, a su vez, lo relaciona con
los elementos incremento de la funcién en un punto Af (a), la DD de f
en a en direccién del vector v = («, f) como la transformacion lineal
aplicada al vector direccién, Vf(a) - v.

Utiliza la relaciéon légica de la implicacion, al verificar el
cumplimiento de la condicién de diferenciabilidad y encapsular los
elementos y relaciones inmersas en el objeto diferencial de un campo
escalar DICE y formar la imagen conceptual de este objeto en un punto
arbitrario del dominio, donde se define el CE como la diferencial de f
ena, Df(a) =Vf(a)-v.

Sin embargo, presenta dificultades para desencapsular el objeto
DICE, cuando intenta resolver la situaciéon que requiere calcular el
valor de una funcién en un punto a + h, cuando se posee informacion
de la funcién y su derivada en el punto a.

La caracterizacion del nivel Inter se presenta en la Tabla 19.

Respecto a las solucion de la Tarea 9, el estudiante alcanza el
nivel Trans 1 (Tabla 20), porque establece relaciones entre los
elementos matemaéticos derivada parcial DP, diferencial de un campo
escalar DICE, gradiente de un campo escalar Vf(a), comprendidos
como objetos; los desencapsula y realiza acciones sobre estos
elementos para comprender como proceso la diferencial de un campo
vectorial DICV, en el modo de representacion A.

Del anélisis de las tareas 5.d, 5.e, 6.e, 6.f, 9.b y 10, se concluye
que el estudiante no alcanza el nivel Trans, ya que no tiene éxito al
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intentar establecer diferentes relaciones légicas entre elementos que
configuran y dan coherencia al esquema de la diferencial de funciones
en varias variables, como se manifiesta en las siguiente actuaciones:

Comprende la DIFVV como accién, cuando verifica en forma
directa que una funcién es diferenciable en un punto.

Enuncia la condicién suficiente de diferenciabilidad, pero sin
justificarla.

No relaciona los elementos matemaéticos que permiten hacer
sintesis para inferir resultados de la diferenciabilidad, como la
continuidad, la existencia de las derivadas parciales y direccionales.

Verifica que los reciprocos de algunos resultados de la
diferenciabilidad no se cumplen y estan precisamente en las tareas en
consideracion.

No logra generalizar el concepto de diferenciabilidad de una
funcién en varias variables y la interpreta como casos aislados segtin
las dimensiones entre los espacios en que esta definida la funcién.

Subnivel Trans
Estudiante E2

Al resolver la Tarea 1, presenta las caracteristicas del nivel Intra del

esquema de la DIFV'V que se caracteriza por lo relacionado en la Tabla
18.

Respecto a la Tarea 2, muestra las caracteristicas del subnivel
Inter 1, porque comprende la DIFVR como el proceso de calcular un
vector cuyas componentes son las diferenciales de cada una de las FR
en el punto que conforman la FVR y que las ha encapsulado en el
objeto DIFR aplicado a un real.

Ademas, relaciona los elementos FR, FVR, DIFVR, cuando
calcula e interpreta en forma A y AN el espacio tangente a la FVR en
un punto.

Con respecto a las tareas 3, 4.a, 4.b, 5.a, 5.b, 6.a, 6.b, 6.c y 7,
presenta las caracteristicas del subnivel Inter 2 del desarrollo del
esquema, por las siguientes actuaciones:
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Comprende como accién los elementos DP y DD, cuando
calcula estas derivadas al evaluar el limite del cociente incremental o
aplicar reglas de diferenciaciéon. Interioriza estas acciones en un
proceso, cuando resuelve problemas que requieren representar la DP
y la DD en forma G, A, AN y N. Encapsula la DP en un objeto, cuando
calcula el vector gradiente y da una interpretacion AN de este.

Agrupa los objetos DD y DP para generalizar el proceso de
derivaciéon de funciones reales y vectoriales de variable real en el
proceso de derivacion de un campo escalar que forma parte de la
DICE.

Sin embargo, tiene dificultades para sintetizar, cuando intenta
relacionar los elementos CE, DD, DP para resolver problemas que
requieren la representacion A y AN de estos elementos.

Con referencia a la solucién de las tareas 4.c, 5.c, 6.d y 8, se
concluye que presenta las caracteristicas del subnivel Inter del
desarrollo del esquema, por las siguientes actuaciones:

Comprende la DICE como proceso, porque relaciona los
elementos matematicos que la configuran y la aplica para aproximar
el valor de un CE en un punto-

Relaciona los elementos de la DICE a través de la implicaciéon
(p—>q): si E(a,v) > 0 cuando |lv|| = 0, entonces el CE es
diferenciable en el punto, y establece la relacién entre la DICE y la DD,
lo cual requiere desencapsular los objetos limite, norma vy
transformacion lineal en los procesos que los generaron. Ademas, de
forma alterna, comprueba la diferenciabilidad de un CE en un punto,
aplicando la contrarreciproca del TDICO.

Respecto a las soluciones de la Tarea 9, el estudiante muestra
las caracteristicas del nivel Trans 1, porque establece relaciones entre
los objetos CE, DICE y CV, para comprender la DICV como el proceso
que dado un CV, un punto a y un vector u, transforma linealmente el
vector u en un nuevo vector, cuyas componentes son las DICE que
conforman el CV aplicadas al vector u.

Respecto al desempefio en las tareas 5.d, 5.e, 6.e, 6.f y 10,
muestra las caracteristicas del nivel Trans, porque comprende los
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elementos DIFR, DIFVR, DICE y DICV, como acciones, procesos y
objetos, los representa en forma G, A, N y AN, establece relaciones
entre estos elementos y las partes que los constituyen, para determinar
propiedades de derivabilidad, continuidad y diferenciabilidad de las
FVV, demostrando completez y coherencia del esquema de la
diferencial de una funcién en varias variables DIFV'V.

Estudiante E1

Por la solucién de la Tarea 1, manifiesta las caracteristicas del nivel
Intra, porque ha logrado tematizar el esquema de la derivada de una
funcién real en un punto a, Df(a) y construye las estructuras mentales
de accién, cuando representa en forma G y A los siguientes elementos:
funcién real FR, tangente a la funcién en un punto, incremento de la
variable independiente h e incremento de la funcién en a, Af (a).

Desencapsula el objeto funcién derivable en un punto Df(a), en
el proceso para calcular la derivada de una funcién en un punto y lo
coordina con el proceso de incrementar la variable independiente x,
desde el punto a hasta a + h, para construir la diferencial de la funcién
f con incremento h, f'(a) - h.

Relaciona los elementos f'(a) -h y Af(a) en el polinomio de
Taylor, que establece el error hE(a,h) cometido al aproximar el
incremento Af (a) por el diferencial, f'(a) - h.

Verifica el cumplimiento de la condicién, sihE(a,h) se
aproxima mas rapido a cero que el incremento h, para concluir que la
funcién f es diferenciable en a.

Los anteriores procesos los encapsula en el objeto diferencial de
una funcioén real DIFR, al que utiliza para resolver una situacion
problema.

Por la forma como el estudiante resolvi6 la Tarea 2, se infiere
que manifiesta las caracteristicas del subnivel Inter 1, porque
comprende la DIFR como objeto y lo desencapsula en el proceso para
calcular la DIFVR en un punto, que es un vector cuyas componentes
son las diferenciales de cada una de las FR en el punto, que conforman
la FVR. Entiende como proceso la DIFVR, cuando relaciona los
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elementos FR, FVR, DIFVR, para calcular e interpretar en forma A y
AN el espacio tangente a la FVR en un punto.

Respecto al desempefio en las tareas 3, 4.a, 4.b, 5.a, 5.b, 6.3, 6.b
y 7, presenta las caracteristicas del nivel Inter 2 del esquema de la
DIFVV, por las siguientes razones:

Comprende como accién los elementos DP y DD, cuando
calcula estas derivadas aplicando la definicién como el limite del
cociente incremental o aplicando reglas de diferenciacion. Interioriza
estas acciones en procesos, cuando resuelve situaciones problema que
requieren interpretar la DP y DD en representacion G, A, AN y
numérica. Encapsula la DP como un objeto que hace parte del vector
gradiente sobre el cual se realizan nuevas acciones, como determinar
la direccién en la cual crece mas rapido la funcién a partir de un punto
de referencia.

Agrupa los elementos DD y DP para generalizar el proceso de
derivacién de funciones reales y vectoriales de variable real al proceso
de derivacion de un campo escalar que forma parte de la DICE.
Demuestra capacidad de sintesis cuando relaciona los elementos CE,
DD, DP, para resolver problemas que requieren la representaciéon A y
AN de estos elementos.

Respecto a la solucion de las tareas 4.c, 5.c, 6.d y 8, muestra las
caracteristicas del subnivel Inter del desarrollo del esquema de la
DIFVV, segtn los siguientes desempefios:

Establece relaciones entre elementos matematicos que
configuran la DICE, a través de la implicaciéon légica p — g, para
verificar la diferenciabilidad de un CE en un punto: si ||v|| -0 ,
entonces E(a,v) — 0, al desencapsular los objetos limite, norma y
transformacion lineal, en los procesos que los generaron, para calcular
la norma del vector v, verificar la linealidad de la transformacién T,
definida de R™ en Ry coordinarlos con el proceso que, dado un CE f,
un punto a y un vector v, aproxima el incremento de la funcién en un
punto, Af (a), con la transformacién lineal aplicada al vector, T, (v), y
el error de aproximacion es ||v||E (a, v).

Coordina los procesos anteriores para verificar que si [|[v|| = 0,
entonces ||v||E(a,v) — 0y concluye que la funcién es diferenciable en
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a. La transformacién lineal aplicada al vector es igual ala DD del CE
en a segun el vector direccion v y se calcula como el producto punto
del vector gradiente del campo escalar evaluado en el punto a con el
vector direccion v, Vf(a) - v.

Si el CE es diferenciable, encapsula los elementos y las
relaciones anteriores en el elemento diferencial de un campo escalar
DICE y forma la imagen conceptual de este objeto en un punto del
dominio donde se define el CE como la transformacién lineal, (la
diferencial de f en a, Df (a)), tal que para cada vector v, lo transforma
linealmente en el escalar, Df (a)(v) = Vf(a) v

Respecto a las soluciones de la Tarea 9, demuestra las
caracteristicas del nivel Trans 1, porque comprende la DICV como el
proceso que, dados un CV diferenciable f definido en una abierto A de
R™ en R™, un punto a de A y un vector u en R", desencapsula los
objetos DP y gradiente de un CE, para formar la matriz jacobiana
cuyos vectores fila son los gradientes de los CE, f;, i = 1...m, que
componen el CV, evaluados en a, Vf;(a) y que representan la DICV
como la aplicacion que, a cada vector u de R", lo transforma
linealmente en un vector en R™, que es igual a la DD del CV en el
punto a en direccion del vector u y se calcula como el producto entre
la matriz jacobiana con el vector u.

Del andlisis de las tareas 5.d, 5.e, 6.e, 6.f, 9.b y 10, demuestra las
caracteristicas del nivel Trans, porque comprende los elementos DIFR,
DIFVR, DICE y DICV, como acciones, procesos u objetos, los
representa en forma G, A, N y AN, establece relaciones entre los
elementos internos que los configuran para caracterizar propiedades,
demostrando completez y coherencia del esquema de la diferencial de
una funcién en varias variables DIFVV cuando resuelve situaciones
problemas.

Las caracteristicas de los niveles de los estudiantes E1, y E2 se
exponen en forma sintética en las Tabla 18, Tabla 19 y Tabla 20.

Andlisis global de los estudiantes

Después del andlisis individual de los estudiantes, se analiz6 el grupo
de manera general de acuerdo con la solucion plausible del
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cuestionario, los desemperios en las tareas, las argumentaciones en las
entrevistas, y se clasificé segtn la triada de los niveles de desarrollo
Intra, Inter y Trans.

Al respecto, se constaté que todos los estudiantes recuerdan por
lo menos un elemento matemdtico que configura el esquema de la
DIFVV y lo representan de algiin modo.

En el nivel Intra, los estudiantes establecen relaciones entre los
elementos internos del objeto DIFR del esquema. Se determinan los
siguientes dos subniveles con las respectivas caracteristicas:

Intra 1. El estudiante recuerda elementos matematicos de la
DIFR de manera aislada y en una tnica forma de representacion, la
algebraica. Cuando intenta representarlo en otra forma, no logra
elaborar relaciones légicas entre las partes que lo constituyen y
ademas comete errores en las operaciones. El estudiante E8 demuestra
estas caracteristicas.

Intra. El estudiante recuerda, como accién o proceso, elementos
matematicos representados en forma A o G que constituyen el objeto
DIFR del esquema de la DIFVV. Sin embargo, no logra relacionar la
DIFR con otros elementos que configuran el esquema. El estudiante E9
presento estas caracteristicas diferenciadoras.

El siguiente nivel de esquema, denominado Inter, se caracteriza
porque los estudiantes empiezan a establecer relaciones entre el objeto
DIFR con elementos contiguos. Se determinan los siguientes
subniveles:

Inter 1. Los desempefios del estudiante en este nivel
demuestran que encuentra la relacién de conjuncién o implicaciéon
l6gica entre el objeto DIFR con la DIFVR, que es comprendida como
accion o proceso y es representada en forma G o A. En este nivel se
ubicaron los estudiantes E5 y E7.

Inter 2. Lo caracteristico de este subnivel es que determina la
relacion de conjuncion o implicacién l6gica entre el objeto DIFR con la
DP o DD, comprendidas como accién o proceso y representadas en
forma G, A, N o AN. Ademas indica esbozos de sintesis al utilizar estas
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relaciones y objetos para resolver situaciones problema. El estudiante
Eé, por los desempefios demostrados, alcanzo este nivel.

Inter. En este subnivel, los estudiantes relacionan el objeto DIFR
con el objeto DICE, representandolo en forma G, A o N y lo utilizan
para resolver ejercicios y situaciones problema. En este subnivel se
ubico el estudiante E4.

Finalmente, en el nivel Trans, los estudiantes pueden
determinar relaciones (conjuncion l6gica, condicional,
contrarreciproco, bicondicional) sin muchas restricciones entre los
elementos del esquema y producir sintesis entre las representaciones
G, Ay AN. En este nivel se caracterizan dos subniveles.

Trans 1. En este subnivel, el estudiante logra originar relaciones
entre la DIFR, la DICE, la DP y la DD para generar un nuevo elemento
del esquema, la DICV. Aqui se ubica el estudiante E3.

Trans. Se caracteriza porque el estudiante aplica diferentes
relaciones logicas entre los elementos matematicos, descubre
propiedades de estos e infiere informacion para resolver situaciones
problema, demostrando coherencia y completez del esquema de la
DIFVV. Ademaéas expresa capacidad para sintetizar y generalizar
procesos. En este nivel se ubican los estudiantes E1 y E2.

Desarrollo del esquema del concepto de diferencial de una funcion en
varias variables

En esta seccion se exponen los niveles y subniveles de desarrollo del
esquema de la DIFVV; se describe la comprension de los elementos
matematicos en términos de accién, proceso, objeto y esquema, las
relaciones logicas que establecen entre estos y las formas de
representacion.

Nivel Intra.

Los estudiantes que se ubican en este nivel centran sus
actuaciones en acciones repetitivas u operaciones entre elementos
internos de la diferencial de una funcién real DIFR. Ademas, no
relacionan la DIFR con otros objetos del esquema. En este nivel se
consideran los subniveles Intra 1 e Intra, caracterizados por los
siguientes desempefios de los estudiantes.
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Subnivel Intra 1

Cl. No recuerda ninguno de los siguientes elementos
matematicos, ni de las partes que lo constituyen: DIFR, DIFVR, DICE
y DICV.

C2. Recuerda elementos internos que constituyen la DIFR, o, la
DIFVR, ola DICE, o la DICV, algunos con errores y en un tinico modo
de representacion G, A, pero sin determinar ninguna relaciéon entre
estos.

Subnivel Intra

C1. Recuerda algunos de los siguientes elementos internos de
la DIFR: funcién real FR; tangente a una funcién en un punto;
incremento de la variable independiente, /; incremento de la funcién
f en el punto a, Af(a) = f(a+ h) — f(a). Sin embargo, lo hace de
forma aislada sin establecer relaciones entre estos y en un tinico modo
de representacion.

C2. Realiza acciones con los elementos internos de la DIFR,
como representar la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a)) y
(a+ h, f(a+ h)), calcular la pendiente de esta secante, representar la
tangente a la funcién en el punto (a, f(a)), hallar la derivada de la
funcién aplicando reglas de diferenciaciéon, encontrar la parte
principal del polinomio de Taylor. Sin embargo, no pueden inferir a
partir de estas acciones la DIFR como proceso u objeto y aplicarlo con
éxito en la solucién de problemas.

C3. Representa en forma A y G la construccién de la derivada
de una FR, al relacionar con la conjuncién légica en la expresion (44),
los siguientes elementos internos que la constituyen: la funcién f real
de variable real FR; incremento de la variable independiente, h;
incremento de la funcién f en el punto a, Af(a). Luego ejecuta la
accion de evaluar el limite cuando h — 0 del cociente segin (44) y
obtiene la siguiente implicacion légica: si el limite existe, entonces la
derivada de f en a existe y se nota como f"'(a).

flath) —f@ _ 5@ )
h h

m-——-

fi(a) =i A
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Posteriormente, mediante la ecuacién (45) relacionan la
derivada f'(a) y el cociente de incrementos.
E;ASR->R

h) —
hw E,(h) = flat })l f@ —f'(a), sih#0 (45)

0, sih=0.

Finalmente, segtin la ecuacién (46) aproxima f(a + h) — f(a),
con la aplicacion lineal f'(a)h mas un error hE(a, h) dado por (45).
Verifica la implicacién, si h = 0 entonces hE(a,h) = 0 (el error
hE (a, h) es de orden menor que h para valores pequefios de h). Si la
anterior relaciéon condicional se cumple, entonces concluye que la FR
es diferenciable en a y por tanto la DIFR existe y es la transformacion
lineal, f'(a) la cual aplica el nimero real h en el real f'(a)h

f(a+h)—f(a) = f'(a)h + hE(a, h). (46)

Ademas, puede aplicar el concepto DIFR, para determinar la
diferenciabilidad de una funcién particular en un punto especifico y
resolver una situaciéon problema.

El estudiante E9 demostr6 algunas de estas caracteristicas, lo
que hizo que se ubicara en este subnivel del desarrollo del esquema.

Nivel Inter.

Los estudiantes en este nivel pueden relacionar la DIFR con los
elementos contiguos, funcioén vectorial de variable real y funcion real
de variable vectorial. Estas relaciones surgen cuando reconocen que la
diferenciacién se generaliza de FR a funciones vectoriales de variable
real, como la DIFR de cada una de sus componentes.

Ademas, se dan cuenta que para funciones reales de variable
vectorial o campos escalares, los objetos derivada direccional DD y
derivada parcial DP no son una generalizacion satisfactoria del objeto
DIFR, porque en este tipo de funciones derivabilidad no implica
continuidad. Por tanto, comprenden la DICE como una generalizacion
reconstructiva de la derivada de una FR, que permite extender la
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nocién de DIFR a los campos escalares y asi tener una propiedad para
garantizar la continuidad de estos objetos en un punto.

Para describir estas generalizaciones y estructurar el analisis de
acuerdo con el desempefio de los estudiantes al intentar resolver las
tareas, se precisaron los siguientes subniveles del nivel Inter: Inter 1,
Inter 2 e Inter, con las siguientes caracteristicas.

Subnivel Inter 1

C1. Reconocer la DIFVR como elemento matemaético contiguo a
la DIFR. Se evidencia cuando el estudiante ha comprendido la funcién
vectorial de variable real FVR, definida de un abierto ] € R en R™,
como objeto, y la descompone en m FR y a cada una de estas le calcula
la DIFR para construir el elemento contiguo, la diferencial de una
funcién vectorial de variable real DIFVR compuesto por las m DIFR
aplicado a un mismo real.

C2. Establecer relaciones entre los elementos contiguos DIFR y
DIFVR. Se presentan cuando el estudiante ha comprendido los
elementos FR, FVR, DIFR y DIFVR como procesos u objetos. Los
relaciona por la condicion 16gica, si las DIFR que componen la DIFVR
no son todas cero, entonces realiza acciones que transforman estos
elementos para representar en forma A el espacio tangente a la FVR
definido por las ecuaciones paramétricas.

Los estudiantes E5 y E7 demostraron en los desempefios de las
tareas y entrevistas la mayoria de estas caracteristicas, por lo cual se
ubicaron en este subnivel.

Subnivel Inter 2

C1. Identificar los elementos matematicos DD y DP de
naturaleza similar a la derivada de una funcién real DEFR. Ocurre
cuando el estudiante extiende el concepto derivada de una FR a
campos escalares y vectoriales para calcular la derivada direccional
(DD) o parcial (DP) en diferentes formas de representacion.

C2. Generalizar los procesos de derivaciéon de una FR a un CE
o un CV. Se manifiesta cuando relaciona los elementos DIFR, DD, DP
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y logra generalizarlos en el proceso que calcula la derivada de una
funcién en varias variables en un punto respecto a un vector direccién,
y comprende esta derivada como una transformacién, que cuando
tiene la propiedad de ser lineal, se puede calcular como el producto
interior del vector gradiente evaluado en el punto con un vector
direccion de R", y ademads, utiliza este concepto para resolver
situaciones problema.

El estudiante E6, segin las actuaciones en las tareas del
cuestionario y en las entrevistas, demostr6 las caracteristicas de este
nivel.

Subnivel Inter

C1. Reconocer propiedades de continuidad, derivabilidad y
diferenciabilidad de los elementos matematicos FR y CE. Se manifiesta
cuando reflexiona sobre la relaciéon, derivabilidad implica
continuidad, que se cumple para FR; esta no se verifica para campos
escalares y vectoriales. Por tanto, debe extender el concepto de DIFR a
la DICE, para garantizar la continuidad del CE.

C2. Establecer relaciones entre elementos matematicos internos
que configuran la DICE. Cuando reconoce los siguientes elementos:
CE, transformacion lineal T,:R™ - R y los relaciona mediante la
funcién definida en (47).

E;ACR">R,
fla+v)—f(a) - T,(v) o

v = E,(v) = vl
0, Siv=20

v#0 (47)

Con las anteriores relaciones se genera otra, descrita por la
expresion (48), la cual permite concluir que si existe la transformacion
lineal T, y la funcién E(a, v) de tal manera que para ||v|| <r, >0,
E(a,v) > 0 cuando v — 0, entonces el campo escalar f es
diferenciable en un punto a.

fla+v) =f(a) +T,(v) + [IVIE(a,v). (48)
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Ademas, se puede sintetizar el proceso anterior como
equivalente de verificar que si se cumplen las relaciones descritas por
(49), entonces el campo escalar f es diferenciable en a.

flatv) = f@)-Te) _,

lvll-o |v]|

(49)

Por otra parte, genera nuevas relaciones entre la diferencial T,
con las derivadas parciales al determinar que si el campo escalar f es
diferenciable en a, entonces T,(v) = Vf(a)-v y puede aplicar este
concepto para resolver situaciones problema. En este subnivel se ubicé
el estudiante E4.

Nivel Trans

En este nivel se caracterizan los estudiantes que logran
generalizar el proceso de diferenciacion a funciones en varias
variables y fijar sintesis en el esquema cuando relacionan elementos
matemadticos para hacer inferencias en la soluciéon de situaciones
problema. Se determinaron los subniveles Trans 1 'y Trans de este
nivel, segtn los siguientes desempefios demostrados.

Subnivel Trans 1

C1. Establecer relaciones entre el elemento matemético DICE,
comprendido como proceso u objeto, con la DICV. Se manifiesta
cuando ha entendido el elemento DICE como objeto, lo desencapsula
en el proceso que verifica si un CV es diferenciable en un punto, asi: si
todos los CE que conforman el CV son diferenciables en el punto,
entonces el CV es diferenciable en este. Ademas, calcula la DD del CV
como el producto de la matriz jacobiana (matriz que representa
transformacion lineal T,: R* - R™ formada por los m gradientes de
los campos escalares que conforman el CV evaluados en el punto) por
el vector direccion.

C2. Presentar primeros intentos de sintesis entre los elementos
matematicos DIFR, DIFVR, DICE. Ocurre al intentar generalizar los
procesos de diferenciaciéon de una FR, FVR y CE para calcular la DICV
en un punto, verificando que se cumple la ecuaciéon (50) cuando f es
un CV.

251



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

If(a+v) = fla) = To(W)lIm

[vlln—0 vl

=0. (50)

En este subnivel se ubica el estudiante E3.

Subnivel Trans

C1. Establecer relaciones logicas entre los elementos que

configuran el esquema de la DIFVV, para inferir propiedades que se
describen a continuacion:

En una FR, al determinar la siguiente relacion 16gica bicondicional:
la diferencial de una FR en un punto es equivalente a la derivada
de la funcién en el punto, (en notacién de algebra proposicional,
P q)

En una FR se cumple la relaciéon condicional l6gica, si existe la
derivada de la funcién en un punto, entonces la funcién es
continua en este. Sin embargo, esta relacién no se cumple para una
FVV y se expresa en forma equivalente como la negacién de esta
condicional asi: existen FVV que poseen derivadas parciales en un
punto y no son continuas en este (en notacion de algebra
proposicional, =(p = q) © p A = q).

Para una FVV no se cumple la propiedad, la derivabilidad implica
la diferenciabilidad, expresando este hecho como la negacién del
condicional asi: existen funciones que son derivables en un punto
y no son diferenciables en este (en notacion de algebra
proposicional, =(p = q) © p A =1 q).

Las FVV satisfacen la relacion que diferenciabilidad implica la
continuidad TDICO. Se evidencia cuando aplican el
contrarreciproco de esta relaciéon de la siguiente manera: si una
funcién no es continua en un punto, entonces no es diferenciable
en este (en notacion de algebra proposicional, (p —» q) < —q -
-p )

La condicién suficiente pero no necesaria para que una funcién sea
diferenciable en un punto CSD], se puede evidenciar si una funcién
es diferenciable en un punto al analizar la existencia de las
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derivadas parciales en una vecindad del punto y la continuidad de
estas en el punto, en algebra proposicional p — gq.

La diferenciabilidad en un punto de una FVV implica la existencia
de la derivada direccional en este, cualquiera que sea el vector
direccién (TDIDD), y esta derivada es igual al producto del
gradiente evaluado en el punto con el vector direcciéon. Para el
caso particular de un CE, la diferenciabilidad en un punto de su
dominio implica la existencia de todas las derivadas parciales
TDIDP.

Los reciprocos de los teoremas DIDD y DIDP no se cumplen,
cuando justifica que hay puntos del dominio de definicién de una
FVV donde existen las derivadas cualquiera sea la direccién y, sin
embargo, la funciéon no es diferenciable en estos puntos (en
notacién de algebra proposicional, -(p 2 q) ©pA-q).
Ademas, cuando se verifica que la funcién no es diferenciable en
un punto, la derivada direccional en este, cualquiera que sea su
direccién, no es igual al producto punto del gradiente calculado en
el punto con el vector direccién y, por tanto, esta derivada debe ser
evaluada utilizando la definicién como el limite del cociente de
incrementos.

Establecer coherencia del esquema de la DIFVV. Se presenta
cuando generaliza y sintetiza las propiedades que satisfacen los
elementos matematicos para determinar cudndo una FVV es
diferenciable en un punto y precisar su diferencial segin de las
dimensiones de los espacios entre los cuales esté definida la
funciéon como DIFR, DIFVR, DICE y DICE.

En este nivel se ubican los estudiantes E1 y E2. En la Tabla 20 se
caracteriza el desarrollo del esquema de la DIFVV.

Subniveles Caracteristicas

Elementos matemadticos y sistemas
de representacion

Intra 1

C1. No utilizar elementos
matematicos.

C2. No establecer
relaciones entre los
elementos matematicos.
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Elementos matemadticos y sistemas

COomo acciones.

C3. Recordar y relacionar
los elementos
matematicos internos de
la DIFR.

Subniveles Caracteristicas de representacion
Funcion real (G, A).
Diferencial de una funcion real (G):
Derivada de una funciéon como
transformacion.
C1. Recordar elementos Incremento de la funcion.
matematicos internos de Aproximacién del incremento
la DIFR, de forma aislada. de la funcién por el diferencial.
Error al aproximar el
C2. Establecer relaciones | incremento de la funcién por el
entre los elementos diferencial.
matematicos internps de Diferencial de una funcion real (A,
Intra la DIFR, comprendidos AN):

Derivada de una funcién como
una transformacion.
Incremento de la funcién.
Aproximar el incremento de la
funcién en un punto por la
diferencial.

Error al aproximar el
incremento de la funcién por el
diferencial.

Demostracion directa de
diferenciabilidad.

La diferencial como un
operador lineal.

Condicién suficiente de
diferenciabilidad.

Tabla 18. Caracteristicas, elementos matematicos y sistemas de representacion del
nivel Intra 1 e Intra del esquema de diferencial

Elementos matemidticos y

la DIFR.

Subniveles Caracteristicas sistemas de representacion
C1. Reconocer la DIFVR | Funcion real (A).
como elemento Funcion vectorial de variable
Inter 1 matematico contiguoa | real (A).
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Elementos matemidticos y

Subniveles Caracteristicas sistemas de representacion
Diferencial de una funcion real
(A):
Dif ial d funci6
C2. Establecer relaciones perenclal de tiha funcion
real como operador lineal.
entre los elementos
matematicos contiguos Diferencial de una funcion
DIFR y DIFVR. vectorial de variable real (A):
Inter 1 . . .
(continuacion) Diferencial de una funcion
vectorial como un operador
lineal.
Espacio tangente a una
funcion vectorial de variable
real en un punto.
Campo escalar (G, A, T).
Derivada parcial (G, A, T, AN):
Derivada parcial como la
pendiente de la recta tangente
o a una curva.
C1. Identificar los R . L
» eglas de diferenciacion para
elementos matematicos .
calcular la derivada.
DD y DP de naturaleza . . .
. Aproximacion de la derivada
similar a la DEFR. parcial por diferencias finitas
Inter 2 '
C2. Generalizar los Derivada direccional (A, AN):
procesos de derivacion Derivada direccional como el
deuna FRaunCEoun | jijite de un cociente de
cv. incrementos.
Derivada parcial como caso
particular de la derivada
direccional.
Linealidad de la derivada
direccional.
C1. Reconocer Campo escalar (N, A)
Inter propiedades de Diferenciabilidad de un campo
continuidad, escalar (A, AN, N):
derivabilidad y Derivada de un campo
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Elementos matemdticos y

la DICE.

Subniveles Caracteristicas sistemas de representacion
diferenciabilidad de los | escalar como una
elementos mateméticos | transformacion.
FRy CE. Incremento de un campo
escalar.
Operador derivada de un
C2. Establecer relaciones | campo escalar aplicado a un
Inter entre elementos vector.
(Continuacion) | matematicos internos de | Aproximacién del incremento

de un CE por el operador
derivada.

Resto de aproximar el
incremento del CE por el
operador derivada.
Diferencial de un CE como
una transformacion lineal.

Tabla 19. Caracteristicas, elementos matematicos y sistemas de representacion del
nivel Inter 1, Inter 2 e Inter del esquema de diferencial de una funcién en varias

variables

Elementos matematicos y sistemas

C2. Presentar primeros
intentos de sintesis entre los

elementos matematicos
DIFR, DIFVR, DICE.

Subniveles Caracteristicas de representacion
Campo vectorial (A).
Diferencial de un campo vectorial
(A): Derivada de un
campo vectorial como una
transformacion.
C1. Establecer relaciones Incremento de un CV en un
entre el DICE,
) punto.
comprendido como .
biot DICV Resto de aproximar el
Trans 1 proceso it objeto, con " | incremento de un CV en un

punto por la derivada de un
CV evaluada en un punto
aplicada a un vector.
Condicién directa para
demostrar la diferenciabilidad
de un CV en un punto.

La DICV, como una
transformacion lineal.
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Elementos matemiticos y sistemas
de representacion

Diferencial de una funcion en
varias variables (A, AN).

Subniveles Caracteristicas

Condicion directa para mostrar
que una funcién es
diferenciable.

bl laci Condicién suficiente de
C1. Establecer relaciones diferenciabilidad.

l6gicas entre los elementos
que configurar la DIFVV
para inferir propiedades.

Diferenciabilidad implica
continuidad.
Diferenciabilidad implica la
existencia de la derivada
parcial.

Diferencial de una funcién real
de variable real.

Diferencial de una funcién
vectorial de variable real.
Diferencial de un campo
escalar.

Diferencial de un campo
vectorial.

Trans

C2. Establecer coherencia
del esquema de la DIFVV

Tabla 20. Caracteristicas, elementos matematicos y sistemas de representacion que
caracterizan el nivel Trans 1 y Trans del esquema de diferencial de una funcién en
varias variables

El paso del nivel Intra al Inter se da cuando el estudiante
desencapsula el objeto DIFR en procesos para realizar sintesis, generar
nueva informacién para calcular derivadas de funciones vectoriales
de variable real y de funciones reales de variable vectorial.

El paso del Inter al Trans se percibe cuando el estudiante
desencapsula la DICE y aplica procesos para calcular la derivada de
un campo vectorial y la derivada de una funcién en varias variables.

En la Tabla 21 se expone el resumen de las caracteristicas,
marcadas con X, que mostraron los estudiantes y que permitié
ubicarlos en los niveles de desarrollo del esquema, donde se puede
apreciar lo siguiente:
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Los estudiantes se clasificaron en los diferentes niveles de
desarrollo, dependiendo del namero de elementos matematicos
que recordaron, las relaciones que determinaron entre estos y las
formas de representacién, cuando intentaron resolver las tareas
disefiadas para requerir cierta informacién para la solucién (en
términos de las estructuras mentales como accién, proceso u objeto
de los conceptos de DIFR, DIFRV, DICE o DICV), y que
caracterizaban cada nivel.

Los estudiantes E5, E6, E7 y E8 recuerdan elementos matematicos
de manera aislada, porque presentan caracteristicas en forma
discontinua en los diferentes niveles de desarrollo.

La diferencia en los niveles de desarrollo del esquema de los
estudiantes se presenta porque algunos solo recuerdan los
elementos matematicos, mientras que otros, ademas de
recordarlos, los pueden relacionar y utilizar.

Existen diferencias dentro de un mismo nivel (Inter, Intra o Trans)
por la cantidad de elementos matemaéticos que utilizan de forma
correcta y por las relaciones légicas que establecen entre estos para
resolver las tareas.

A los estudiantes que tienen facilidad para comprender los
elementos matematicos en diferentes formas de representacion,
también se les facilita determinar relaciones logicas y resolver
situaciones problema. Sin embargo, se nota una tendencia a utilizar
la representacion algebraica, asi como a emplear férmulas y
expresiones, pero cuando las funciones estdn representadas en
forma numérica o tabular, tienen dificultad para interpretar los
conceptos y resolver problemas.

. Intra Inter Trans
Niveles

Subnivel Intra 1 Intra Inter 1 Inter 2 Inter Trans 1 Trans

Estudiante | C1 | C2 2 2 Cl| C2

[y

El X | X

E2 X

X|X[X|O
N

E3

XXX X
XXX X0
XXX X0

—~
><><><><Q

E4

XXX X X[
XXX X]|X[O
XXX X[>X]|O
XX X[ X[X]|O

—~

E5

E6

<

KX |X|X[X[X]|X|O

E7

b

X XXX XXX (X0

x| >
x| >

E8

E9 X

Tabla 21. Estudiantes y caracteristicas segtin niveles de desarrollo del esquema de

la diferencial de una funcién en varias variables.
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