RECOLECCION Y ANALISIS DE LA INFORMACION

Teniendo como referencia la descomposicion genética preliminar, la
solucion plausible del cuestionario, las soluciones individuales de
cada tarea presentada por los estudiantes al resolver el cuestionario,
se llevo a cabo una primera etapa de andlisis de esta informacién, que
dio como resultado la codificacién de las diferentes categorias para
cada tarea y de estas categorias se estableci6 cuales mostraron los
estudiantes (Tabla 13).

La segunda etapa de andlisis consisti6 en determinar las
relaciones entre los elementos matemaéticos en la solucién plausible
del cuestionario, segtin la DG preliminar y las categorias identificadas
en la fase anterior. Este andlisis se realizo con el software Atlas.ti7,
segin la codificacion y el significado de cada categoria y la
identificaciéon de estas en la solucién del cuestionario. De este anélisis
se generd una red semantica para cada tarea (Figura 47 a Figura 56) y
una red seméntica general (Figura 57).

En la tercera etapa se analizaron las entrevistas
semiestructuradas que se hicieron a los estudiantes y se elaboré un
resumen general de las categorias mostradas por los estudiantes en las
entrevistas (Tabla. 14). Posteriormente se triangul6 la informacion
entre la DG preliminar, las categorias segiin la red seméntica de la
solucion plausible de cada tarea, la solucion del cuestionario por cada
estudiante y el andlisis de la entrevista.

La cuarta etapa del andlisis consistié en agrupar las categorias
y establecer niveles y subniveles de comprensién del desarrollo del
esquema de la diferencial de una funcién en varias variables desde el
punto de vista de la teoria APOE, a través de la descripcion de las
estructuras mentales y los mecanismos mentales utilizados para su
construcciéon, a fin de generar los resultados de los niveles de
comprensiéon que demostraron los estudiantes. Esta etapa permitié
validar y refinar la DG preliminar.
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Primera etapa: identificar categorias del cuestionario
definitivo

En esta seccion se exponen las categorias y subcategorias que
emergieron del andlisis de las soluciones presentadas por los
estudiantes. El significado de las subcategorias se estableci6 de
acuerdo con los elementos matemaéticos, el objetivo, los descriptores,
las variables y las respuestas dadas por los estudiantes, segtn el
cuestionario definitivo. Esto permite describir las relaciones entre los
elementos matematicos para caracterizar los niveles de comprension
de la DIFVV.

En la Tabla 13, para cada tarea se anotan, en la primera
columna, los items, en la segunda, la categoria, los cédigos y el
significado de la subcategoria. Los cédigos son de la forma Tmn,
donde T es tarea, m, el item y n el consecutivo. Por ejemplo, el codigo
T1ac3, corresponde al item 1.a. de la Tarea 1, Categoria 3.

ftem Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

T1acl. Representar la gréfica de una funcién f y la recta
tangente a f en el punto (a, f(a)).

T1ac2. Identificar en la gréfica el incremento de la variable
l.a. | independiente h, el incremento de la variable dependiente,
Af(a) y la diferencial de f en a, df (a, h).

T1ac3. Polinomio de Taylor, relacionar en la gréfica y en
forma algebraica los elementos: Af (a), df (a, h), y |h|E(a, h).

T1bcl. Demostrar en forma directa que f es diferenciable en
el punto a.

T1bc2. Demostrar en forma indirecta que f es diferenciable
en un punto a.

1.b.

T1bc3. Diferencial de f en el punto a como la transformacién
lineal de Ren R, T,(h) = f'(a)h.
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

1l.c.

Tlccl. Aplicacion. Resuelva una situaciéon problema
aplicando la DIFR, identificando y relacionando los
elementos matematicos que la configuran en la parte
principal del polinomio de Taylor: f(a + h) = f(a) + f'(a)h.

2.a.

T2acl. Representaciéon algebraica de la diferencial de la
funcién g, vectorial en R3 de variable real, en el punto t,
como:

Dg(ty) = (gl’(to),gz’(to),g3’(t0)), si cada una de Ilas
derivadas de las funciones reales de variable real,
g1’ (to), g2’ (to), g3'(ty), existen y no son todas cero.

T2ac2. Espacio tangente a C,
g(ty) = (gll(to)»gzl(to)u‘h’(to)) € R3.

2.b.

T2bc1. Representacion algebraica del espacio tangente, C;, a
una funcién vectorial, (definida sobre un subconjunto de R,
en R3, en el punto g(t,)) calculando la diferencial de g en el
punto y realizando las operaciones correspondientes.

3.a.

T3acl. Representacion gréfica e interpretacion geométrica de
la derivada parcial de un campo escalar respecto a la variable
x, definido de R? en R.

3.b.

T3bcl. Representacion gréfica e interpretacion geométrica de
la derivada parcial de un campo escalar respecto a la variable
y, definido de R? a R.

4.a.

T4acl. Evaluacion e interpretacion de un campo escalar de
dos variables independientes, representado en forma tabular
con datos provenientes de un fenémeno fisico.

4.b.

T4bcl. Derivada parcial del campo escalar h = h(v,t),
respecto a las variables v y t, en un punto arbitrario (vy, ty) e
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[tem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

interpretaciéon como el limite de la razén media al variar
solamente una variable y la otra permanecer constante.

T4bc2. Derivada parcial de un campo escalar de dos variables
representado en forma tabular como un valor aproximado de
la razén media al variar solamente una variable y la otra
permanecer constante.

4.c.

T4ccl. Aplicacion de la diferencial de un campo escalar para
aproximar el valor de este campo, h = h(v, t), en un punto no
registrado en la tabla de valores, utilizando la parte principal
del polinomio de Taylor de orden 1, e interpretacion de este
resultado segtin la situacion planteada.

5.a.

T5acl. Teoremas de diferenciacion para calcular derivadas
parciales del campo escalar f en puntos donde este es
continuo.

5.b.

15bcl. Derivada parcial del campo escalar f respecto a cada
variable en un punto como el limite del cociente incremental,
of . fla+he) —f(a)

o, (@ = m n

5.c.

T5ccl. Condicion directa para establecer diferenciabilidad de
una funcién f en un punto a, verificando que se cumpla,

r(a,p)_f(a+v)—f(a)—Vf(a)'U=0

1m =
Ivll-o ||v]| vl

5.d.

T5dcl. Continuidad de un campo escalar en un punto,
analizando que lim f(x,y) = f(a,b).
(x,y)~(a,b)

5.e.

T5ecl. Justificar que un campo escalar no es diferenciable en
un punto, argumentando alguna de las siguientes razones:

No cumplir las hipétesis del teorema de la condiciéon
suficiente de diferenciabilidad: la existencia de las derivadas
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

parciales en un entorno del punto y la continuidad de estas
en el punto.

Funciones que aunque poseen derivadas parciales en un
punto, no son continuas en el punto, por lo tanto no son
diferenciables. [lustrar con el contraejemplo que se analiz6 en
esta tarea, el cual posee derivadas parciales en el punto pero
no es continua en él y, por tanto, no diferenciable.

Funcién de varias variables que posee derivada direccional
en un punto segin cualquier vector direccién y sin embargo
no es diferenciable en el punto.

Téacl. Derivada direccional de la funcién g en el punto (0,0)
en direccién del vector u = (a, b) como el limite del cociente
incremental,

9((0,0) + h(a, b)) — g(0,0)
h

9'((0,0), (@, b)) = lim

6.b.

Tébcl. Derivada parcial como un caso particular de derivada
direccional de una funcién en un punto, cuando el vector
direccion es uno de la base canénica de, R?

200 = g'((0,0),10) y 2200 = g'((0,0),(0,1)).

6.C.

Té6ccl. No linealidad de la derivada direccional de g en a
respecto al vector direccion mostrando que, g'(a;u+v) #
g'(a;u) + g'(a; v). Este resultado se tiene porque g no es
diferenciable en (0,0).

6.d.

Tédcl. Condicion directa para establecer la diferenciabilidad
de la funcién en un punto,

r@y) | A@-V@ v _

m = lim
w0 ||lv|| ~ lvli-o vl

6.e.

Té6ecl. Verificar que el reciproco del siguiente teorema no se
cumple: si una funcién f es diferenciable en un punto a,
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

entonces la derivada direccional de f en a en direccion del
vector u es igual al producto punto del vector gradiente de f
evaluado en a con el vector direccion u.

6.f.

T6ecl. Caracterizacion de funciones de varias variables que
la derivabilidad en un punto no implica diferenciabilidad en
este. El criterio directo para que f sea diferenciable en a es
que debe existir una transformaciéon lineal T, tal que
fla+v)=f(a)+T,(v) +|lvlr(a,v) y ademds que

r(av) _
lvll-o vl

T7acl. Célculo e interpretacion del vector gradiente de un
campo escalar en un punto.

7.b.

T7bcl. Interpretacion de la derivada parcial de una funcién
z = f(x,y) respecto a una variable en un punto en una
situacion problema.

7.C.

T7ccl. Calculo e interpretacion de la derivada direccional de
una funcién en un punto respecto a un vector direccién, en
una situacién problema.

7.d.

T7dcl. Significado del valor nulo de la derivada direccional y
su aplicaciéon para determinar direcciones para recorrer
trayectoria de nivel, segtin la situacién problema.

8.a.

T8acl. Condicién directa para establecer la diferenciabilidad

de un campo escalar en un punto, calculando el residuo
r(a,v)

r(a,v) = Af(a) — Vf(a) - vy verificando que lim

lvll-0 llvll

8.b.

T8bcl. La diferencial de un campo escalar f en el punto a
como la existencia de la transformacién lineal definida de
R™ en R por la expresion T, (v) = Vf(a) - v.
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

8.c.

T8ccl. Existencia del plano tangente a la gréfica de un campo
escalar en un punto como la interpretacién geométrica de la
diferencial de f en el punto a y como la posibilidad de
linealizar f en puntos cercanos de a.

9.a.

T9acl. Calculo de la diferencial de un campo vectorial f en
un punto a, como la derivada direccional de f en a en
direccion del vector u que es igual al producto de la matriz
jacobiana de f en el punto a, Jf(a), con el vector u.
Algebraicamente se representa como,

d(f1, fo,
Dyf(a) = f'(a;u) =]f(a)-u=a(j(c+;’zfi) a-u.

9.b.

T9bcl. Condicién directa para establecer la diferenciabilidad
de un campo vectorial en un punto,

r(a,u) . Af(a) = Dyf(a)-u
im = lim
lull>0  Jlull -0 [l
Af(a) —Jf(a) u —0

im
llull~0 [l

10.

T10acl. La diferencial de una funciéon f en varias variables,
definida en un abierto como la transformacion lineal entre los
espacios donde se define la funcién, para los siguientes casos:
funcién real de variable real, funcion vectorial de variable
real, campo escalar y campo vectorial.

Tabla 13. Categoria y subcategorias que emergen de las tareas. Fuente: el autor.

En la Tabla. 14 se presenta el resumen de las subcategorias

mostradas por el grupo de estudiantes, luego del andlisis individual
de cada cuestionario. En esta tabla, en la primera columna se
encuentra el cédigo de la categoria, y en las siguientes columnas, los
estudiantes que se han identificado con el seudénimo En, donde n va
desde I hasta 9 y en cada celda de la tabla aparece la letra S, para
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indicar que el estudiante mostr6 la categoria correspondiente, o la
letra N para el caso contrario.

Categoria Estudiantes

Codigo E1|E2 | E3|E4|E5|E6|E7|E8|E9
Tlacl S| S|S|S|S|S|IN|N|S

Tlac2 S|S|S|S|IN|N|N|N|N
Tlac3 S|IS|S|S|IN|N|N|S|S

T1bcl N|IN|S|N|S|N|N|N|N
T1bc2 S|ISIN|IN|N|N|N|N|N
T1bc3 N|S|IN|N|N|N|N|N|N
Tlccl S|S|S|S|S|IN|S|S|S

T2acl SIN|S|S|S|IN|N|N|N
T2ac2 SIN|S|S|N|IN|N|N|N
T2bcl SIN|S|S|IN|N|N|N|N
T3acl S|IS|S|S|S|S|S|N|N
T3bc2 S|S|S|S|S|S|S|N|N
T4acl S|S|S|S|S|S|S|S|S

T4bcl S|S|S|S|IN|S|N|N|N
T4bc2 SIN|S|IN|IN|N|N|N|N
T4ccl S|S|S|S|S|S|S|S]|S

T5acl S|S|S|S|S|IN|S|N|N
T5bcl S|IS|S|S|S|S|S|N|N
T5ccl S|S|S|S|S|IN|S|N|N
T5dcl S|S|S|S|S|IN|N|S|S

T5ecl S|S|S|S|S|S|S |N|N

T6acl S|S|S|S|IN|N|N|N|N

Té6bcl S|S|S|S|IN|S|S |N|N

Téccl SISIN|S| N|N|N|N|N
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Categoria Estudiantes
Codigo E4 | E5 | E6
Té6dcl
Toecl
Toéfcl
T7acl
T7bcl
T7ccl
T7dcl
T8acl
T8bcl
T8ccl
T9acl
T9bcl
T10acl S| S SIN|N|N|N|N

Tabla. 14 Categorias mostradas por los estudiantes al resolver las tareas del
cuestionario

T
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©
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Segunda etapa: relaciones entre los elementos matemdticos

A continuacién se presenta el resultado del andlisis de las relaciones
entre los objetos matematicos que configuran los conceptos en cada
tarea de la soluciéon plausible del cuestionario segtun la DG y las
categorias identificadas en la seccién anterior y se representan en
forma grafica a través de redes semdnticas.

Para la Tarea 1, la red semantica se expone en la Figura 47,
donde se puede apreciar que la categoria T1acl establece relaciones
entre el objeto matemaético funcién real de variable real, FR, con la
diferencial de una funcién real de variable real DIFR, a través de
pendiente de la recta tangente a la funcién en un punto. Las demds
categorias de esta tarea muestran la relacion directa entre otros
elementos con el objeto DIFR. Para cada categoria se encuentran
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referenciados los segmentos de texto
cuestionario.

/% DIFR: Diferencial de funcion real
Df{a}R->R {6-11}~

UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MAATEMATICAS

de la solucién plausible del

l R, dfiak3->R, dfia)u)= [au

5t3 asociado con
|§é Theel {91}~

Fsta asociade con

Es pafte de

VEFR. £ AC=R-:R {06~

Funcion real de varigble real n=1,

m=1,
Fsta asoTado on

T Tlact {10-1)-

Representa graficamente (o funcidn ¥
la recta tangente

Fstd asogizdo con

Resueive na situacion prodlema
aplicando la diferencial

)

Y

[5:8] Lc. Seafl) = x1=3:
Eilm

Esta A¥qciadn con
T T1bc3 {91}~

Determing o diferencial de fen el
punto a como o aplicacion lineal

[5:7] La diferencial de fen a
esta..

1
E

|§§ Tibe2 {t1-1)

|% il |% Tag (111}~ |% Tibcl {4-1}~ Musstra en farma indirecta gue fes

Tlac2. dentifica en lo gréfica el Relaciong, segin ¢l polinamio e B e R diferenciableena =1

incremente  detta fia: o diferencial Taylor, en g gréfica  delta fig), difa; difrenciablena =1, ‘

defena, dfg: ) )& idertica [E(z: Bl T \
' i i g [5:6] 0 en forma indirecta,
| : | para una.
v V

g [5:3] Bl incremento de la g [5:4] El eror, [h|E(s; b) = 2 g [5:5] Lb. Directamente, f es
funcion f.. (@-. difere.,

Figura 47. Red seméntica de la Tarea 1. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Para la Tarea 2, la red semantica de la Figura 48 muestra las relaciones
que establecen las categorias de esta tarea entre los siguientes
elementos: funcién real FR, funcién vectorial de variable real FVR;
cada FVR esta compuesta por m funciones reales FR; la diferencial de
una funcion vectorial de variable real DIFVR se relaciona con la DIFR,
porque la transformaciéon lineal DIFVR aplicada a una real esta

compuesta por m DIFR.
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%% DIFVR: Diferencial funcion
vedonal real Df{a):R-=RAm {6-

(=12 2 @) _mip
Es parte £s part; “;WJ{U: arte de
|% T2acl {923~ |% T2ac2 {91}~

T2bcl {81}~

Identifica y encusntra ung expresion % DIFR: Diferencial de funcién real I% A Realiza operacionss entre escalares y
algebraica para o diferencial de la Dfta):R-=R {6-12}~ Dada una funcidn vectorial en R3; vectores para encontrar Ung expresion
funcion g, vectorial en B3 de varigble l 7R Gf0}A-> R, diai=F (ol definida sobre un subconjunto del espacio tangente a Cg en el punto

real en &l punto t0 [} )]
i [}
|§é1 FV. A C= R-=RAm {13}~ ! ‘
Es propifdad de Funcion vectorial de variable real. n=1, i
is assdated with el i
T . g [5:10] At0 (1) = g{t0) + Dg
[ [5:9] 2.2, Como: git0) = (g1 | yﬁ(ﬁ" \\“-. i [t0)(t - t.
g !
;g Y v
|ﬁ FR. f:AC=R-*R {0-6}~ . [5:11] 2.b. Seq’un la la parte
Funcidn reai e varigbie real n=1 =
m=1.

Figura 48- Red semantica de la Tarea 2. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor-

Para la Tarea 3, la red semantica de la Figura 49 muestra relaciones
que establecen las categorias entre los elementos derivada parcial DP;
cuando estos objetos existen y son continuos en un punto forman parte
de la diferencial de un campo escalar DICE, la cual es una propiedad
de algunos campos escalares CE.

Y5 CE. fA C= R n-=R {3-T}~

Furcidn real de variabile vectorial,
campo escalar, n>1, m=1

.
Est2 asodiado con

y

‘% DICE: Diferencial de un campo
escalar Dffa):R"n-=R {10-13}~

Dffa)u)=Gradiente fialu

-
Es pafte de

|% DP: Derivada parcial {0-11}~
l D uffa) siu=e i

g E ociado con
Esta asocia (=11

I% T3bcl {12-1)~

Encuentra la expresidn algebraica de
la derivada parcial respecto a

I% T3acl {14-1}~
Encuentra ia expresidn aigsbraica de
la derivada parcial respecto o L
b

r

v

=
[ LA T ] [- [ 514 3b. Lasiguiente gra? ]

ca, izg..

Figura 49. Red semantica de la Tarea 3. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Respecto a la Tarea 4, la red seméntica de la Figura 50 muestra las
relaciones que establecen las categorias emergentes del cuestionario
entre los elementos campo escalar CE, representado en forma tabular
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de datos provenientes de una situacién problema; se aproxima el
objeto derivada parcial DP en puntos del CE por diferencias finitas y
como el CE es diferenciable, se encuentra la diferencial DICE. Estos
elementos se relacionan en la parte principal del polinomio de Taylor
de grado 1, lo que permite encontrar mejores aproximaciones de
valores del CE en puntos no registrados en la tabla.

% DICE: Diferencial de un campo
escalar Dffa):R*n-+=R {10-13}~

" st gsoriado con
Dffa)u)=Gradients fighy I% CE fAC=R*n->R{3-T}~
Funcion real de variable vectorial,
ks parte epgrte de campa scaiar, iz 1 m=1
ESIWM
- N Tdbcl {4-2)~
({8 0:Deivadapardal 11)- | oo con & ibct 42 b e e (BTG (63
lD_uﬂs), siu=ei [ 1 En:uenrr:.ex,wesbnes j'lgw_ﬂfﬂ Aproxima el valor del campa escalar
para definir Lo derivada parcial e punto 1o regitrod &n Fsté asodiado con
! 1
Es caulsa de Y Y
. [5:17] 4.b. Aproximamos las g [51_18] Ac. Utilizando la parte
derivadas., prin.
s ~F
|§1§ T4bel (82}~ o 9% Thact (7-2)-
Es parte de - T
Aproxima por diferencias finitas los = "| Encuentra & interoreta el valor de un
derivadas parciales de un cam campa escalar de dos variables

gscalar de dos variables representada i
H
Al

@ [5:16] 4.2, h{40; 15) = 25,
signi?aa ..

Figura 50. Red semdntica de la Tarea 4. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Respecto a la Tarea 5, la red semdantica representada en la Figura 51
indica relaciones entre elementos matematicos de la siguiente forma:
calcular las derivadas parciales DP, utilizando teoremas de
diferenciaciéon en puntos donde el campo escalar CE es continuo, de
acuerdo con la categoria Tbacl, o utilizando la definicién, en caso
contrario, categoria T5bcl; determinar si el campo escalar CE es
diferenciable DICE, aplicando el criterio del limite de acuerdo con
T5ccl; verificar si un CE es continuo utilizando el teorema que sostiene
que diferenciabilidad implica continuidad TFDI-TDICO, de acuerdo
con Tbhdcl; justificar que un campo escalar no es diferenciable en un
punto, utilizando el teorema que afirma que diferenciabilidad implica
la existencia de las derivadas parciales TFDI-TDIDP, segtin Thec1.
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‘% DICE: Diferencial de un campo
escalar Df(al:R*n-»R {10-15}~

Esta asociado con

|% CE fAC=:R"n->R {3-8)~ Cﬁa;n’u,l-Gmdwnrﬂ fahu WI% TFOLTOIP 031
e rem: . mmbri i Coralario, Diferenciabilidad implica la
T M/ exitencia de los dervadas parciales. El

Es propl dac de P reciproco no se cumple

Esta asodado con
|% DP: Derivada parcial {0-12)~ ?é T5ecd {7-4}~ OT
|D i) u=e i Establece la diferenciabilidad de una I% Tsecl {7-2}~
[SBET O OUKE 8 e T5ecl, Justifica que un campo escalar

I% SHOLIDICO 25 1o &5 diferenciabiz en un punto
Teorema, diferenciabilidad implica
Estd asocjédocon  Fstd adsgiado run |5 T = chntindinad
valorﬁ de..
usa de

|
g [5:23] e. Falso. Porque la
funci'on f..
l% Tsacl {8-1}~ |ﬁ Tbel {8-1}~ \

Calculs derivadas parciales de un |% Todcl {7-2}~

Aplica teoremas de diferenciacion para

calcular derivadas parciales campo escalar respecto o cada Argumenta que I funcicn no es
[} ) continua en (0,0); analizando el fim_
i (- 0,00k

4
'

g [5:22] d. Falso., Porque para
quelaf.

Figura 51. Red semantica de la Tarea 5. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Respecto a la Tarea 6, la red semantica de la Figura 52 describe lo
siguiente: por T6acl, encuentra la DD del CE en un punto; por T6bcl
se halla la DP del CE en un punto como caso particular de la DD
cuando los vectores direccién son los de la base canénica de R?; segiin
Téccl se prueba que la DD en el punto (0,0) no es lineal respecto al
vector direccion, que es alternativa para inferir la no diferenciabilidad
en (0,0) del CE; otra alternativa es, segin T6dcl, establecer que el
limite entre el resto sobre la norma del vector direccién no es cero; y
por Téecl se prueba que el reciproco del teorema no se cumple: si un
CE es diferenciable en un punto, entonces la derivada direccional del
CE en el punto segiin cualquier vector direccion es igual al producto
punto entre el gradiente del CE evaluado en el punto con el vector
direccion TFDI-TDIDD; y por Té6fc1 se establece que la existencia de la
derivada direccional en un punto segtin cualquier vector direccién no
es condicion suficiente para que el CE sea diferenciable en el punto
DICE.
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?& DICE: Diferencial de un campo
escalar Dffa)R*n->R {10-13}

(5291, Esfalsa

[5:27] d. La funci'on g no es

diferen..

propasici'on, 1.

lDﬂa)fu}= Gradients flahu

ks caisa (i \

E

Aplica o condicion directa pora

[?érs&us-zy "

Establece comp foleg L2 propasicion: i b ot %ITD] -TOIDD {4-6}~
Rt 5 (3153 e

Difth B \ Lliferencighilicad én un punta imolica
?ﬁ Tecl {8-1)- o existencia de los derivodas

Establece que es flen la proposicion
argumentando que por ¢l resultado
TeecZ, g [00); ) = 0.ugl0g) = D
{ahu = 0 que contradice el resultado
de g tarsa Toacl

e,
11111111

P Tt (31

Prusba, que Iy derivada direccionol g
g0 {0 0) no depende lineglmente gel
yector direccion mostronad gue
w0 ) 0o i

Fs proplecad de

direccionales segin cualguiar vector
direcciony D ufia)=Dau £t
Técinroco na se cumnle

establecer si 7 funcion & diferenclable

[?é (. fAC= Rin-R 8-

i

_________ *
e,
.

Funcidn reat de variabiz vectorial
camog escalar =1, mel

-

=1g(0.

[528] . Faso, gue Dug ;) ]

Es prop pdad de

r

)

|
[5:26] . Falso, la derivada
direccio..

E

|

?ﬁ DD: Derivada direccional {2-8)- l‘ T J % DP:Dervada parcial {012}
0, uff, s =1 ' D ufe) =t i
fsté awiado wn baggrfado con EiWun
[ié T [?grsncus-m
Encuentra (a derivada direccional de g Utized conce; ml de o paca
& (00) en direccidn gl como cxo il g
7 |
\ 1
g [3:24] a. Por |2 de?nici'on de g [3:25] b Aplicanda la de?
ayde. nicion de..

Figura 52. Red semantica de la Tarea 6. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Respecto a la Tarea 7, a partir de una situaciéon problema se describen
las relaciones entre los objetos matemaéticos, representadas en la red
seméntica de la Figura 53, que comprenden: por T7acl se encuentra e
interpreta el vector gradiente de un campo escalar diferenciable DICE;
segin T7bcl y T7ccl se encuentra e interpreta respectivamente la

derivada parcial DP y la derivada direccional

DD; y por T7dcl

establece que sila DD es 0 entonces se hallan las curvas de nivel.
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% DICE: Diferencial de un campo
WD 15, ; ;
[fémci{s-l}n, Esté asodiado con el DIGIR'nR{IL LS '_'“M [ CE fAC= Rin->R{3-8)-
Dil)=Gradiente figlu i T e
Frcuentra el vector gradiente y o l Flrcion real de voriable vectorial
normalizg, interpreta In direccion i campa escalar, n=1, m=1
+ fs proplbdad de
i
5:30) a. La direccion de 2 T ST
@ Ld?i l [ié DD: Derivada direccional (-8} Bimcaon [?ﬁ DP: Derivada pardal {0-12}
R (2o
— Fsté asovfedo con E“““Tadm“
i 51 T et 4)-
Aptica [a derivada direccionat cuando Encuentra {n derivada direccional ge ;ﬁﬁ;ﬁ:&dsmﬁi j::m
=2 i 1l ! Tl i
£5ta & 210 para determinar én que una funcion en un punto respecto a un : i ﬂ“r.“, I
direccidn se recorre una rayectoria de Veetor direccin y la interpreta coma iﬁ;rj ;jﬁ :Jm";;r:;ﬁ’p ! fdf:c ;Tdf
ivel conih Tlah! I o1 i@ £2 e i Ea 2 iz
et sequn fa situacion prodlema, rq fosa n .M 5 qm.ndg 0 dg;.lende s et coanics g
<l montanista seqin la situacion e
,‘ bl situgcidn probleme,
| ‘ 7 I
! : :
T !
z T [5:31] b. Al desplazarse el
[5:33] d. Para calcular la g [332] ¢ 5 el monta nista se g monta nis.
direcc’on., despla.

Figura 53. Red semantica de la Tarea 7. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

En lo referente a la Tarea 8 se genero la red semantica de la Figura 54,
la cual describe que dado un campo escalar CE en forma algebraica se
realizan las siguientes acciones y procesos sobre este objeto: segin
T8acl se muestra que el CE es diferenciable en todo su dominio; por
T8bcl se encuentra la diferencial del campo escalar DICE, y segin
T8ccl se da una interpretacion geométrica de la diferencial.
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% DICE: Diferencial de un campo
escalar Dffa):R n-=R {10-16}~
Diffalfu)=Gradierte fiaju
yﬁ‘(’ ks caisa de Est iado can
¥ T8acl {5-1}~ % TBbC (4-3)~ |% Taccl {2-1}~
Encuentra una expresion algebraica Representa la diferencial de f2n forma l'ﬁffff.!?fffﬂlgﬁ'ﬂmfﬂ fﬁf_??f!?ff_lﬁ .
para el residuo rfa v} y muestra que algepraica como in existencia de la piEferEi Mo o e D i)
&5 diferenciable en forma directa, transformacisn lineal definida de R n Pfﬁﬂ{} fﬁngf{?ff a la grafica de i
vericando que lim_||v||-=0 rigy[v|=0 en R por Iz expresin Tal) = afialy flncion en el punto y en farma
1 analitica coma la aproximacion lineal
| 2 de fen puntos cercanos de a
1:r v y
E [5:34] Para demostrar que es E [5:35] La diferencial de f esta  J
diferenc.. dada ..

[5:36] Geom etricamente
signi?ca que ..

Figura 54. Red semantica de la Tarea 8. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Sobre la Tarea 9 se genero la red semdntica de la Figura 55, la cual
describe que dada una funcién en varias variables FVV en forma
algebraica, que para este caso corresponde a un campo vectorial CV,
se realizan las siguientes acciones y procesos sobre este objeto: segtn
T9ac1, como el CV es diferenciable en todo su dominio, se aplica el
teorema que establece que la diferenciabilidad de un campo vectorial
implica la diferenciabilidad de los campos escalares que lo componen
TFDI-TDICVDICE, la diferencial es igual a la derivada direccional en
cualquier punto de su dominio segin cualquier vector direccion, y
esta se encuentra como el producto de la matriz jacobiana, evaluada

en el punto con el vector direccion, y por T9bcl se muestra en forma
directa que este CV es diferenciable.

¥ DICV: Diferendial de un campo
vectorial Dfia):R n->R"m {6-7}

- Es propiedad de
———Le

YE CV: f A C= :R*n-=R4m {0-4}~

l Dfia)u)=Jlacobino fla)*u Funcidn vectorial de variable vectorial,

campo vectorial n=1, m>1

Estd asocigdt con  Estd asodado con usa de

Y& T9bcl {2-1}~

|% T9acl {8-2)~ ¥ TFDI-TDICVDICE {2-3}~

Muestra gque el campo vectorial es
diferenciable en un punto en forma
directa verificando que lim ||v]|-=0 r
fa.vivi|=0

Aplica e teorema gue establece: Siun
campo vectorial f es diferenciable en
un punto g, entonces ia diferencial es
la deriveda direccional

Esta aseciado con

.

r

[5:38] b. f es diferenciable en
a por.

k
4

[5:37] a. La derivada
direccional del..

Diferenciabilidad de un campo
vectorial implica g diferenciabilidad
de los campos escalares que lo
COMponen

Figura 55. Red semantica de la Tarea 8. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

220




ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

Teniendo en cuenta la Tarea 10 se gener6 la red seméntica de la Figura
56, donde se describe que, dada una funcién en varias variables FVV
y segun T9acl, se encuentran expresiones algebraicas y Ila
interpretacion como transformacion lineal, segtn los siguientes casos:
la diferencial de una funcion real de variable real DIFR, la diferencial
de una funcién vectorial de variable real DIVR, la diferencial de un
campo escalar DICE y la diferencial de un campo vectorial DICV.

% DIFWV: Diferencial de una
funcion en varias variables FVYWV
{03}~

La funcidn es diferenciable en el punto
4 DR n->R*m, Dfa)u)

Es propipdad de

¥ T10ac1 {6-5}~

Dada una funcion fen varias varigbles
defnidya en un abierto, encuentra la
diferencial (transforma eal) de f
en un punto del abierto, lg representa

[3:39]a.n=1m = 1, Df(a)

por [a expresion algebraica y muestra
como actiia sobre los elementos del
espacio donde se define la funcion,
para los siguientes casos: Funcion real

=

s

% DICV: Diferendial de un campo
vectorial Df{a):R"n->R"*m {&-T}

) =f..

de varigble real, funcidn vectorial de | Dfta)fu)=lacobin fia)u

E variable real, compo escalar y campo Iy
S vectorial I
£5 partgde v
Es un [%43]d.n =L m = 1, Df(a)
/G \ [. w=".
$E DIFR: Diferencial de funcién real %% DIFVR: Diferencial funcion & DICE: Diferencial de un campo
Dffa)R->R {611}~ Es parte de vectorial real Df(a):R->Rm {6- escalar Df{a):R"n-»R {10-16}~
(R doip-oA fay=rian frs (oroj=Grastene o
4 |D.ﬁ‘ﬁ)f W=(L1{a)-f_m{aju T
| ; : v
i Estqusa de
i 342l cn>1Lm=1 Di(a)
v @ [5:41] b.n = 1; m = 1, Df{a) I :“} i],f |
(u) = (f..

E

[%:40]a.n = 1;m = 1, Dita)
fu)=f.

% DFVV: Derivada de una funcién
en un punto respecto a un
vector {0-7}~

D ufta), derivada de una funcion fen
un punto a respecto a un vector o

Figura 56. Red semantica de la Tarea 10. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Finalmente, en la Figura 57 se representa en forma grafica la DG,
donde se muestran las relaciones entre los objetos matematicos como
resultado del analisis de la DG preliminar, las categorias emergentes
de las respuestas dadas por los estudiantes del cuestionario y la
solucion plausible de este.
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% DICV: Diferencial de un campo

vectorial Dfa):Rn->RAm {6-6) 4 TFDI-TDICVDICE (2-3}~
3 e Diferenciabilidad de un campo
lDﬂa)(J.t)#acobl’m fia)'u vectorial implica la diferenciabilidad
e los campos escalares que lo
?4 \N%. componen
¥/ DIFVR: Diferencial funcion V% DICE: Diferencial de un campo Y& TRDI-TDIDD {46
vectorial real Dif{alR->Rm {6 escalar Dfa):R"n-=R {10-14}~ Es causa de Diferenciabilidad en un punte implica
A "_‘—————________‘ i A .
6} l Dfa)l)=Gradiente faha w erlsfenrw de J't{s dfnvadgs
l DR=f L o il direccionales sequn cualguier vector
i direccién y O_ufia)=Dffa\u. £l
Es callsa de reciproco no 52 cumple
usa de
Es parge de ausa de
Es calfsa de
% DIFVV: Diferencial de una
7% DIFR: Diferencial de funcion real funcion en varias variables FYWV
TFDI-TDIDP {0-3}~
Df{a)sR-R (6-11}-~ . Es cavsa oe 04~ tE] 03
= - " n Corolaria, Diferencibilidad implica la
FR dfiakR->R dfia)u)=Fiau La funcion es diferenciable en el punto i
l o DR n->R*m DY) em_encw de las dervadas parciales, £1
reciproco no se cumple
Fsta asyia&l: ton
4 TFDI-TDICO {22~ Es caufsa de
Teorerna, diferenciabilidad implica % TFDI-CSDE {35~
continuidad Tearema, Condicign suficiente de
diferenciabilidad. Si cada una de las
% CD: Condicién directa de derivadas narciales existe en ung
£s tasa de diferenciabilidad {0-2}- vecindad de o y son continuas en @
entonces f es diferenciable
== Comentario fusionado de: lineal DF
() (2016-02-12T11:26:48) ***
|§§j DD: Derivada direccional {2-8)- o
Puedeenisi (0. s =1
Fsté asociaderton W
% DP: Derivada parcial {0-10}~
7% DFWV: Derivada de una funcion
en un punto respecto a un | D uffo) siu=g i
vector {0-7}~
D uffa), derivada de una funcion fen
- un punto & respecto a un vector u. ...
L 7 v Pl
Puefig;mr Puede gisr PUE‘HK&KETM’ ‘P‘-’Ed?ff'ﬂ”
_/'/’ ."‘ ‘N‘-“--._
/ \, v
R=R {05}~ FV. A C= R->Rém {1-3]- G
|§§ﬂ1 f.AC=R-=R {05} i |?§ i3 |§§c5 TAC= R'n-=R 361~ — {8 CV: A C= RAn->RAm 03]
Funcidn regl de voriabie real n=1, F uncldn vectorial d variabl real =1, Funcidn real devariable vectorin, Funclon vectorial de variabie vectorial,
i campo escalar, n>1, m=1 fumpo vectorial n>1, m>1

M Eﬁa%con st asociadeton

%Fw f: A C= RAn->RAm {0-4)~

Funcion en varigs variables, n>=1,
me=1

Figura 57. Red semantica de la DG. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.
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Tercera etapa: andlisis de las entrevistas

En esta etapa, a cada estudiante se le realiz6 una entrevista
semiestructurada y el correspondiente andlisis a la luz de la
descomposicion genética, las categorias que emergieron en la etapa
uno y las relaciones entre los elementos matematicos segtn el anélisis
plausible del cuestionario que se present6 en la seccién anterior.

A continuacién se expone un episodio demostrativo de la

entrevista al estudiante que se identifica con el seudénimo de E1, para
la Tarea 1, realizada por el investigador I.

1.
2.

7.
8.
9.

I. Explique ;como desarroll6 la Tarea 1?

E1. La funcién es una parabola que se traslada una unidad hacia arriba;
ahora, el incremento viene definido por Af(a) = f(a+ h) — f(a), que
viene a ser este segmento [ilustra el incremento], ehh la diferencial de f
en a, entonces se aplica la férmula de Taylor, bueno, la diferencial viene
dada por la férmula f'(a)h, [la sefiala en la grafica], en este caso como es
unidimensional no es el producto punto, sino la multiplicacién real
normal que viene a ser la altura con respecto a la tangente, el error es lo
que le falta a la altura respecto a la tangente para llegar a la altura de la
curva en el punto, si se pasa por efecto o por exceso.

En el segundo indicar si f es diferenciable en uno y mostrar que es
diferenciable. Para mostrar que es diferenciable debo ver que existe una
transformacion lineal, que en este caso es f'(a)h y que satisface el
polinomio de Taylor, y que el error va para 0 cuando h tiende a 0,
entonces eso fue lo que hice. Ademads, creo que hay un teorema.

I. En cambio de mostrar que el limite cuando h va para cero y que el
error r(a,v) va para cero, que es equivalente al proceso que describe.
¢ Cual teorema aplic6?

El. Ah, en caso de que sus derivadas existan y sean continuas en el
punto, entonces la funcién es diferenciable en el punto.

I. En otras palabras ;qué diferencia, en forma geométrica, encuentra
entre la diferencial y el incremento de la funciéon?

El. La diferencia es el error, son magnitudes, pero el incremento es
superior, en este caso a la diferencial.

I. ;Siempre va ocurrir asi?

E1. A veces puede cambiar, puede ser al revés.

I. La diferencial es el cambio con respecto a ;qué objeto matematico?

10. E1. A la tangente.
11. I. El incremento es con respecto a la forma en que cambia ;quién?
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12.
13.
14.

15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.
22.

23.
24.
25.

26.
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El. La curva.

I. §En qué consiste la parte c de la Tarea?

El. Decia, me daba si @ es un valor que se desea calcular
aproximadamente por medio de diferenciales, la estimacién se
encuentra en una funcién conveniente y los valores f y h y luego se
aplica la férmula de Taylor. Lo que uno hace es hallar la aproximacién
de la raiz cubica de un namero. Para esto, tomamos la funcién mas
apropiada, que seria la raiz ctibica de x y nos aproximariamos por la
recta tangente, y como es mas fécil calcular el valor de la tangente que
el de la funcién, entonces aplicamos la férmula y ya.

I. En este caso se aplicé el polinomio de Taylor, pero ;qué parte del
polinomio de Taylor no se tiene en cuenta?

E1. El error.

I. Pero necesita otra informacién ;podria indicar cual?

E1. Si, encontramos el valor de la funcién en un punto conocido, que en
este caso es uno.

I. El incremento en x ;jcudl seria?

E1l. Seria la diferencia entre el valor que tomé, que es uno, y el que nos
dan, es decir 1.02, o sea 0.02.

I. La diferencial ;cudl seria para este caso?

2
E1. En este caso seria (%) (1)73, que es la derivada de la funcién en uno

por el h que es 0.02.

I. §Cual fue el valor de la aproximacién?

El. a es aproximadamente uno.

I. Pero no es uno, porque obtendriamos que el valor de la raiz cabica de
1.02 es lo mismo que la raiz ctibica de uno.

E1. No, es una aproximacion a la raiz ctibica de 1.02.103

Posteriormente se hizo el analisis de este segmento, utilizando

el software atlas.ti7, que se resume en la Tabla 15. En la primera
columna de esta Tabla aparece el item correspondiente a la Tarea; en
la segunda columna se agrupa el codigo de la categoria segtn la
codificacion establecida en la primera fase, el c6digo de segmento de
la entrevista relacionada con la categoria y los elementos matematicos
relacionados; en la tercera columna se hacen comentarios sobre los
procesos de pensamiento que se percibieron en la entrevista. Respecto
al contenido del cédigo del segmento de la entrevista, por ejemplo

103 Estudiante E1 (Estudiante de célculo III), entrevista por Zagalo Suarez. 14,
marzo, 2016.
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ETI1E1L2, 5-10, significa Entrevista, Tarea 1, Estudiante E1, linea 2 y
lineas 5 a 10.

Item Categoria, Comentarios
segmentos de la
entrevista

T1acl, ET1E1L1- | Grafica la funcién y la tangente en un punto e
2, FR. interpreta en forma verbal, algebraica y analitica
Tlac2, ETI1EIL2, la diferenc%al; establece re.laciones entre los
5-10 elementos: incrementos, derivada y el error de

l.a. | Af(a),df (a). aproximacion.

T1ac3, ET1E1L2,
9-12, Taylor,

Af(a) = df (a) -
h + |h|E(a, h).

T1bcl, ET1E1L2, | El estudiante argumenta en forma algebraica y
DIFR. analitica por qué la funcién es diferenciable en el

T1bc2, ET1E1L3- | Punto-
4 TFDI-CSDI.

T1bc3, ET1E1L3,
DIFR.

1.b.

Tlccl, Resuelve una situaciéon problema aplicando la
l.c. | ET1E1L13-26, diferencial en forma algebraica y analitica
DIFR.

Tabla 15. Analisis de la entrevista de la Tarea 1, Estudiante 1.

De este andlisis se gener6 la red semdntica, Figura 58, que
representa los elementos matematicos y las relaciones logicas entre
estos que logra establecer el estudiante en la entrevista y luego se
triangula esta informacién con la obtenida en las fases uno y dos.
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¥ DIFR: Diferencial de funcién real
Df(a):R-=R {2-12}~ Esta asociada con

| atiarz-> &, anayu=r o

% Tlecl {5-13~

Resusive una situacién problema
aplicando la diferencial

|‘% FR. f: AC=R->R {0-6}~

Funcion real de varigble real, n=1,
m=1.

[6:14] 13. Inv. =En que
consiste 1a ..
[6:15] 15. Inv. En este caso se
aplic..

Esta esoIada con

I% Tlacl {2-1}-
i
Representa grafcaments G LUncion £s parte de Esta osogiada con  Estd adnciada con P T
la recta tangente ;ﬁ:ﬁus. . En este caso

4
v
[6:7] La funcion &5 una
parabola q..

-
|;E T1bc3 {2-1}~

Determina ia diferencial de fen el
punto a como la aplicacion lineal

|~% Tlac2 {7-1}~ [6:48] a diferencial viene
TlacZ. Identifica en la grafica et dadaport.
incremento  delta fia); la diferencial Tiacs (-1}~ -
de fen g, dffa; h). ‘% = |~ﬁ§ it {32k I% Tibc2 {4-1}~
! Muestra en forma directa gue fes P TS
f ciweasieens e
4

+
v

5 ]
? hJ
- [6:10] ara mostrar que es [6:111 h, en el caso que sus
[ [::ﬁ v En obcs patadi e diferenciab.. 3 domada,
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Figura 58. Red seméntica de la entrevista ET1E1. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el
autor.

Las entrevistas completas y el proceso de analisis hacen parte
del desarrollo de la investigaciéon. En la Tabla 16 se presenta el
resumen de las categorias mostradas por todos los estudiantes. En la
primera columna aparece el c6digo de la categoria y en las columnas
siguientes, los seudénimos de los estudiantes desde E1 a E9. La letra
S indica que se infiere que el estudiante si demostré lo descrito por
esta categoria, y la letra N indica el caso contrario.

Categoria Estudiantes

E2

iyl
[
iyl
QL
gl
HN
I
G
gyl
(@)Y
T
N
!
(o)
iyl
©

Codigo
Tlacl
Tlac2
Tlac3
T1bcl
T1bc2
T1bc3
Tlccl
T2acl

wlnlnln v v v |n
wln|[Z v v |n v |x
wln|[Zn |z |n|u|x
©n |n|Z|Z(Z2»n |nxn
w|Z|n [z |n|n|n v
wln|[Zn |z |n|u|x
zZ |22 |2 |2 |2 |2 |2
R B N [V R O KV VoR [V
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Estudiantes

E9

N

ES

E7

N

E6

S

S

E5

E4

N | N| N|N |N
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E3

N | N | N

N | N | N

N

E2

S

S

N

El

S
S
S

S
S
S

S
S
S
S
S
S

S
S
S
S
S
S
S
S
S
S

Categoria

Codigo
T2ac2

T2bcl
T3acl

T3bcl
T4acl

T4bcl
T4bc2
T4ccl

Thacl

T5bcl
T5ccl

T5dc1
Thecl

Té6acl

Tébcl
Té6ccl

Tédcl
Té6ecl

Téfcl

T7acl

T7bcl

T7ccl

T7dcl
T8acl

T8bc1
T8ccl
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Categoria Estudiantes

Codigo E1l |E2 |E3 |E4 |E5 |E6 |E7 |E8 |E9
T9acl S S |S N | S S |S N N
T9bcl S S |N N| S| N|N |[N |N
T10acl S S |S S S S |S N |N

Tabla 16. Categorias mostradas por los estudiantes en las entrevistas.

Cuarta etapa: niveles de desarrollo del esquema de la
diferencial

Teniendo como referencia el enfoque teérico APOE, la DG de la
diferencial y el desarrollo metodolégico de las fases anteriores, se
asume que el desarrollo progresivo del esquema de la diferencial de
una funcién en varias variables estd caracterizado por los elementos
matematicos representados en forma grafica, numérica, algebraica y
analitica (G, N, A, AN), por las traducciones entre estas
representaciones y por las relaciones l6gicas que se establecen entre
los elementos para hacer inferencias, cuando resuelven ejercicios y
situaciones problema.

Por tanto, como una adaptacién de la caracterizaciéon para el
esquema de la derivadal®, la comprension por los estudiantes de la
diferencial de wuna funcién en varias variables se describe a
continuaciéon en términos de la conceptualizaciéon de la triada de los
niveles Intra, Inter y Trans de la siguiente manera: el nivel Intra, con
los subniveles Intra 1 e Intra; el nivel Inter, con los subniveles Inter 2,
Inter 1 e Inter, y el nivel Trans con los subniveles Trans 1y Trans. Para
cada subnivel, Cn indica la caracteristica correspondiente 7.

Nivel Intra 1

C1. No utilizar ningiin elemento matemdtico. Se manifiesta cuando no
resuelve ninguna tarea y no recuerda ninguno de los elementos
matematicos que constituyen el esquema.

104 Gloria Sdnchez-Matamoros Garcia, y otros, “El desarrollo del esquema de la
derivada”, Enserianza de las ciencias, 24, 2006: 87-88.
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C2. No establecer relaciones entre los elementos matemditicos. Ocurre
cuando, en las cadenas de inferencias, al intentar resolver una tarea,
recuerda algunos elementos matemaéticos con concepciones erréneas
y en una dnica forma de representacion. Por tanto, las relaciones que
establece son incorrectas.

Nivel Intra

C1. Recordar elementos matemadticos de forma aislada. Se evidencia cuando
al intentar resolver la tarea recuerda algunos elementos de manera
aislada sin establecer relaciones entre estos y en un tnico modo de
representacion.

C2. Establecer relaciones entre elementos matemdticos comprendidos como
acciones. Cuando en el desempefio de las tareas recuerda algunos
elementos matematicos y realiza acciones sobre estos de una forma
mecénica y algoritmica; las relaciones que puede llegar a establecer no
son suficientes para inferir nueva informacién o generar nuevos
elementos que le permitan resolverlas.

C3. Recordar los elementos matemdticos como componentes internos de otro
elemento. Se presenta cuando recuerda uno o varios elementos
matematicos, como proceso u objeto, realizando acciones sobre este
para generar un nuevo elemento. Sin embargo, considera el nuevo
elemento de manera aislada.

Nivel Inter 1

C1. Reconocer elementos matemdticos contiguos. Se evidencia cuando
comprende un elemento del esquema como objeto, realiza acciones
sobre este y las generaliza para construir un nuevo elemento,
entendido como una estructura mental de accién o proceso y
cognitivamente préximo al objeto.

C2. Establecer relaciones entre los elementos contiguos. Cuando ha
comprendido como proceso u objeto dos elementos contiguos del
esquema y en un mismo modo de representacién y los relaciona a
través de la conjuncion para resolver tareas o situaciones problema.

Nivel Inter 2

C1. Agrupar elementos matemiticos de naturaleza similar. Ocurre cuando
ha comprendido un elemento del esquema como objeto, por
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mecanismos de desencapsulacion coordina el proceso que lo generé
con otros elementos entendidos también como procesos o acciones
representados en forma G, A o N para generar nuevos elementos y
agruparlos por su génesis similar.

C2. Generalizar procesos. Cuando aplica un mismo proceso a varios
elementos matematicos de naturaleza similar.

Nivel Inter

C1. Reconocer propiedades de los elementos matemdticos. Se manifiesta
cuando al aplicar un mismo proceso a diferentes elementos
matematicos del esquema, los puede clasificar dependiendo de si
cumplen ciertas propiedades.

C2. Establecer relaciones entre elementos matemdticos. Se presenta cuando
relaciona con la conjuncién e implicacion ldégica elementos
matematicos, no necesariamente contiguos y en diferentes formas de
representacion.

Nivel Trans 1

C1. Establecer relaciones entre elementos matemiticos comprendidos como
procesos u objetos. Ocurre cuando ha comprendido varios elementos
matematicos como objetos y los desencapsula en los procesos que los
generaron, y al coordinarlos crea nuevos procesos que, a su vez,
originaran estructuras generales del esquema que son comprendidas
COIMO acciones 0 procesos.

C2. Presentar primeros intentos de sintesis entre los elementos matemdticos.
Se manifiesta cuando generaliza procesos que transforman varios
objetos del esquema y utilizando la implicacion l6gica los encapsula
en un nuevo objeto.

Nivel Trans

C1. Inferir propiedades del esquema al establecer relaciones logicas entre los
elementos que lo configuran. Se evidencia cuando ha logrado tematizar
el esquema e infiere propiedades de estos objetos a partir de la
aplicacion directa e indirecta de relaciones légicas de conjuncién e
implicacion.
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C2. Establecer coherencia del esquema. Ocurre cuando generaliza y
sintetiza las propiedades que satisfacen algunos elementos
matematicos y las puede identificar en diversos &mbitos como casos
particulares y en diferentes modos de representacion.

La Tabla 17 resume las caracteristicas generales de cada uno de los
niveles y subniveles de desarrollo del esquema de diferencial de una
funcién en varias variables.

Niveles Caracteristicas

C1. No utilizar ningtin elemento matematico.

I 1 ) .
ntra C2. No establecer relaciones entre los elementos matematicos.

C1. Recordar elementos matematicos de forma aislada.

C2. Establecer relaciones entre los elementos matematicos
Intra comprendidos como acciones.

C3. Recordar elementos matematicos como componentes de
otro elemento.

C1. Reconocer elementos matematicos contiguos.

Inter 1 . :
C2. Establecer relaciones entre los elementos contiguos.
C1. Agrupar elementos matematicos de naturaleza similar.
Inter 2 .
C2. Generalizar procesos.
C1. Reconocer propiedades de los elementos matemaéticos.
Inter . »
C2. Establecer relaciones entre elementos matematicos.
C1. Establecer relaciones entre elementos matematicos
comprendidos como procesos u objetos.
Trans 1 P p )

C2. Presentar primeros intentos de sintesis entre los elementos
matematicos.

C1. Inferir propiedades del esquema al establecer relaciones
Trans | logicas entre los elementos que lo configuran.
C2. Establecer coherencia del esquema.

Tabla 17. Caracterizacion de los niveles y subniveles de desarrollo del esquema de
la diferencial de una funcién en varias variables
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