ANALISIS TEORICO DE LA DIFERENCIAL

En este capitulo se describe la primera fase de la investigacion, el
andlisis tedrico del concepto de diferencial de una funcién en varias
variables. Comprende los siguientes apartados:

La historia de la evolucion del concepto, que permitié
determinar los principales alcances y limitaciones que encontraron los
matematicos para la invencion, desarrollo y formalizacion.

El anélisis de la aproximacion al concepto en algunos libros de
texto clasicos adoptados en los programas de pregrado, que posibilitd
establecer los conceptos relacionados con la diferencial y la
organizacion tedrica y didactica adoptada por los autores.

El estudio y el resumen monografico del concepto, como
resultado del andlisis anterior, que se tomé como referencia para ser
adoptado en la investigaciéon y comprende los conceptos previos, la
derivabilidad, diferenciabilidad y teoremas fundamentales.

En dltimo término se exponen, como resultado de este capitulo,
los elementos matematicos, las relaciones logicas, los sistemas de
representacion y la version refinada de la DG de la diferencial. Este
resultado orient6 las siguientes fases de la investigacion.

Historia del concepto de la diferencial

Este estudio permitira contextualizar las dificultades de los
estudiantes por los obstaculos que afrontaron los matemaéticos para la
elaboracion del concepto, asi como la explicacion de estas dificultades
en términos cognitivos”’.

La presentacion actual del concepto de diferencial difiere
bastante del desarrollo histérico, que fue paralelo al de la fisica
matemadtica. Se determinan las siguientes épocas: la griega,
caracterizada por la aplicaciéon de los métodos exhaustivos para el
calculo de dreas y volimenes; antes del siglo XVII, que se caracteriz6

77 Mark Asiala y otros, “A Framework for... 5-6.
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por el desarrollo y aplicacion de los métodos geométricos para calcular
tangentes y aproximaciones lineales a funciones; el siglo XVII, que se
destaco por el intento de resolver cuatro problemas clasicos (encontrar
las tangentes a una curva, las razones de cambio instantdneo,
maximizar o minimizar funciones y calcular longitudes de curvas); el
siglo XVIII, época en la que sobresalen los intentos de dotar de rigor
al céalculo; y el siglo XIX, que es considerado el del rigor y la
formalizacion’8.

Al respecto, se relacionan los siguientes matematicos que
hicieron aportes geométricos al avance del calculo diferencial: Giles
Persone de Roverval (1602-1657) generaliz6 el método de Arquimedes
para obtener la tangente a una curva espiral en cualquier punto;
Fermat (1601-1665) formulé el método para hallar la tangente a una
curva; Descartes (1596-1650) contribuy6 con un método algebraico
para hallar la tangente a una curva sin incluir el concepto de limite;
Isaac Barrow (1630-1677) recurrié a métodos geométricos para hallar
tangentes a curvas sin utilizar conceptos relacionados con limites;
Kepler (1571-1630) propuso métodos exhaustivos para calcular areas,
voltimenes, centros de gravedad y longitud de curvas; Galileo (1564-
1642) resolvié problemas sobre movimiento uniformemente acelerado
y demostré que el area encerrada bajo la curva tiempo-velocidad es la
distancia, y Bonaventura Cavalieri (1598-1647) desarroll6 las ideas de
los indivisibles mediante un método geométrico.

La diferencial segiin Leibniz y Newton

Un hecho fundamental para el desarrollo de la matematica se registré
en el siglo XVII, con los aportes de Isaac Newton (1643-1727) y
Gottfried Leibniz (1646-1716), quienes son considerados como los
inventores del calculo. En Inglaterra, Newton definié los momentos
como cantidades infinitamente pequefias, indivisibles o
infinitesimales y dio un método general para obtener el cambio
relativo de una variable con respecto a la otra.

Newton consider6 las variables, denominadas fluyentes, como
las generadas por el movimiento de puntos, rectas y planos, diferente

78 Morris Kline, EI pensamiento matemdtico de la antigiiedad hasta nuestros dias, 1y 11,
Madrid: Alianza Editorial, 1972, 512.
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a la concepcién de elementos estaticos, para considerarlos como
infinitesimales y los not6 como x e y. Al cambio relativo de la fluyente
con respecto al tiempo lo denominé fluxién, por su caracter fisico, y
los representd por x e y. Con estos conceptos, Newton estableci6
claramente el problema fundamental del cdlculo: dada la relacién
entre dos fluyentes obtener la relacién entre sus fluxiones”.

Por su parte, Leibniz en Alemania, considerado ademas como
el fundador de las matematicas formales, estableci6 los conceptos de
diferencias finitas, los diferenciales como cantidades arbitrariamente
pequenias, y determiné que la integracion es un proceso de sumacion

) . C . 0 . d
y es el proceso inverso de la diferenciaciéon. La notacién de Leibniz, é,

hoy generalizada, combina una percepcién primitiva y una cierta
referencia del paso a limite abstracto implicito en el concepto de
diferencial®.

Los siguientes ejemplos describen el uso original de las
cantidades infinitesimales por Newton y Leibniz en sus calculos y
razonamientos.

e Para calcular la derivada de la funcién y = x?, consideraban que
una variacion infinitesimal dx produciria una variaciéon también
infinitesimal dy: y +dy = (x +dx)* = x* + 2xdx + dx?; por
tanto: dy = 2xdx + dx?. Después dividian ambos miembros por
dx: dy/dx = 2x + dx, y s6lo en este momento despreciaban los
sumandos infinitesimales, obteniendo: dy/dx = 2x.

e DPara demostrar la relacién inversa entre la derivacién y el céalculo
del area A(x) bajo una curva y(x), consideraban que una variaciéon
infinitesimal dx produciria una variacién infinitesimal dA4, la cual
podia aproximarse por el rectingulo de altura y(x) y base dx,
resultando: dA = y-dx; dividiendo ambos miembros por dx,
obtenian la relacion basica: dA/dx = y.

Como puede apreciarse, el uso de los infinitesimales presentaba
ciertas ventajas: se escribia como igualdad lo que solo podia
considerarse como aproximacion si se utilizaban incrementos finitos;

7 Morris Kilne, El pensamiento matemdtico... 478-479.
80 Morris Kilne, El pensamiento matemitico... 496-496.
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ademds, los términos que contenian estas cantidades podian
despreciarse en el momento justo del razonamiento que se considerase
oportuno y, por tanto, el uso de los infinitesimales generaba grandes
dudas y fuertes criticas8!.

Posteriormente, en el siglo XVIII, la evolucién del concepto de
diferencial se caracteriz6 por los intentos de dotar de rigor al célculo
infinitesimal. Se destacan los aportes y criticas de los siguientes
matematicos: Brook Taylor (1685-1731) contribuy6é con métodos de
incrementos finitos y la manipulacion formal de expresiones
algebraicas; Colin Maclaurin (1698-1746) intent6 fundamentar las
fluxiones en la geometria griega y el método de la exhauscién,
evitando el concepto de limite8?; aparece el primer libro de texto para
entender las lineas curvas, denominado Anadlisis de lo infinitamente
pequerio, que fue publicado por el marqués de L'Hospital (1696);
Lagrange (1736-1813) intenta definir la derivada sin la nocién de limite
y utiliza la expansién de una funcién en series de potencias;
D’Alembert (1717-1783) aporta las definiciones de limite y diferencial
muy cercanas a las actuales®3 .

Por otra parte, algunos opositores y criticos al desarrollo del
calculo son Michel Rolle, quien opina que el calculo infinitesimal es
una coleccién de falacias ingeniosas, y George Berkely (1685-1753),
quien critica las ideas de Newton, afirmando

[...] este razonamiento no parece ni correcto ni honesto. Cuando
se dice que los incrementos ya no son nada o que no hay mas
incrementos, la suposiciéon anterior en el sentido de que los
incrementos fueron algo o que hubo incrementos es destruido, sin
embargo, una consecuencia de la suposicion es retenida (...) Este
es un razonamiento falso®.

Benjamin Robins (1707-17051), por su parte, apoya las fluxiones
pero rechaza los infinitesimales; Carnot (1753-1823) critica los

81 Rafael Lopez-Gay Lucio-Villegas, "La introduccién y utilizaciéon del concepto de
diferencial en la ensefianza de la Fisica. Analisis de la situacién actual y propuesta
para su mejora" (Tesis de Doctorado, Universidad Auténoma de Madrid, 2001), 35.
82 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 567.

8 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 759-780.

84 David Tall, “The Psychology of... 168,169.
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infinitesimales e intenta probar que el fundamento l6gico estriba en el
método exhaustivo y abre el paso al siglo XIX, considerado el del rigor
para el célculo diferencial®.

Se cree que en el siglo XVIII se ubican los comienzos del calculo
infinitesimal de funciones de dos y tres variables, con los aportes de
Newton para obtener expresiones a partir de ecuaciones polinomiales
en x e y, es decir, ecuaciones de la forma f(x,y) = 0, las cuales son
equivalentes a las encontradas por derivacion parcial de f respecto a
x e y en el célculo reciente. Su trabajo no fue publicado®.

Al principio, la diferencia entre una derivada parcial y una
ordinaria no fue reconocida explicitamente y se utilizaba el mismo
simbolo d para ambas. Para el caso de funciones en varias variables
independientes, era el significado el que indicaba de qué derivada se
trataba, correspondiente a los cambios en una tinica variable.

Jacques Bernoulli (1654-1705) utiliz6 derivadas parciales en su
trabajo sobre problemas isoperimétricos, como también lo hizo
Nicolas Bernoulli (1687-1749) en un articulo del Acta Erudituorum de
1720 sobre trayectorias ortogonales. Sin embargo, fueron Euler,
Clairaut y D’Alembert quienes crearon la teoria de derivadas
parciales®”.

Clairaut fue quien obtuvo la condicién para que dz = pdx +
qdy, donde p y q son funciones de x e y, sea una diferencial exacta, es
decir, proviene de la funcién z = f(x,y) al formar la diferencial,

dz = (0f /0x)dx + (9f /dy)dy,

su resultado fue que pdx + qdy es una diferencial exacta si y solo si
dp/0y = dq/0x. Ademas, en un articulo de 1734, demuestra que dada
una funcion definida sobre un conjunto abierto de R? y si existen las
segundas derivadas parciales de z = f(x,y) y son continuas en un
abierto, entonces,

8 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 575-577.
86 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 565.
87 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 565.
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0%z B 0%z
dxdy  0yox’
En otros articulos, escritos de 1748 a 1766, trata sobre los

cambios de variables, inversion de derivadas parciales y
determinantes funcionales®s.

El principal impulso para trabajar con derivadas de funciones
de dos o mas variables vino de los primeros trabajos en ecuaciones en
derivadas parciales sobre la ecuaciéon de onda, ecuacién del calor y
teoria del potencial. Asi, Euler (1707-1783), con sus trabajos de
funciones a partir de una manera formal, es decir, razonando desde su
representacion algebraica, en su libro sobre célculo diferencial enuncia
la forma de calcular la diferencial de una funcién de dos variables, las
derivadas parciales no eran mds que un paso intermedio hacia su
objetivo principal: el calculo del diferencial. Euler desarroll6 el calculo
de derivadas parciales en una serie de articulos dedicados a problemas
de hidrodindmica.

Por su parte, D’ Alembert, en trabajos realizados en 1744 y 1745
sobre dindmica, extendio el calculo de derivadas parciales®°.

La diferencial segiin Cauchy

En el siglo XIX se destacan por sus aportes al célculo: Gauss (1777-
1855) y Cauchy (1789-1857), quienes rechazan el concepto de derivada
en términos de series de potencias de Lagrange y lo establecen
utilizando el limite, con un tratamiento aritmético relacionan la
integral con la derivada. Cauchy define la diferencial como el
producto de la derivada por un incremento arbitrario de la variable
independiente®.

Otros aportes son los de Weierstrass (1815-1897), quien define
el namero real y el limite en términos de (g, §) con lo cual contribuye
a la aritmetizacion del andlisis; y Heine (1821-1881), quien da una

8 Morris Kline, EIl pensamiento matemdtico... 565.
8 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 565, 566.
% Michele Artigue, “ Analysis”, 1985, en David Tall, “The Psychology of... 169-170.
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definicion rigurosa de infinitesimales como una cantidad variable,
contrario a la idea intuitiva como una constante®l.

Durante el siglo XVIII y principios del XIX, la forma de trabajar
con los diferenciales de funciones de varias variables continué siendo
la misma utilizada por Euler. Solo a finales del siglo XIX, cuando
aparecen ejemplos de funciones no clasificadas entre las que hoy se
denominan elementales, se produce un cuestionamiento inevitable a
este tratamiento “por separado” de cada una de las variables.

En tiempos mas recientes aparen los aportes de H. A. Schwartz
(1843-1921), con los resultados de sus investigaciones en torno a las
funciones reales de varias variables; él presenta una funcién que no es
continua en (0,0), pero que posee derivadas parciales, cuestion que
contrastaba fuertemente con las propiedades conocidas para
funciones de una variable. A Schwartz se le atribuye la formalizacion
del teorema de las derivadas mixtas o cruzadas®2.

Posteriormente, Hilbert (1872-1943) define espacio elucidelo de
infinitas dimensiones; Stolz, en 1893, introduce la nocion de
diferenciabilidad de funciones de varias variables reales; W. H. Young
(1908) define la diferencial como una trasformacion lineal, y en 1911
Fréchet (1878-1973) incorpora el concepto de diferencial en su
interpretacion moderna, en términos de transformaciones lineales
tangentes®.

La diferencial segiin Fréchet

Fréchet (1878-1973), en 1911, introduce el concepto de diferencial en
su interpretacion moderna, en términos de transformaciones lineales
tangentes, de la siguiente forma:

Una funcién f(x,y,z,t) admite una diferencial en el punto
(%0, Y0, 20, tg) si existe una funcién lineal y homogénea de los
incrementos, sea: A-Ax + B-Ay + C-Az + D - At, que no difiere del
incremento de la funciéon Af a partir del valor f(xg, yo, Zo, to) mas que

91 Morris Kline, EI pensamiento matemadtico... 1250-1251.

92 Pablo Ignacio Gémez Fuentes y Juan Ratl Delgado, “La diferenciabilidad de
funciones... 603-604.

% David Tall, Advanced Mathematical Thinking. Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers, 2002, 168.
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en un infinitamente pequefio, con relacién a la distancia § entre los
puntos (Xg, Yo, Zo, to) v (Xo + AX, yo + Ay, zy + Az, t, + At), entonces la
diferencial es, por definicion:

df =A-Ax+ B-Ay+C-Az+ D - At.

Podemos entender por distancia entre dos puntos la suma de los
valores absolutos del incremento de cada variable, o la raiz cuadrada
de la suma de los cuadrados de esos incrementos, o incluso el mayor
de todos esos incrementos.

Esta definicion es expresada por la férmula: Af = df + ¢-6 donde ¢
tiende a cero. Recuerda a la antigua definicién como la parte principal
y presenta todas sus ventajas, pero escapando a las objeciones de rigor
que muy justamente se le habian hecho%.

Esto significa que (Af — df) tiende a cero mas rapidamente que
8, es decir, que el limite de (Af — df)/d es cero cuando § tiende a cero:
Af —d
lim A7 —df =0
6-0 1)

Esto es, como lo aclara Fréchet, la expresion “Af —df es
infinitamente mas pequena que §”, indica que df es una funcién lineal
y homogénea de los incrementos que permite expresar,

Af =df + ¢ 6, donde: }Sirrée = 0.

La definicién de Fréchet es tan precisa como la de Cauchy, pero
sin quitarle significado ni reducirla a un ente formal 1til para abreviar
desarrollos. Al contrario, con Fréchet la diferencial recupera el caracter
de aproximacion y el importante papel que habia desempenado en los
origenes del célculo —y que sigue desempefiando hoy dia en
cualquier analisis que requiera el uso del calculo diferencial —. Desde
esta nueva concepcién, las expresiones o férmulas diferenciales
adquieren un significado preciso en si mismas, independientemente
del tratamiento operatorio que vayan a recibir después, y no ligado
necesariamente a las cantidades infinitamente pequefias®.

% Maurice Fréchet. “Sur la notion de différentielle”, Journal de Mathématiques,
volumen XVI, 1937: 233-250. [Mi traduccion].
% Lucio Lépez-Gay y Rafael Villegas, "La introduccion y utilizacién... 46-48.
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El altimo giro en la historia ocurrié en 1960, cuando Robinson
formul6 una teoria rigurosa de andlisis no estdndar, reintroduciendo
los infinitesimales sobre una base légica después de un siglo de
rechazo?.

Andlisis de la diferencial en los libros de texto

Para determinar los elementos matematicos que configuran el
concepto de diferencial, la estrategia seguida fue analizar textos con
las siguientes caracteristicas en la presentacion de los conceptos: la
tedrica formal, que da relevancia a los sistemas de representacion
analitica y algebraica; y la tedrica aplicada, que hace énfasis en los
sistemas de representacion grafica, numérica, algebraica y analitica.

Con respecto a la presentacion tedrica de los conceptos, se
analizaron los siguientes textos:

e Apostol, Tom M. Calculus, Cdlculo con funciones de varias variables y
dlgebra lineal, con aplicaciones a las ecuaciones diferenciales y a las
probabilidades. Volumen 2, segunda edicién, Barcelona: Editorial
Reverté, 1998.

o Bartle, Robert G. The Elements of Real Analysis. Segunda edicion.
New York: Editorial John Wiley & Sons, 1975.

e Lima, Elon Lages. Curso de andlise. Volumen 2. Rio de Janeiro:
Instituto de Matematica Pura e Aplicada, IMPA, Projeto Euclides,
1985.

e Galindo Soto, Félix, Javier Sanz Gill y Luis Tristdn Vega. Guia
practica de calculo infinitesimal en varias variables. Madrid: Editorial
Paraninfo, 2005.

En cuanto a la presentacion de los conceptos en forma tedrica y
préctica, se analizaron los siguientes textos:

e Leithold, Louis. El cdlculo con geometria analitica. Séptima edicion.
Meéxico: Oxford University press-Harla, 1998.

% Michele Artigue, “Analysis”, 1985, en Advanced Mathematical Thinking, ed. David
Tall. (Dordrecht: Mathematics Education Library, Kluwer Academic Publishers,
2002), 168.
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e Stewart, James. Cdlculo multivariable. Segunda edicion. México:
Thompson Learning, 2002.

e Thomas, George, Finney Ross y Maurice Weir. Cdlculo varias
variable. México: Addison Wesley, 1999.

e Marder, L. Calculo de varias variables. Volumen 2. México: Limusa,
1974.

Los primeros textos se escogieron, porque exponen los temas
con un desarrollo tedrico riguroso, caracteristico de la matemaética
moderna y el formalismo; ademads, presentan definiciones, teoremas y
corolarios con sus respectivas demostraciones, ejemplos y
contraejemplos.

Los segundos textos muestran los conceptos en forma
geométrica, numérica, algebraica, verbal o descriptiva, lo que
promueve la comprension del calculo por el descubrimiento, el poder
en la practica, la utilidad y la competencia técnica.

Para cada texto, como se indica en los siguientes parrafos, se
analiz6 la organizaciéon de la unidad de la diferencial, los conceptos,
los ejemplos y los ejercicios propuestos, que se relacionan de la Tabla
1 ala Tabla 8, en las cuales las dos primeras filas corresponden a la
identificacion del texto, en las siguientes filas a dos columnas se hace
un resumen de la presentacion de los contenidos (la primera columna
es una transcripcion de los titulos de las secciones y subsecciones y la
segunda columna es una sintesis del desarrollo de los conceptos), y en
la altima fila se describe el enfoque metodolégico de las actividades
propuestas y los ejercicios de aplicacion.

El libro de la editorial Reverté organiza los contenidos en tres
partes: andlisis lineal, analisis no lineal y temas especiales. Los
conceptos relacionados con la diferencial estdn expuestos en la parte
del analisis no lineal, en el capitulo 8, titulado “Calculo diferencial en
campos escalares y vectoriales”, comprendido entre las paginas 297 a
342. En la Tabla 1 se presenta un resumen del correspondiente
analisis.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Reverté Calculus | Tom M. Apostol Bogota 1988
Volumen
II
Contenidos
Temas Descripcion

Derivada de un campo
escalar respecto a un
vector en un punto

Define la derivada de un campo escalar,
f:A € R" - R, Aabierto, en un punto a interior
de A, respecto a un vector arbitrario y de R"y
sus diferentes notaciones.

Presenta ejemplos de esta derivada cuando el
vector y = 0, la derivada de una transformacién
lineal, la derivada de la norma euclidea al
cuadrado.

Enuncia y demuestra el teorema del valor
medio para derivadas de campos escalares.

Derivadas direccionales
y derivadas parciales

Define la derivada direccional como un caso
particular de la derivada de un campo escalar,
respecto a un vector en un punto, cuando el
vector u es unitario, ||u|| = 1.

Define la derivada parcial de un campo escalar
en un punto, como casos particulares de la
derivada direccional, cuando el vector direccién
es un vector coordenado unitario.

Derivadas parciales de
orden superior

Calcula derivadas parciales de segundo orden,
con su respectiva notacioén y hace énfasis en que

. . 92 . .
la derivada mixta — no siempre es igual a
oxdy
o*f
dyox’

Derivadas direccionales
y continuidad

Expone que en teorfa unidimensional, la
existencia de la derivada de una funcién f en un
punto implica la continuidad de f en aquel
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Reverté Calculus | Tom M. Apostol Bogota 1988
Volumen
I
Contenidos
Temas Descripcion

punto, sin embargo, para un campo escalar f la
existencia de la derivada direccional, f'(a;y)
para todo vector y no implica la continuidad de
f en a, presentando un contraejemplo. Justifica
que el concepto de derivada direccional no
constituye una extensiéon satisfactoria del
concepto unidimensional de derivada.

La diferencial

Presenta este concepto como una
generalizacién conveniente de la derivada, que
implica la continuidad, lo cual permite extender
los principales teoremas de derivacion de una
dimensién al caso de mayor ndmero de
dimensiones.

Expone los conceptos de diferencial de una
funcién real de variable real y la diferencial de
un campo escalar.

Enuncia y demuestra el teorema, si una funcién
f es diferenciable en un punto a, con diferencial
T,, entonces existe f'(a;y) para todo y en R" y

To(y) = f'(a;y).

Gradiente de un campo
escalar

Da wuna explicacion grafica, algebraica y
analitica del vector gradiente.

Para el caso de un campo escalar,
f'(a;y) =Vf(a) -y, enuncia y demuestra el
teorema, si un campo escalar f es diferenciable
en a entonces es continuo en a.

70



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Reverté Calculus | Tom M. Apostol Bogota 1988
Volumen
II
Contenidos
Temas Descripcion

Enuncia y demuestra el teorema de la condicion
suficiente de diferenciabilidad. Si existen las
derivadas parciales D;f,::-,D,f en cierta
n — bola B(a) y son continuas en a entonces f
es diferenciable en a.

Regla de la cadena para
derivadas de campos
escalares

Plantea y demuestra el teorema de la regla de la
cadena, para hallar la derivada de la funcién
compuesta g = f o r, de un campo escalar f y
una funcién vectorial r en un punto.

Aplicaciones

Presenta aplicaciones geométricas, conjuntos de
nivel y planos tangentes

Diferenciales de
campos vectoriales

Define la derivada de un campo vectorial
respecto a un vector en un punto.

Representa en forma geométrica y analitica la
diferenciabilidad en campos vectoriales.

Formula y demuestra el teorema, si un campo
vectorial es diferenciable en un punto, implica
la existencia de la derivada en ese punto en
cualquier direccion.

Enuncia y demuestra el teorema de la regla de
la cadena para campos vectoriales.

Representa en forma matricial la diferencial de
un campo vectorial, la matriz jacobiana.

Plantea ~y  demuestra el  teorema,
diferenciabilidad implica continuidad.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Reverté Calculus | Tom M. Apostol Bogota 1988
Volumen
II
Contenidos
Temas Descripcion
Calcular derivadas de un campo vectorial en un
punto respecto a un vector direccién, derivadas
parciales,  direccionales 'y  diferenciales
utilizando reglas algebraicas.
Aplicar las derivadas parciales.
Demostrar o verificar la existencia de derivadas
de funciones que satisfacen ciertas condiciones.
o Calcular gradientes, derivadas direccionales.
Ejercicios Aplicar la derivada direccional a problemas

geométricos.
Deducir propiedades del gradiente.

Verificar el cumplimiento de algunas
propiedades de la diferencial.

Calcular conjuntos de nivel, planos tangentes,
vector tangente y espacios tangentes.

Calcular la diferencial de campos vectoriales.

Aplicaciones del
célculo diferencial

En el capitulo 9 presenta aplicaciones de la
diferencial de campos escalares y vectoriales,
discutidos en el capitulo 8, a las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, derivaciéon
de funciones definidas implicitamente,
maximos, minimos y puntos de ensilladura,
féormula de Taylor de segundo orden para
campos escalares, extremos condicionados y
multiplicadores de Lagrange.

Tabla 1. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Reverté.
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De la Tabla 1 se puede evidenciar que los elementos
matematicos que configuran el concepto de diferencial para este autor
son: funciones en varias variables, derivada de una funciéon en un
punto respecto a un vector, derivada parcial, derivada direccional,
diferencial de un campo escalar y diferencial de un campo vectorial.
Los elementos matemaéticos son presentados en forma algebraica y
analitica.

El siguiente texto examinado es el de la editorial John Wiley
Sons, el cual hace una presentacion del analisis real, que comprende
tres partes: una donde caracteriza el sistema de los ntimeros reales;
otra dedicada a funciones, limites, continuidad, diferenciacion e
integracion de funciones reales; y la altima destinada a sucesiones y
series.

La parte dedicada al andlisis de funciones inicia describiendo el
sistema de los ntmeros reales, sus propiedades, operaciones y
relaciones; contintia con la topologia de los espacios cartesianos,
espacios vectoriales, producto interior, norma, conjuntos abiertos,
cerrados, compacidad, conexidad y separacién; luego comprende las
funciones en varias variables, funciones lineales, continuidad,
continuidad uniforme y puntos fijos, sucesién de funciones continuas,
limite de funciones; y finaliza con la diferenciacién e integracion de
funciones en una y varias variables.

Los conceptos relacionados con la diferencial son expuestos en
la unidad VII, titulada Diferenciaciéon en R? comprendida de la pagina
347 a 397.

En la Tabla 2 se exponen los elementos matematicos que
configuran el concepto de diferencial en este texto.
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Editorial Titulo

Autores Ciudad Ao

John Wiley | The

Robert G. Bartle New York 1976

& Sons Elements
of Real
Analysis
Contenidos
Temas Descripcion

Derivada parcial

Hace una introduccion de la diferenciacion de
funciones reales. Primero presenta la derivada
de una funcién real de variable real en un
punto como una aproximacién lineal de la
funcion en vecindades del punto, vy
posteriormente extiende este concepto a
funciones en varias variables.

Indica la definicion de derivada de wuna
funcion vectorial de variable real con
aplicaciones a trayectorias de particulas,
velocidad y aceleracion.

Define derivada parcial de una funcién con
dominio un abierto A de RP, f:A S RP - RY,
p>1 q>1, en un punto ¢ de A y con
diferentes notaciones.

Derivada direccional

Define la derivada direccional de la funcién,
ftAS RP > R, p>1, g>1, en un punto ¢
interior de 4 en direccién de un vector u de RP.

La diferencial de,
RP - RY.

Define la diferencial de una funcién como el
funcional lineal entre los espacios vectoriales
que aplica la funciébn y presenta la
interpretaciéon analitica y geométrica del
concepto.

Expone un lema sobre la wunicidad de la
diferencial.
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Editorial Titulo Autores Ciudad Afo
John Wiley | The Robert G. Bartle | New York 1976
& Sons Elements
of Real
Analysis
Contenidos
Temas Descripcion

Enuncia y demuestra el teorema: la existencia
de la diferencial implica la existencia de las
derivadas parciales.

Enuncia y demuestra un corolario del teorema
anterior, la existencia de la diferencial de un
La diferencial de, campo escalar implica la existencia de las
RP —» RY. derivadas  parciales, estableciendo que
Df(c)(w) = Vf(c) u. Sin embargo, muestra
que el reciproco de este corolario no es cierto.

Analiza la diferencial de una funcién en varias
variables, f:A € RP —» RY, segtn los valores

depygq.
Enuncia y demuestra el teorema sobre la

condicién suficiente para la existencia de la
diferencial.

Calcular derivadas parciales, direccionales y
diferenciales.

Demostrar la existencia de la derivada parcial,
la derivada direccional, la diferenciabilidad, la
continuidad y el acotamiento, para funciones
en varias variables. Calcular en forma
algebraica el gradiente, planos tangentes,
vector tangente y espacios tangentes.

Ejercicios

Tabla 2. Contenidos sobre diferencial. Editorial John Wiley & Sons

Para este autor, segtin el resumen presentado en la Tabla 2, los
elementos matematicos que estructuran el concepto de diferencial de
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una funcién en varias variables son: derivada de una funcién en un
punto respecto a un vector, derivada parcial, derivada direccional,
diferencial de una funcién (real de variable real, vectorial de variable
real, real de variable vectorial y vectorial de variable vectorial),

condicion suficiente de diferenciabilidad y teoremas de
diferenciabilidad.

El tercer libro analizado es el volumen II del Analisis Real,
editado por el Instituto de Matematica Pura y Aplicada (IMPA). Este
libro comprende el estudio de los espacios euclidianos n-dimensional
R", y utiliza un enfoque analitico, algebraico y geométrico, que
contrasta con el enfoque aritmético del volumen I, que esta dedicado
al andlisis real para funciones de una variable.

Para el andlisis real en varias variables, el texto inicia con la
topologia de los espacios euclideos, ya que segun el autor, el estudio
topolégico de los subconjuntos de R"™ es mas complicado que en el
caso de R. Cita el ejemplo en que los tinicos conjuntos conexos en la
recta son los intervalos, mientras que es imposible clasificar
topolégicamente los subconjuntos conexos de R" y ademas, el algebra
lineal que es poco necesaria en dimension 1 (las matrices de orden 1 X
1 que representan las transformaciones lineales de R en R se
confunden con los ntmeros reales), para el andlisis real en varias
variables es indispensable a fin de formular conceptos y demostrar
teoremas del calculo diferencial de funciones en mas de una variable.

El estudio de la diferencial, incluido en el capitulo III, paginas
117 a 176, se basa en aproximar una funcién en varias variables, en una
vecindad de cada punto del dominio, por una transformacion lineal
(llamada diferencial) y a partir de las propiedades de la
transformacion obtener informaciéon de la funcién. Este estudio
requiere de conceptos de algebra lineal, como vectores, matrices y las
transformaciones lineales que representan la diferencial. El enfoque de
aplicar los métodos del dlgebra lineal al estudio de la diferencial, trae
grandes ventajas en cuanto a conceptualizacién, notacién, unificaciéon
y generalizacion.

Finalmente, el texto incluye dos capitulos dedicados a las
integrales multiples y de superficie.
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En la Tabla 3 se describen los elementos matematicos que
hacen parte de la estructura conceptual de la diferencial para este
autor.

Editorial Titulo Autores Ciudad Ano
IMPA. Curso de | Elon Lages Lima Rio de 1985
Projeto analise Janeiro
Euclides volume 2

Contenidos
Temas Descripcion

Define derivada parcial de una funcién real de
variable vectorial con dominio el abierto U,
f:U € RP -» R, enun puntointerior a de U, en
términos del limite del cociente incremental.

Derivadas parciales

Define la derivada de una funcién en un punto
en direcciéon de un vector.

Presenta ejemplos de algunas funciones que
poseen derivadas direccionales en un punto en
Derivadas cualquier direccién, sin embargo, no son
direccionales continuas en el punto. Por tanto, muestra que la
existencia de las derivadas direccionales no
implica la continuidad de la funcién.

Enuncia y demuestra el teorema del valor
medio.

Define la diferencial de wuna funcidn,
f:U S RP - R, desarrollada por Fréchet y
Stolz, como generalizaciéon del concepto de
Funciones derivada de una funcion real de variable real.

diferenciables Muestra que si una funcién es diferenciable en
un punto, entonces existen todas las derivadas
parciales y las derivadas direccionales en la
direcciéon de cualquier vector.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Ano
IMPA. Curso de | Elon Lages Lima Rio de 1985
Projeto analise Janeiro
Euclides volume 2

Contenidos
Temas Descripcion

Enuncia 'y  demuestra el  teorema:
diferenciabilidad implica continuidad.

Presenta la regla de la cadena para funciones en
varias variables.

La diferencial de una
funcién

Establece que la diferencial de una funcién en
varias variables, f:U € RP - R, esta dada
como Df (a)(w) = Vf(a) - u.

El gradiente de una
funcion diferenciable

Establece las propiedades del gradiente y
presenta el significado geométrico y analitico
del vector gradiente de una funcién real de
variable vectorial.

La regla de Leibniz.

Teorema de Schwartz.

Formula la regla de Leibniz, para calcular
derivadas parciales de funciones en varias
variables definidas en forma integral.

Formula la regla de Schwarz, para calcular
derivadas parciales de segundo orden mixtas, o
de orden superior a dos.

Aplicaciones y
ejercicios

Propone demostrar la diferenciabilidad y la
continuidad de funciones.

Aplicar el concepto de diferenciabilidad en la
férmula de Taylor infinitesimal, el resto de
Lagrange y el resto Integral.

Encontrar puntos criticos y aplicar el método de
multiplicadores de Lagrange para optimizar
funciones en varias variables.

Tabla 3. Contenidos sobre la diferencial. Editorial IMPA.
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De la sintesis presentada en la Tabla 3, se infiere que, para el
libro de la editorial IMPA, los elementos matematicos que configuran
el concepto de diferencial de una funcién en varias variables son:
funciéon de varias variables, derivada parcial, derivada direccional, la
diferencial, el gradiente de una funcién y las reglas para calcular
diferenciales.

El cuarto texto analizado es de la Editorial Paraninfo, que inicia
el anélisis en varias variables con un capitulo dedicado a la topologia
del espacio euclideo n —dimensional; luego destina cuatro capitulos al
calculo diferencial de funciones en varias variables que incluyen la
derivabilidad y diferenciabilidad, funciones inversas e implicitas,
variedades diferenciales, teoremas de rango, teoria de campos
escalares y vectoriales, operadores diferenciales; y finalmente destina
capitulos a la integracion multiple y la aplicacion a integrales
curvilineas e integrales de superficie.

Para la presentacion de los conceptos utiliza una representacion
analitica, que se caracteriza por seguir la secuencia definicién, teorema
(sin demostracion), proposiciones y observaciones. Al final de cada
seccién expone un conjunto de ejercicios resueltos, haciendo énfasis en
la representacion algebraica, la cual ayuda a explicar la presentacion
analitica. Para algunas situaciones hay graficas en dos y tres
dimensiones y su respectiva interpretaciéon geométrica.

El concepto de diferencial de una funcién en varias variables
comprende los capitulos 2, 3 y 7, que se describen en la Tabla 4.
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Editorial | Titulo

Autores Ciudad Ano

Paraninfo | Guia préactica
de célculo
infinitesimal en
varias variables

Félix Galindo Soto, Madrid 2005
Javier Sanz Gil y Luis
A. Tristan Vega

Contenidos

Temas

Descripcion

Derivabilidad y
diferenciabilidad

Define funcién derivable, derivada parcial
y derivada direccional y funcién
diferenciable en un punto.

Enuncia el teorema: la diferencial de una
funcién en un punto implica la continuidad
de la funcién en el punto.

Enuncia el teorema: si una funcién es
diferenciable en un punto, entonces existen
las derivadas direccionales en dicho punto,
segin cualquier direccion, en particular, la
funcién es derivable en el punto.

Define derivada de una funcién en varias
variables y la representa como la matriz
jacobiana.

Establece que si una funciéon f es
diferenciable en un punto x,, entonces la
aplicacion lineal f'(x() esta dada en forma
matricial respecto a las bases candnicas de
R™ y R™ por la matriz jacobiana.

Define el gradiente de un campo escalar.

Establece la relacion entre derivabilidad y
diferenciabilidad.

Presenta la interpretacion geométrica de la
diferencial de una funcién en un punto.
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Editorial | Titulo

Autores Ciudad Ano

Paraninfo | Guia préactica
de calculo
infinitesimal en
varias variables

Félix Galindo Soto, Madrid 2005
Javier Sanz Gil y Luis
A. Tristan Vega

Contenidos

Temas

Descripcion

Enuncia un teorema de condicidon suficiente
de diferenciabilidad.

Establece y caracteriza las operaciones con
funciones diferenciales.

Regla de la cadena

Regla de la cadena. Teorema del valor
medio.

Derivadas de orden
superior

Define las derivadas parciales de orden
m = 1.

Define las funciones de clase C¥, como
aquellas que admiten derivadas parciales
de orden k> 1 en cada punto de un
abierto A y estas derivadas parciales son
continuas en A.

Define funciones de clase C*.

Enuncia el teorema de Schwarz. Establece
las condiciones para la igualdad entre las
derivadas de segundo orden mixtas.

Férmula de Taylor

Presenta la férmula de Taylor. Establece las
condiciones para calcular el valor de una
funcién en vecindades de un punto a partir
de su imagen y de las derivadas parciales
de orden superior evaluadas en este.

Presenta un analisis del error en la férmula
de Taylor y su relacién con la diferencial de
una funcion.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Ao
Paraninfo | Guia préactica Félix Galindo Soto, Madrid | 2005
de calculo Javier Sanz Gil y Luis

infinitesimal en | A. Tristdn Vega
varias variables

Contenidos

Temas Descripcion

Propone optimizar funciones a partir del
estudio de los extremos relativos y formas
cuadrdticas como wuna aplicacion del
concepto de diferencial.

Presenta ejercicios resueltos y propone
otros para determinar derivabilidad,
diferenciabilidad y continuidad de
funciones en varias variables aplicando las
definiciones y  teoremas. Presenta
contraejemplos para mostrar que el
reciproco de algunos teoremas no se
cumple.

Ejercicios y aplicaciones

Tabla 4. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Paraninfo.

De la Tabla 4 se infiere que los elementos matematicos que dan
la estructura al concepto de diferencial en el libro de la editorial
Paraninfo son: funcién en varias variables, derivada direccional,
derivada parcial, funcién derivable, funcién diferenciable, gradiente,
matriz jacobiana, interpretacion geométrica y analitica de la
diferencial y teoremas para caracterizar la diferencial de una funcion.

El quinto texto analizado, de la segunda clasificacion, es el libro
de la editorial Harla, el cual desarrolla el calculo diferencial e integral
en 14 capitulos, que se caracterizan por la presentacion de una manera
formal de las definiciones, los teoremas y las demostraciones,
acompafiados de comentarios, ejemplos ilustrativos, graficas y la
aplicacion en modelos de la vida real. Ademads, incorpora la tecnologia
con el objetivo de mejorar el aprendizaje del célculo. Los ejemplos son
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ilustrativos y tienen como prop6sito mostrar el concepto, la definicién
o el teorema particular y constituyen un referente para la resolucion
de los ejercicios.

La diferenciaciéon de funciones en varias variables la efecttia en
el capitulo 11, titulado “Funciones vectoriales”, que comprende:
funcién real con valor vectorial y ecuaciones paramétricas, derivadas
y diferenciales de estas funciones; y en el capitulo 12, titulado “Célculo
diferencial de funciones de mas de una variable” expone: derivadas
parciales, diferenciabilidad, regla de la cadena, gradiente y
aplicaciones. Estos conceptos se resumen en la Tabla 5.

Editorial | Titulo Autores Ciudad Ao
Harla El calculo Louis Leithold México 1998
con
geometria
analitica
Contenidos
Temas Descripcion

Define derivada de una funcién vectorial,
fiI€ R->R*",n>1y funcibn vectorial

diferenciable.
Célculo de las funciones

con valor vectorial Presenta aplicaciones de la diferencial en el

movimiento en el plano y el significado
geométrico y fisico de los vectores unitarios
tangente y normal a una curva.

Define derivada parcial de una funcién de dos
variables, f:AS R®* >R, y presenta las
diferentes notaciones.

Expone la interpretacion geométrica de la

Derivadas parciales . . .
P derivada parcial de una funcién.

Da una interpretacién analitica de la derivada
parcial de una funcién como la razén de
cambio instantanea.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Ano
Harla El célculo Louis Leithold México 1998
con
geometria
analitica
Contenidos
Temas Descripcion

Define la derivada parcial de funciones con n
variables.

Define el incremento de una funciéon de dos
variables en un punto.

Define funcién diferenciable en términos de
incrementos.

Enuncia y demuestra el teorema: si una
funcion es diferenciable en un punto, entonces
es continua en él.

Muestra un ejemplo para ilustrar que la sola
existencia de las derivadas parciales de una
funcion en wun punto no implica la

Diferenciabilidad y diferenciabilidad de la funcién en dicho punto.

diferencial total Enuncia y demuestra el teorema sobre la
condicién suficiente para que una funcién sea
diferenciable en un punto. Si existen y son
continuas las derivadas parciales de una
funcién en un punto, entonces la funcién es
diferenciable en este.

Define funciones continuamente
diferenciables en un punto, como las que
cumplen las condiciones del teorema anterior.

Propone ejercicios para mostrar que el
reciproco del teorema anterior no se cumple, es
decir, funciones que son diferenciables en un
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Harla El calculo Louis Leithold Meéxico 1998
con
geometria
analitica
Contenidos
Temas Descripcion
punto y aun asi sus derivadas parciales no son
continuas en dicho punto.
Concluye que la derivabilidad continua en un
punto es una condicién suficiente, pero no
necesaria, de la diferenciabilidad.
Define la diferencial total de una funcién de
dos variables.
Generaliza las definiciones de incremento,
funcién diferenciable y diferencial total a una
funcién de n variables.
Para cada concepto muestra ejemplos
ilustrativos.
Enuncia y demuestra el teorema de la regla de
la cadena para funciones de dos variables.
Regla de la cadena Enuncia y demuestra el teorema que

generaliza la regla de la cadena para funciones
de n variables, n > 1.

Derivadas parciales de
orden superior

Define derivadas de segundo, de tercer orden,
derivadas mixtas y enuncia el teorema que da
condiciones para que las derivadas mixtas

coincidan, fyy, (Xo,Y0) = fyx (X0, Yo)-

Condiciones suficientes
de diferenciabilidad

Enuncia, demuestra e ilustra el teorema del
valor medio para una funcién de una sola
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afo
Harla El célculo Louis Leithold México 1998
con
geometria
analitica
Contenidos
Temas Descripcion

variable, aplicado a una funcién de varias
variables.

Demuestra el teorema sobre las condiciones
suficientes  para la  diferenciabilidad,
utilizando el teorema del valor medio.

Derivadas direccionales
y gradientes

Define derivada direccional. Presenta una
interpretacion geométrica de la intensidad de
variacion de los valores funcionales f(x,y) en
cualquier direccion.

Define gradiente de una funciéon de dos
variables.

Da la interpretaciéon geométrica del vector
gradiente, que indica la direccién en la que la
funcién presenta su mayor tasa de variacion.

Aplicaciones

Aplicaciones de la diferencial para encontrar
planos tangentes y normales de las superficies.

Incluye problemas y ejercicios de aplicacion de
la diferencial para encontrar y caracterizar
valores extremos de funciones de dos
variables.

Define puntos criticos, valor maximo y minimo
relativo.

Enuncia el teorema de la prueba de la segunda
derivada para caracterizar valores extremos.
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Editorial

Titulo

Autores Ciudad Ao

Harla

El calculo
con
geometria
analitica

Louis Leithold México 1998

Contenidos

Temas

Descripcion

Presenta y propone problemas para encontrar
valores maximo, minimo absoluto y puntos
silla.

Propone situaciones problema para aplicar el
teorema del valor extremo para funciones de
dos variables.

Expone el método de los multiplicadores de
Lagrange y propone ejercicios y problemas.

Plantea ejercicios de obtener una funcién
conociendo el gradiente y las diferenciales
exactas.

Ejercicios

Los ejercicios estan ordenados por grados de
dificultad, proporciona variedad de tipos de
problemas que van desde célculos y
aplicaciones hasta problemas tedricos para la
calculadora e incluye situaciones para
promover la redaccién

Tabla 5. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Harla.

De la Tabla 5 se infiere que para este autor los elementos
matematicos que configuran el concepto de diferencial son: derivada
de funciones vectoriales, diferencial de una funcion vectorial,
derivada parcial, derivada direccional, la diferencial de una funcién
en varias variables, teoremas fundamentales sobre condiciones
necesarias y suficientes de diferenciabilidad, propiedades de
funciones diferenciables y aplicaciones.
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El sexto texto analizado es de la editorial Thomson; en la
presentaciéon se afirma que se atiende la recomendacion del
movimiento de reforma de la ensefianza del calculo, de concentrarse
en la comprensiéon de los conceptos, dada en la conferencia de la
Universidad de Tulane en 1986, y por tanto, tiene como propdsito
ayudar a los estudiantes a descubrir el célculo, aplicarlo en situaciones
précticas y admirar su belleza presentando los temas en forma verbal,
geométrica, numérica y algebraica.

El tema, la derivacion y diferenciacion de funciones en varias
variables, lo aborda asi: en el capitulo 13 analiza funciones con valor
vectorial, sus derivadas y aplicaciones a la longitud de arco, curvatura
y movimiento de particulas; en el capitulo 14 expone el concepto de
derivadas  parciales, derivadas direccionales, diferenciales,
aproximaciones lineales y aplicaciones.

Esta exposicion se caracteriza por incluir ejemplos de
situaciones reales modeladas por funciones definidas por datos
numéricos y gréaficas, por ejemplo, la funciéon indice de temperatura y
humedad es ilustrada mediante una tabla de valores, que muestra la
dependencia de esta funcién respecto de las dos variables temperatura
del aire y la rapidez del viento. Las derivadas parciales se introducen
al analizar la variacion de la temperatura del aire percibido en funciéon
de la temperatura y la humedad relativa. Esta misma situacién la
relaciona con las aproximaciones lineales o diferenciales. La derivada
direccional es incorporada a través de mapas de contorno de la
temperatura, para estimar la rapidez de cambio de temperatura en una
zona geografica particular.

Con respecto al concepto de diferencial, da una interpretacion
geométrica, iniciando para el caso de una variable como el hecho que
al acercarse a un punto de la grafica de una funcién derivable, la curva
no se distingue de su recta tangente y se puede aproximar la funciéon
con una funcién lineal. Al extender este principio en tres dimensiones,
a medida que se acerca a un punto de una superficie, que es la gréfica
de una funcién diferenciable de dos variables, la superficie se asemeja
cada vez mas a un plano (su plano tangente) y se puede aproximar la
funcién mediante una funcién lineal de dos variables.
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Enla Tabla 6 se sintetizan los temas que conforman el concepto
de diferencial de una funcién en varias variables segtn este autor

Editorial | Titulo Autores Ciudad Ano
Thomson | Calculo James Stewart México 2002
Learning | multivariable

Contenidos
Temas Descripcion

Funciones vectoriales

Define y representa funciones vectoriales y
curvas en el espacio.

Define la derivada de una funcion vectorial
de valor real.

Presenta aplicaciones para calcular la
longitud de un arco y analizar la curvatura,
el movimiento en el plano y el espacio.

Funciones de varias
variables

Define funcién de dos variables (dominio,
recorrido). Representa las funciones en
forma verbal, numérica (tabla de valores),
algebraica (por una férmula) y visual (por
graficas o curvas de nivel).

Define, representa y caracteriza funciones de
tres o mas variables.

Derivadas parciales

Sefiala una explicacion de la derivada parcial
para funciones de dos variables en un punto,
representadas numéricamente (tablas de
valores). Define derivada parcial en forma
algebraica, como el limite del cociente
incremental.

Representa las derivadas parciales en
diferentes notaciones.

Establece reglas algebraicas para hallar
derivadas parciales.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Thomson | Calculo James Stewart México 2002
Learning | multivariable

Contenidos
Temas Descripcion

Expone la interpretacién geométrica de la
derivada parcial de una funcién en un punto
como pendientes, ilustra con gréficas.

Define derivadas parciales para funciones de
mas de dos variables y representa en forma
algebraica.

Define las derivadas parciales de orden
superior. Si f es una funcién de dos
variables, las derivadas parciales f, y f; son
también funciones de dos variables, de
manera que se pueden encontrar las

derivadas parciales (f)y , (fx)y . (fy)x/
(5),:

Enuncia el teorema de Clairaut, que da
condiciones bajo las cuales se puede expresar

fxy(a: b) = fyx(a: b).

Planos tangentes y
aproximaciones lineales

Define y representa las aproximaciones
lineales o aproximacién del plano tangente a
la funcién en un punto.

Define la diferencial de una funcién de dos
variables en un punto y define la diferencial
total.

Enuncia el teorema que establece Ilas
condiciones suficientes para que una funcién
de dos variables sea diferenciable en un
punto. Muestra un ejemplo ilustrativo para
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Editorial | Titulo

Autores Ciudad Ano

Thomson | Célculo
Learning | multivariable

James Stewart México 2002

Contenidos

Temas

Descripcion

estimar la diferencial de una funcién de dos
variables representada en forma tabular.

Define diferenciales y presenta una
interpretacion grafica y algebraica.

Define la derivada y la diferencial para
funciones de tres o mas variables.

Regla de la cadena

Explica la regla de la cadena para diferentes
casos de funciones compuestas en varias
variables, representando en forma algebraica
y grafica mediante diagramas de arbol.

Enuncia, demuestra y representa el teorema
de la funcién implicita.

Derivadas direccionales y
vector gradiente

Define derivada direccional y muestra una
aplicacién a problemas de meteorologia.

Define vector gradiente y presenta el
significado analitico y geométrico.

Enuncia y demuestra el teorema, si una
funcién f es diferenciable en (x,y) entonces
la derivada direccional de f en un punto
(x,y) en la direccion del vector u = (a, b) es

D.f(x,y) =Vf(x,y) - u=fi(x,y)a+ f,(x,y)b.

Define, representa e ilustra el concepto de
derivada direccional para una funcién de
tres variables.

Expone la interpretacion geométrica de la
maximizacion de la derivada direccional.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Ano

Thomson | Calculo James Stewart México 2002
Learning | multivariable

Contenidos

Temas Descripcion

Los ejercicios comienzan motivando al
estudiante a explicar los significados de los
conceptos basicos de la diferencial; otros
ejercicios  prueban la  comprension
conceptual por medio de graficas y tablas.

La dificultad de los ejercicios se da en forma
gradual desde los mas bésicos hasta los mas
Aplicaciones y ejercicios complejos relacionados con aplicaciones y
demostraciones.

Plantea ejercicios de aplicacion de la
diferencial para calcular y caracterizar los
valores méximos y minimos.

Explica el método de multiplicadores de
Lagrange en problemas de optimizacién y
propone problemas para su aplicacion.

Tabla 6. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Thomson.

De la Tabla 6 se concluye que los elementos matemaéticos que
configuran el concepto de la diferencial de una funcién en varias
variables en este libro son: funciones vectoriales, derivadas de
funciones vectoriales, funciones de varias variables, derivadas
parciales, derivadas direccionales, gradientes, diferenciales y
aplicaciones.

El séptimo texto analizado es el de la editorial Pearson; su
propoésito, seglin se expresa en la presentacién, es preparar a los
estudiantes para integrarse a la comunidad cientifica. Para cumplir
con este objetivo, los conceptos se exponen de manera formal,
siguiendo la secuencia definicién, teorema, corolario, con las
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respectivas demostraciones, acompanados de sistemas de
representacion textual, gréfica y numérica, a través de diagramas y
figuras, algunas generadas en computador. Ademds, se proponen
exploraciones con programas de dalgebra simbdlica, para que los
estudiantes activen la intuiciéon geométrica, mejoren la capacidad de
pensar en el espacio bidimensional y tridimensional y puedan resolver
problemas creativamente.

Cada capitulo incluye aplicaciones y ejemplos con datos reales
de situaciones familiares para los estudiantes, y cita las fuentes
correspondientes. Sobre la historia y evolucién de los conceptos, se
indica el origen de las ideas y se mencionan algunos conflictos que
surgieron. Ademads, se enfatizan temas de gran interés y relevancia
actual, y se destaca el calculo como una creacién asombrosa de la
mente humana.

En cada seccién se propone una serie de ejercicios con un nivel
de dificultad que va incrementandose, apropiados para trabajar tanto
en forma individual como en grupos; algunos requieren utilizar la
calculadora, la calculadora gréfica y programas de algebra simbdlica.
Al final de cada capitulo se encuentran tres secciones que resumen el
contenido en formas diferentes: preguntas de repaso, ejercicios de
préctica y ejercicios adicionales.

En el capitulo 11, titulado “Funciones de valores vectoriales y
movimiento en el espacio”, se expone el concepto de diferenciacién de
funciones en varias variables; en el capitulo 12 se abordan las
funciones de multiples variables y derivadas parciales. En el capitulo
11 se indica cémo utilizar el célculo para estudiar las trayectorias,
velocidades y aceleraciones de cuerpos en movimiento con
aplicaciones a movimientos de proyectiles, planetas y satélites. En el
capitulo 12 se expone el calculo de funciones de mas de una variable e
incluye dominio, rango, curvas de nivel, limites, continuidad,
derivaciéon y diferenciacién de estas funciones. Los sistemas de
representaciéon utilizados son el grafico, analitico, numérico y
algebraico.
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Enla Tabla 7 se resumen los temas que configuran el concepto
de diferencial de una funcién en varias variables para los autores de

la editorial Pearson.

Editorial Titulo

Autores Ciudad Ano

Pearson Calculo

George B. Thomas, Ross Meéxico 1999

varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

Funciones de valores
vectoriales y
movimiento en el
espacio

Define funciones de valores vectoriales y
expone aplicaciones para el estudio del
movimiento en el espacio.

Presenta el modelo del movimiento de un
proyectil, como aplicacién de estas funciones y
su diferencial.

Muestra la aplicacion de las funciones
vectoriales para calcular la longitud de arco y la
velocidad de una particula en movimiento,
como el vector tangente unitario en cada punto
de la curva que representa la trayectoria.

Funciones de varias
variables

Define funcién en varias variables y caracteriza
el dominio, recorrido, variables dependientes e
independientes.

Define, representa e ilustra punto interior,
interior, exterior, punto frontera.

Define y caracteriza funciones acotadas y no
acotadas.

Representa funciones de dos variables por
medio de gréficas, curvas de nivel y lineas de
contorno, algunas de ellas realizadas en
computadora.
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Editorial Titulo Autores Ciudad Ano
Pearson | Calculo George B. Thomas, Ross México 1999
varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

Representa superficies de nivel de funciones de
tres variables.

Derivadas parciales

Define y representa la derivada parcial en
diferentes notaciones.

Da la interpretaciéon geométrica de la derivada
parcial con ejemplos e ilustraciones.

Define, representa y presenta ejemplos de
funciones de mas de dos variables.

Establece la relacién entre la continuidad y la
existencia de derivadas parciales.

Define derivadas parciales de segundo orden.

Enuncia, demuestra y presenta ejemplos de los
teoremas de Euler sobre la derivada mixta.

Define derivadas parciales de orden superior.

Diferenciabilidad,
linealizacién y
diferenciales

Define la diferencial de una funcion.

Enuncia y demuestra el teorema del incremento
para funciones de dos variables.

Enuncia, demuestra y presenta ejemplos del
corolario del teorema del incremento para
funciones de dos variables.

Enuncia y demuestra el teorema, si una funcién
es diferenciable en un punto, entonces la
funcién es continua en este punto. Presenta
contraejemplo para mostrar que el reciproco no
se cumple.
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Editorial Titulo

Autores Ciudad Ano

Pearson Calculo

George B. Thomas, Ross México 1999

varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

Expone el procedimiento para linealizar una
funcién de dos variables.

Analiza el error de una aproximacién lineal
estandar.

Relaciona una aplicaciéon de los diferenciales
para predecir el cambio de una funcioén.

Define diferencial total.

Define funciones de mas de dos variables.

Regla de la cadena

Establece y representa la regla de la cadena para
calcular la diferencial de funciones compuestas
de dos o maés variables.

Establece y representa regla de la cadena para
funciones definidas sobre superficies.

Define y muestra ejemplos sobre la
diferenciaciéon Implicita como una aplicacién de
la regla de la cadena.

Derivadas parciales
con variables
restringidas

Calcula derivadas parciales con variables
restringidas utilizando diagramas de flechas en
su representacion.

Derivadas
direccionales, vectores
gradiente y planos
tangentes

Define derivadas direccionales en el plano.

Presenta una interpretacion geométrica de la
derivada direccional.

Define el vector gradiente.

96



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

Editorial Titulo

Autores Ciudad Ano

Pearson Calculo

George B. Thomas, Ross México 1999

varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

Establece propiedades de 1la derivada
direccional.

Calcula gradientes y tangentes a curvas de nivel.

Define, representa y muestra ejemplos de
funciones de tres variables.

Aplica los conceptos de derivadas parciales para
calcular las ecuaciones de planos tangentes y
rectas normales.

Define y encuentra el plano tangente a una
superficie z = f(x,y).

Establece reglas algebraicas para operar con
gradientes.

Férmula de Taylor

De una manera formal, con sistemas de
representacion analitico y algebraico, utiliza la
férmula de Taylor para deducir la prueba de la
segunda derivada para valores extremos
locales, y la férmula del error para la
linealizacion de funciones de dos variables
independientes.

Aplica la férmula de Taylor en estas
deducciones, la cual conduce a una extension de
la férmula que proporciona aproximaciones
polinomiales de todos los o¢rdenes para
funciones de varias variables.

Aplicaciones y
ejercicios

Propone un conjunto amplio de ejercicios sobre:
funciones de valores vectoriales y movimientos
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Editorial Titulo Autores Ciudad Ano
Pearson | Calculo George B. Thomas, Ross México 1999
varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

en el plano y el espacio, problemas de valor
inicial para funciones de valores vectoriales,
rectas tangentes a curvas suaves, movimientos
sobre trayectorias circulares, curvatura;
sistemas coordenados polares, cilindricos,
esféricos; encontrar dominio, rango, curvas y
superficies de nivel de funciones en varias
variables; calcular derivadas de primer vy
segundo orden, derivadas parciales mixtas, uso
de la definicion de derivada parcial,
diferenciaciéon implicita, aplicaciones a las
ecuaciones diferenciales parciales de Laplace y
la ecuacion de onda; hallar linealizaciones de
funciones; estimar cotas superiores para errores
en aproximaciones lineales; estimar la
sensibilidad al cambio; calcular derivadas
parciales con variables restringidas; calcular
derivadas direccionales, vectores gradiente y
planos tangentes; aplicar la diferenciaciéon de
funciones en varias variables para encontrar y
caracterizar valores extremos y puntos de silla.

Tabla 7. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Pearson

De la Tabla 7 se deduce que los elementos matematicos que
configuran el concepto diferencial de una funcién en varias variables
para los autores del texto de la editorial Pearson son: derivadas
parciales, linealizaciones, diferenciaciéon implicita, derivadas
parciales con variables restringidas, derivadas direccionales,
gradientes, planos tangentes, rectas normales, aplicaciones para
calcular extremos absolutos de funciones y férmula de Taylor.
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Finalmente, el texto de editorial Limusa, titulado Cilculo de varias
variables, comprende definiciones bésicas y la selecciéon de problemas
resueltos, que son ilustrativos para el desarrollo de los contenidos,
ademads en cada seccion incluye un conjunto de ejercicios.

El sistema de representacion maés utilizado es el algebraico y verbal,
con algunas gréficas. El concepto de diferencial de una funcién en
varias variables lo aborda en los tres primeros capitulos: derivacion
parcial, jacobianos, transformaciones, teorema de Taylor vy
aplicaciones. En la Tabla 8 se describen los temas que conforman el
concepto de diferencial de una funcién en varias variables para este
autor.

Editorial | Titulo Autores Ciudad Aiio
Limusa Calculo de | L. Marder México 1974
varias
variables
Contenidos
Temas Descripcion

Define vecindad, abierto, punto frontera, cerrado,
region, funcién, dominio, representacién grafica,
limite y continuidad.

Define y presenta ejemplos de derivada parcial
como el limite del cociente incremental y expone
estrategias para encontrar derivadas parciales de
una funcion de dos variables.

Derivada parcial Da una interpretacion geométrica de la derivada
parcial de una funcién f de dos variables en el
punto (xq,y1), como la pendiente de la recta
tangente a la curva de interseccion entre la
superficie z = f(x,y) y los planosx = x; oy = y;.

Muestra una funcién cuyas derivadas parciales
existen en un punto, sin embargo, la funcién no
es continua en el punto.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afo
Limusa | Célculo de | L. Marder México 1974
varias
variables
Contenidos
Temas Descripcion

Encuentra nuevas funciones, como resultado de
calcular derivadas parciales.

Define, representa y muestra ejemplos para
calcular segundas derivadas parciales de una
funcién de dos variables.

Formula y demuestra la regla de la cadena para
calcular la derivada de funciones compuestas.

Define e interpreta geométricamente el
incremento de una funcién en un punto,

Af (x1,y1) = f(xq + A%, 51 + 4y) — f(x1, ¥1),

como el cambio en la altura de la superficie S: z =
f(x,y) referidas a los ejes cartesianos
rectangulares xyz en el punto (x,y) cuando este
se aproxima a (x,y;) y la diferencial df en
(x1,y1) como el cambio en la altura del plano
tangente a S en (x4, y;) cuando (x,y) se aproxima

a (x1,y1).

Jacobianos y
transformaciones

Presenta aplicaciones de las derivadas parciales a
funciones implicitas y jacobianos.

Establece la dependencia funcional.

Determina las propiedades de los jacobianos,
transformaciones, mapeos, imagen de una
transformacion, transformacion inversa,
aplicacién a coordenadas curvilineas.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afo
Limusa | Célculo de | L. Marder México 1974
varias
variables
Contenidos
Temas Descripcion

Representa en forma algebraica, grafica y verbal
las derivadas y diferenciales de funciones en
varias variables.

El teorema de Taylor
y sus aplicaciones

Enuncia y demuestra el teorema de Taylor en una
variable y el teorema del valor medio como un
corolario.

Realiza un anélisis del residuo, forma de
Lagrange y de Cauchy como una aplicacion de la
diferencial.

Enuncia y demuestra el teorema de Taylor en dos
variables. Aplica el teorema de Taylor para
encontrar extremos relativos y absolutos de una
funcion. Utiliza la matriz hessiana para
caracterizar extremos relativos.

Ejercicios y
aplicaciones

Presenta una seccién de ejercicios para calcular
derivadas parciales y su aplicacion en las
ecuaciones diferenciales parciales, diferenciales
exactas, valor aproximado de valores de
funciones en dos variables en puntos especificos.

Propone calcular derivadas de funciones en dos
variables definidas implicitamente.

Calcular  imagenes de  regiones  bajo
transformaciones.

Expresar el desarrollo de una funcién en serie de
Taylor.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afo
Limusa | Célculo de | L. Marder México 1974
varias
variables
Contenidos
Temas Descripcion
Encontrar valores extremos de funciones y
caracterizarlos.

Tabla 8. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Limusa.

Para el autor del libro de la editorial Limusa, segtin la Tabla 8,
los elementos matematicos que configuran el concepto de diferencial
de una funcién en varias variables son: derivadas parciales, el teorema
de Taylor, regla de la cadena, la diferencial, aplicaciones a
transformaciones y jacobianos, maximos, minimos y puntos de silla de
una funcién en dos variables.

Enla Tabla 9 se presenta un resumen de los temas y subtemas,
los elementos matematicos, que configuran la estructura del concepto
de diferencial y que aparecieron con mayor frecuencia en los textos

analizados.

Elementos
matematicos

Descomposicion

Derivada de una
funcién

Definiciéon de la derivada de una funcién en varias
variables definida sobre un abierto A de R%,
f:Ac R"> R™, n> m>1, en un punto a de A en la
direccién del vector y de R™, como la existencia del
limite la siguiente expresion y notada como f'(a; y),

fla+hy) —f(a)
- :

flay) = }llg(l)

Derivada de una funcién cuando el vector es nulo,
derivada de una funcién constante, derivada de una
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Elementos
matematicos

Descomposicion

transformacion lineal, derivada de la norma euclidea
de un vector al cuadrado en cualquier punto.

Relacién entre la derivada de una funcién real de
variable real y el comportamiento de una funcién f
real de variable vectorial sobre una recta que pasa por
los puntos ay a +y.

Derivada
direccional

Definicion de la derivada direccional, como la
derivada de la funcién f en el punto a en la direccion
del vector y cuando el vector direccion es unitario,

f'(a;y) con |lyll=1.
Interpretacion geométrica de la derivada direccional.

Derivadas  direccionales y  continuidad, la
derivabilidad no implica continuidad para funciones
en varias variables, ejemplo de una funcién real
definida sobre R? que posee derivada direccional en 0
en cualquier direccién pero no es continua en 0.

Derivada parcial

Definicién de derivada parcial de una funcién real de
una variable vectorial en un punto a, como la derivada
direccional cuando el vector direccién es uno de la
base candnica de R", f'(a;y) con y = ey, (k —ésimo
vector coordenado).

Notacién de derivada parcial.

Interpretacion geométrica. Interpretacion de derivada
parcial de funciones representadas en forma tabular.
Reglas algebraicas para calcular derivadas parciales.
Derivadas parciales de orden superior. Teorema de
Clariaut para igualdad de las derivadas parciales de
segundo orden mixtas. Aplicaciones a las ecuaciones
diferenciales parciales.

Definicién, si la funcién f, admite derivadas parciales
respecto a todas la variables en un punto a, se dice que
es derivable en dicho punto.
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Elementos
matematicos

Descomposicion

Diferencial de
una funcion

Definicién de diferencial de una funcién:

sea f:AcR™ > R", n>1, m =1, f es diferenciable en
un punto a, si existe una transformacion lineal,

T,:R" - R™, y una funcién r:R" - R™,
tal que f(a +v) = f(a) + T,(v) + r(v), donde
r@w) _
vll—o llvll

La transformacion lineal T, se llama diferencial de f en
a.

Interpretacién analitica y geométrica de la existencia
de la diferencial.

Aplicacién del concepto de diferencial para demostrar
que la continuidad, la derivabilidad y la linealidad de
la derivada no implican la diferenciabilidad, con
ejemplos ilustrativos de funciones como las siguientes,
que no son diferenciables en (0,0), segtun las razones

. . . X
indirectas que se enuncian: f:R? » R, f(x,y) = x23y2’

(x,y) # (0,0), f£(0,0) =0, posee derivables parciales
en (0,0), no posee derivadas direccionales segtin todo
vector y no es continua en (0,0);

2
g:R? > R, g(,y) = 505 (6) # (0,0), g(0,0) =0,
es continua en (0,0), posee derivadas direccionales

segun todo vector en (0,0) y esta derivada no depende
linealmente del vector direccién;

h:R* > R, h(x,y) ===, (x,y) # (0,0), h(0,0) =0,

posee derivada direccional en (0,0) segin todo vector
direccion y esta derivada es lineal respecto al vector
direccion, sin embargo, no es continua en (0,0);

6+ 2/

P:R* > R, 9(x,y) = x4+y2, (x,y) # (0,0), ¢(0,0) =0,
que es continua en todo el plano, admite en todos los
puntos del plano derivadas direccionales que
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Elementos
matematicos

Descomposicion

dependen linealmente del vector direcciéon, pero no
satisface la regla de la cadena, porque al considerar el

camino A(t) = (t, t?sin %), la funcion
compuesta @°A:R = R, no es derivableen t = 0.

Gradiente de un
campo escalar

Definicién del gradiente de una funcién como df = Vf
df:R" - (R")* = L(R" - R)
a - df (a)
tal que,
df(a):R" - R
y = df(@y = (D1f (@), , Dpf(@)). ¥

Relacién geométrica de la derivada direccional con el
vector gradiente.

Reglas algebraicas para gradientes. Aplicaciones
geométricas. Conjuntos de nivel. Planos tangentes,
recta normal.

Teorema:
diferenciabilidad
implica
derivabilidad

Sean A € R", un abierto, f:A - R™, a un punto
interior de 4, si una funcién f es diferenciable en A con
diferencial T,, entonces existe la derivada f'(a;y),
para todo vector y de R" y T,(¥) = f'(a;y).

Segun sean los valores de n y m, si f es diferenciable
en a, la diferencial T, = Df(a) viene dada en forma
matricial respecto a las bases de R™ y R™ por la matriz
jacobiana cuyas m filas son la n derivadas parciales de
cada una de las m componentes f; de f, esto es,

O(f, - fn
T, = Df (@) = (Dif; (@) _ Ui m) o,

i=1-nj=1-m 9 (xg - Xp,)
La matriz jacobiana para los tipos de funciones es:
Si f es una funcién real de variable real,
To(y) = Df(@)(y) = f'(@)y.

Si f es una funcion vectorial de una variable real,
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Elementos . .
J Descomposicion
matematicos
To() = Df (@) = y(fi' (@), fm'(@)).
Si f es un campo escalar,
To(y) =Df(@)(y) =Vf(a)y.
Si f es una funcién vectorial de una variable vectorial,
campo vectorial, la diferencial de f en a,
a(fr, - fm)
T,(») =D =~ T (q) -
) =Df(@)(y) IS (@)-y
m
=) V(@ ey
k=1

Teorema:
diferenciabilidad |Si f es una funcién en varias variables diferenciable en
implica a, entonces f es continua en a.
continuidad

Sean A € R", f:A > R"™, y a un punto interior de A. Si
Teorema: las derivadas parciales D;fi(i =1,--,m; j =1,---,n)
condicién existen en una vecindad de 4 y son continuas en a,
suficiente de entonces f es diferenciable en a con diferencial Df (a)
diferenciabilidad |representada por la matriz jacobiana de orden m X n

evaluada en a.

Funciones de clase C¥. Norma de un diferencial.

) Aproximar localmente una funcién definida sobre un
Férmula de : n . . . .
Tavlor abierto A de R" por un polinomio. Polinomio de
y Taylor de orden k. Resto de Taylor de orden k.
Diferencial de orden m.

Tabla 9. Elementos matemaéticos que configuran el concepto de diferencial segtin

los libros de texto analizados

Del anélisis anterior en la Tabla 10, se presentan los elementos
matematicos identificados y se registra la presencia o ausencia del
elemento en cada texto segtn la editorial.
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Editoriales
1._]
1 - =

Elementos matematicos r? E = = ’{? § g’;)r‘ g g (% g g

c 22 E% |2 |R|25 |2% |E

B e B% |37 |& § < g |3
Derivada de una funcién X X
Derivada direccional X X X | XX X X | X
Derivada parcial X X X | X | X X X | X
Diferencial de una funcién X X X | X | X X X | X
Gradiente de un campo escalar | X X X [ XX X X | X
Teorema. DiferenCiabﬂidad X X X X X X X X
implica derivabilidad
Teorema. Condicién suficiente X X X | x| x X X | x
de diferenciabilidad
Férmula de Taylor X X X | X X

Tabla 10. Resumen de los elementos matematicos que configuran el concepto de
diferencial y que aparecen reiteradamente en los libros de texto analizados

Esquema del concepto de diferencial

El anédlisis de investigaciones relacionadas con el concepto de
diferencial, incluidas en el estado de la cuestion de la investigacion, en
el anédlisis de los libros de texto, en el desarrollo histérico del concepto,
en el estudio de los conceptos relacionados y en la experiencia como
docentes en el area de analisis matematico, orientoé la inclusion de los
siguientes aspectos necesarios para la comprension del concepto de la
diferencial de una funcién en varias variables: los elementos
matematicos que constituyen el concepto de diferencial, las relaciones
légicas que se establecen entre los elementos matemaéticos y los
sistemas de representaciéon. A continuacion se describe cada uno de
estos aspectos.
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Elementos matemdticos

Los elementos matematicos de la diferencial de una funcién en varias
variables, como adaptacion de la definicion de “elemento” de Piaget,
es “el producto de una segregacion o disociacién de las partes y de sus
propiedades”®”. En este trabajo, al igual que en Aldana 2011%, no se
referencia la coleccion de acciones, procesos u objetos, que son formas
de conocer los elementos matematicos del concepto, sino la coleccion
de elementos matematicos que lo configuran.

Al respecto, Beker afirma:

[...] que en el propodsito de resolver una tarea, las personas
coordinan y sintetizan las acciones, los procesos y los objetos para
formar estructuras, es decir, coordinan los elementos que
constituyen el concepto matematico. Es por esto que una etapa
previa en la investigacion consistié en determinar cuéles son los
elementos matematicos y como se relacionan en términos de
operaciones cognitivas, llamadas relaciones u operaciones logicas
entre los elementos matematicos, para caracterizar el desarrollo
del esquema®.

Con estos planteamientos podemos analizar el desarrollo del
pensamiento de un estudiante mediante el uso de los elementos
matematicos dados en distintos sistemas de representacion y en su
capacidad para establecer las relaciones l6gicas entre estos elementos
en la resolucion de un problema.

Cuando se mencionan los elementos matemaéticos vinculados al
concepto, se hace referencia a las nociones matematicas que lo
configuran, y cuando se nombran los sistemas de representacion
grafico G, algebraico A y analitico AN, se refiere a las formas en que
se pueden representar dichas nociones. Estas representaciones
resultaron del anélisis tedrico y de los libros de texto, ademas son las

%7 Jean Piaget y Rolando Garcia, Psicogénesis e historia de la ciencia, Madrid: Siglo
Veintiuno Editores, 1983, 8.

% Eliécer Aldana, Comprension de la integral... 100-101.

% Bernadette Baker, Laurel Cooley y Maria Trigueros, “A Calculus Graphing
Schema”, Journal for Research in Mathematics Education, 31, 2000: 4.
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que utilizan y coordinan los estudiantes con frecuencia al resolver las
tareas.

En la Tabla 11 se presenta el resumen de los elementos
matematicos del concepto de diferencial de una funcién en varias
variables, los sistemas de representacion grafico, tabular, algebraico y

analitico, como resultado del andlisis tedrico anterior y es una
adaptacion del trabajo de Aldana 20111%.

100 Eliécer Aldana, Comprension de la integral... 100-103.
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(a+Ax,b+ Ay, fla+ Ax, b+ Ay))
superficie z = f(x,y)

\
plano tangente

z = fla,b) = fla,b)(x — a) + fy(a,b)(y — b)

Figura 15. Interpretaciéon geométrica de la diferencial de un campo escalar en tres
dimensiones. Fuente: Stewart, 2002, p. 914.

Existe la transformacion lineal Para todo, 7 =1,...,m,
Ta : R — R™ tal que, fi:ACR*"> R
5713 e ”'f(I)_fﬁcI‘:ﬂ“{I_“)“'“ =0 es diferenciable en a
Definicion \ﬂeorema‘ 4
: I af;
Si existen 7z (a),
Existen Dy f(a) Teorema 2 f:ACR® +R™ Teorema 3 =1 0T
para todo u € R™ f es diferenciable en a. < I=Lyee,m
en una vecindad de a
v son continuas en a
u Definicion ﬁTeorema 1
Existen gii (a) Para todo | [ es continua en a |
Gl IR v el I m

ﬂ Definicion

Sif:AC R RE™

f derivable en a

Figura 16. Relaciones de la diferenciabilidad y propiedades locales
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Relaciones légicas

Las relaciones logicas que se establecieron entre los elementos
matematicos permiten al estudiante hacer inferencias y son, entre
otras, las que a continuacién se analizan.

Conjuncion logica, pAq. La conjuncién légica (A) entre dos
proposiciones es un conector légico cuyo valor de verdad resulta
cierto solo si ambas proposiciones son ciertas y falso de cualquier otra
forma. En el lenguaje formal, si las declaraciones representan
proposiciones en légica proposicional con contenido de verdad o
falsedad, entonces una conjuncién légica es cierta solo si ambas
declaraciones son ciertas.

Ejemplo. La diferencial es un operador lineal si cumple que para
todo par de vectores u, v en R", para todo a en R,

Df(a)(u+v) =Df(a)(w) + Df(a)(v), y
Df (a)(au) = aDf (a)(w).
Condicional,p — q.El condicional es una funcién que toma dos
valores de verdad (por lo general, los valores de proposiciones, p el
antecedente y q el consecuente), devuelve falso cuando los valores de

verdad de p es verdadero y el de g es falso y devuelve verdadero en
cualquier otro caso.

Ejemplo. Si una funcién en varias variables es diferenciable en
un punto a, entonces es continua en a.

Ejemplo. Si una funcién en varias variables es diferenciable en
un punto a, entonces es derivable en a.

Contrarreciproca, =q — - p. Consiste en la implicacion de la
negacion de un consecuente con la negacion de su antecedente.
Formalmente, puede definirse que la condicional es légicamente
equivalente a la implicaciéon de la negacién del consecuente con la
negacion del antecedente (sus tablas de verdad son idénticas),
formalmente se expresan por la férmula l6gica,

@ ->q < (=q--p).
Ejemplo. Si una funcién en varias variables no es continua en a,
entonces no es diferenciable en a.
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Negacion del condicional, —(p — q). Consiste en la negacién
légica de una implicacién, que es légicamente equivalente a
conjuncién légica del antecedente y la negaciéon del consecuente.
Formalmente, puede definirse por la férmula l6gica,

"p-oa)epAag
Ejemplo. No es cierto que la continuidad implique la

diferenciabilidad, ya que puede haber funciones continuas y no
diferenciables.

Bicondicional, p < q. El bicondicional es una funcién que toma
dos valores de verdad (los valores de proposiciones p y q) y devuelve
verdadero cuando p y q tienen el mismo valor de verdad, y devuelve
falso en cualquier otro caso. Ademas, el bicondicional es 16gicamente
equivalente al bicondicional de la negacién de las proposiciones,

peqeap © g

Ejemplo. El campo escalar f es diferenciable en a si y solo si, el
flatv)-f@-Df(@W®) _
Ivll '

operador Df(a) es lineal y, Jimo

fla+v)—f(a)-Df(a)(v)
[lvll

El operador Df(a) no es lineal, o, limo * 0,
v -

si y solo si, el campo escalar f no es diferenciable en a.
Sistemas de representacion

En matematicas, los sistemas de representacion son un lenguaje que
se expresa por notaciones graficas, algebraicas y analiticas, o también
por manifestaciones verbales, por medio de las cuales se describen y
definen los conceptos y procedimientos, asi como sus caracteristicas y
propiedades!®l. Estas representaciones se agrupan en diferentes
registros de representacion, que los estudiantes utilizan para lograr la
comprension del concepto de diferencial de una funcién en varias
variables.

Descomposicién genética del concepto de la diferencial

Como resultado del andlisis del concepto, el ciclo ACE y siguiendo la
metodologia propuesta por la teoria APOE, se describe a continuacion

101 Eliécer Aldana, Comprension de la integral... 111.
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la ruta hipotética, en términos de acciones, procesos, objetos y
esquemas, asi como los mecanismos de construccion que un
estudiante debe seguir para la comprension del concepto de
diferencial, como una version refinada del modelo que se propuso en
un comienzo de la investigacion. Enseguida se expone la enumeracion

de los parrafos para hacer las respectivas referencias.
A. Comnstrucciones previas

El concepto de funciéon en varias variables FVV, como objeto
representado por la ecuacion (24), porque al desencapsularlo se tienen
los siguientes elementos como procesos, segtin sean los valores de n'y
m:

1. Funcion real de variable real, FR, paran = 1y m = 1, tal que a cada
nimero real del dominio asigna un tinico nimero real.

2. Funcion vectorial de una variable real, FVR, paran =1y m > 1, tal
que a cada real del dominio le asigna un tnico vector en R™.

3. Funcién real de una variable vectorial o campo escalar, CE, para
n>1y m=1, tal que a cada vector de un abierto 2 € R", le
asigna uno y solo un real.

4. Funcioén vectorial de una variable vectorial o campo vectorial, CV
paran >1y m > 1, tal que a cada vector en R" le asigna un tinico
vector en R™.

f2cR*—> R™

x =y = fx). (2

5. El espacio vectorial, R",n > 1, sobre el campo R, como esquema,
generado por la coordinacion de los esquemas de conjunto,
operacion binaria y axioma, que incluyen: la base canénica como
objeto y el producto interior entre los espacios vectoriales como
proceso.

6. El concepto de transformacién lineal como objeto para asimilar el
espacio de las transformaciones lineales sobre el campo R, y
calcular diferentes normas.

7. El concepto de limite de una funcién de variable real y su
generalizacién a funciones de varias variables como esquema.
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8. El concepto de derivada como esquema para asimilar el objeto
derivada de una funcién en un punto y la funcién derivada.

B. Construccion del objeto derivada direccional de una funcion real
de variable vectorial DD

1. Graéfico-analitico. Dado un CE, definido de un abierto A de R? en
R, un punto P(xq,y,) de 4, un vector unitario u = (u,, u,), la accion
de interpretar geométricamente la derivada direccional de f en
(x0,¥o) en la direccion del vector unitario u como la pendiente de
la recta tangente, a la curva formada por la interseccién del plano
que pasa por P en direccion del vector u con la gréfica de la
funcién f, en el punto (xq, yo f (X0, ¥0))-

2. Algebraico-analitico. Dado un CE f, definido de un abierto A de
R? en R, un punto P(x,,y,) de A, un vector unitario u = (uy,uy),
la accion de calcular la derivada direccional de f en (xg,y,) en la
direccién del vector unitario u, aplicando la ecuacion (25).

f((xOJyO) + t(upuz)) — f(x0,¥0)

Dy f (%0, ¥0) = ltl_r)r(} : (25)

3. Interiorizar las acciones B.1, en el proceso que: dado un abierto A
en R", un punto (ay, ...,a,) en 4, un CE, definido de Aen R, y un
vector u = (uy,...,u,) en R"™—{0}, representa e interpreta la
derivada direccional de f en el punto a en direccién del vector u
como la razén de cambio de f cerca del punto a en el conjunto
unidimensional {a + tu: t € R}.

4. Interiorizar las acciones B.2, en el proceso que: dado un abierto A
en R", un punto (ay, ...,a,) en A4, un CE f, definidode Aen R, y
un vector u = (uq,...,u,) en R™—{0}, calcula la derivada
direccional de f en el punto a en direccion del vector u verificando
ecuacion (26).

f(a; + tuy, ..., ay + tu,) — f(ay, ..

) an)
- . (20)

D,f(ay,..ay) = ltin&

5. Coordinar los procesos B.3 y B.4 en el proceso, que dado un CE
definido sobre un abierto A en R", un punto (ay, ...,a,) en 4, un
CE f, definido de A en R, y un vector u = (ug, ..., u,) en R™ — {0},
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calcula la derivada direccional de f en el punto a en direccién del
vector u y da una interpretacion geométrica de esta derivada.

6. Encapsular el proceso B.5 en el objeto derivada direccional del CE
f en el punto a en direccién del vector unitario u, y notarla como

Z—i (a) = D,f (a) que se interpreta como la razén de cambio del CE

f en el punto a en direccién de un vector unitario u y se calcula
aplicando la expresion (27)

af - f(aq + huy, ...,a, + huy) — f(aq, ..., ay)
—(a) = lim
. fla+hw) - f(a)
= lim
h—-0 h

C. Construccion del objeto derivada parcial de una funcion real de
variable vectorial o CE

1. Grafico-analitico. Dado un CE f, definido sobre un abierto A de
R?* enR, un punto fijo (a,b) de A, la accién de interpretar
geométricamente la derivada parcial de f respecto a la variable x,
como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion
g(x) = f(x, b) (representa la traza de la superficie z = f(x,y) enel
plano y = b) en el punto (a,b, f(a, b)), y la derivada parcial de f
respecto a la variable y como la pendiente de la recta tangente a
la gréfica de la funcién h(y) = f(a,y) en el punto (a, b, f(a, b)).

2. Algebraico-analitico. Dado un CE, definido sobre un abierto A de
R? en R, un punto fijo (a, b) de 4, los vectores unitarios { = e; =
(1,0) yj=e, = (0,1), la accién de calcular la derivada parcial de
f respecto a la variable x en el punto (a, b) segtin la ecuacion (28)
y la derivada parcial de f respecto a la variable y en el punto (a, b)
segin la ecuacion (29):

gla+t)—gla@) . fla+tb)—f(ab)

g'(a) = lim

t—0 t
i f((a,b) + te;) — f(a, b) (28)
5}0 t
= a (a, b)
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h(b + h) — h(b) =limf(a,b +t)—f(a,b)

GONIT

t t—0 t
i f((a,b) + te;) — f(a,b) 29)
5}0 t
= @ (a, b)

3. Repetir las acciones C.1 para diferentes puntos (a, b) y para otros
CE. Para CE generales definidos sobre abiertos de R", conn > 1,
considerar que la derivada parcial de f respecto a x;, j = 1,...,n,
enel punto a = (a4, ..., a,) da informacién del comportamiento de
f para valores x cercanos al punto a, cuando x esta en el conjunto
M = {a + te;: t € R}.

4. Interiorizar las acciones C.2, en el proceso que: dado un abierto A
en R", unpuntoa = (ay,...a,)de 4, unCE f de Aen R, un vector
u=¢enR"—{0}, j=1,..,n,cone =(1,0,..,0), e, =(0,1,...,0),
e, = (0,0, ...,1), vectores de la base candénica de R", calcula la
derivada parcial de f respecto a la variable x;, en el punto a segin
la ecuacion (30):

(30)

g(a) = limf(a +tg) = /(@) :

0x; t—0 t

5. Coordinar los procesos C.3 y C.4 en el proceso que, dada una FRV
definida sobre un abierto A en R", un punto a = (ay, ..., a,) de 4,
unCE f deAen R, unvectoru =e¢;enR" —{0}, j =1,...,n,con
e; = (1,0,...,0), e, = (0,1, ...,0), e, = (0,0, ...,1), vectores de la base
canénica de R", calcula e interpreta, grafica, analitica y
numéricamente la derivada parcial de f respecto a la variable x;,
j=1,..,n, enel punto a.

6. Encapsular el proceso C.5 en el objeto derivada parcial, DP, de f

) 9
respecto a la variable x;, en el punto a, representarla como a—; (a),
]

e interpretarla como la razén de cambio de f con respecto a la
variable x; cuando las demas variables x;, k # j, son fijas, o
también como la variacién de la funcion en vecindades del punto

129



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MAATEMATICAS

a en la direccion del vector e¢; de la base canoénica de R", y
algebraicamente se expresa por la ecuacion (31).

af (a) _ limf(al’ veey aj + h; an) - f(al, veey Clj, . an)
ax] h—0 A (31)
= 11m
h—0 h

D. Construccion del objeto derivada de una funcién real de variable
vectorial en un punto respecto a un vector DFRV

1. Desencapsular el objeto derivada direccional de la funcién f en el
punto a en direccién del vector u, en el proceso que dado f, un
punto a y un vector arbitrario (no necesariamente unitario o de la
base candnica) w, encuentra si existe el limite dado por la ecuaciéon
(32),

+ hwy, ...,a, + h —
Dwf(a) — }li_rgf(al Wy an h Wn) f(al an)’ (32)

e interpretar D,,f (a) como la razén de cambio de f en el punto a,
en la direccién de un vector arbitrario w de R™.

2. Encapsular el proceso D.1 en el objeto la derivada de la funcién f en
el punto a respecto al vector w, hallando si existe el limite de la
ecuacion (32).

E. Construccion del objeto diferencial de una funcion real de variable
real DIFR

1. Grafico-numérico. Dada una funciéon FR, f, definida sobre un
subconjunto abierto A de R y un punto a de 4, la accién de
interpretar geométricamente la DIFR como el cambio de altura de
recta tangente, T(x), a la grafica de la curva y = f(x) en el punto
(a, f(a)), al variar x en el intervalo [a,a + h] con h > 0.

2. Algebraico-numérico. Dada una funcién f real de variable real
definida sobre un subconjunto A de R y el valor numérico de un
elemento a de A, la accion de calcular la diferencial de f en a:
desencapsulando el objeto derivada de la funcién en un punto,
verificando si existe la aplicacion descrita en (33), y si esta
aplicacion es lineal, T, (au + pv) = aT,(u) + BT, (v), a, § reales.
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T,ACSR->Rue-T,(uw) =f'(a)(u)= }li_r)r(l)f(a il h})l _ f(a)u (33)

Ademas, verificar si la funcién error definida en la expresion (34)
es continua en 0, }llirr(l) E,(h) = 0.

Ei;ACR-R
e ﬂa+m—f$?4ﬁmxm,:ﬁh¢o 4
0, sih=0

3. Grafico-analitico. Interiorizar las acciones E.1, en el proceso que
interpreta geométricamente la diferencial de la funcién f en un
punto a, como la posibilidad de linealizar la funcién en
vecindades del punto.

4. Algebraico-analitico. Interiorizar las acciones E.2, en el proceso que
calcula la diferencial de la funcién f en el punto a, al aproximar
un punto arbitrario x al punto fijo a.

5. Gréfico-analitico. Coordinar los procesos descritos en E.3 y E4 en
el proceso que establece que una FR, f es diferenciable en un
punto a, como la posibilidad de aproximar f(x), para x
suficientemente cerca a a por la aplicacion afin, x = f(a) +
f'(a)(x — a), e interpretar geométricamente como la posibilidad
de linealizar la funcién y = f(x) en el punto (a, f(a)), aproximar
la grafica de la funcién por la tangente en vecindades del punto
(a,f(a)).

6. Encapsular el proceso E.5 en el objeto matematico la funcién real
de variable real diferenciable en un punto, DIFR y representarla
como la aplicacién lineal dada por la expresion (35) :

Df(a):R — R

heDf@h=f@h O
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F. Construccién del objeto diferencial de una funcion vectorial de
variable real DIFVR

1.

Grafico-numeérico. Dada una FVR f, definida de un abierto A de R
en R?, un real a de 4, la accién de graficar la curva en el plano que
representa a f, el punto f(a) y encontrar el vector tangente a f en
el punto f(a).
Algebraico-analitico. Dada una FVR, definida sobre un abierto A
de R en R?, y un punto a interior de 4, la accion de calcular el
incremento de f al variar x en el intervalo [a, a + h] y compararlo
con los cambios del vector tangente a f en (a, f (a)).
Gréfico-analitico. Interiorizar las acciones F.1 en el proceso que
determina si una funcién vectorial de variable real es diferenciable
e interpretarla geométricamente que cuando x — a, el vector
f'(a)(x — a) tiende a la porcién de curva,

Af(a) = f(a+h) = f(@).
Algebraico-analitico. Interiorizar las acciones F.2 en el proceso, que
dada una funcién vectorial de variable real, f:4 € R — R?

determinar si la funcidon es diferenciable en a al verificar si el
lf (a+w)—f(a)-Df (@)ull, -0

[ul

operador dado por (36) es lineal y si |lilm0
ul—

Df(a):R — R?
x = Df(a)(x) = f'(@x) = (fi'(@)x, f2’'(a)x).

Algebraico-analitico. Coordinar los procesos F.3 y F.4 en el proceso
que dada una FVR y un punto a de su dominio, f:4 € R — R™,
m > 1, determina que f es diferenciable en a, si existe una
transformacion lineal, T,:R — R™, m > 1, tal que,

Ta@) = (f{(@), .. fa(@)u, y que lim V=R okl
VA d

[ul
e interpretar geométricamente la diferencial como la posibilidad
de linealizar (existencia del vector tangente a la curva f en el
punto f(a)) en vecindades de f(a).
Encapsular el proceso F.5 en el objeto diferencial de una funcién
vectorial de variable real, DIFVR.

(36)

=0,

D,f(a) = ;ll_r}%
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G. Construccion del objeto diferencial de un campo escalar DICE

1.

Analitico-algebraico. Dada una funcién de dos variables, la accion
de verificar que la existencia de la derivada de la funcién en un
punto respecto a cualquier vector no implica que la funcién sea
continua en el punto. Ejemplo, la funcion f:R? — R, definida

xy?
como f(x,y) =z 3

direccionales en (0,0) en direccion de cualquier vector, sin
embargo la funcién no es continua en (0,0).
Analitico-algebraico. Dada una funcién de dos variables, la accién
de verificar que la existencia de la derivada de f en un punto
respecto a cualquier vector w y que sea continua en el punto, no
implica que la derivada sea un operador lineal. Ejemplo, para la
2
ESAp
x2+y? #0, existen las derivadas direccionales en (0,0) en
direccién de cualquier vector, ademads es continua en (0,0); sin
embargo, la derivada direccional en (0,0) no es lineal respecto al
vector direccion.
Analitico-algebraico. Dada una funciéon de dos variables con
derivada direccional lineal respecto al vector direccién en un
punto y discontinua en este punto, la accion de verificar que la
existencia de la derivada de f en un punto respecto a cualquier
vector w, no implica la continuidad de la funcién en el punto.
Ejemplo, la funcion h:R? > R definida como h(0,0)=0 vy
h(x,y) = :Zz si (x,y) # (0,0), existen las derivadas direccionales
en (0,0) y dependen linealmente del vector direccién, sin embargo
es discontinua en el origen.
Repetir las acciones G.1, G.2, G.3, para varios casos de funciones e
interiorizarlas en el proceso que dado un CE f y un punto a de su
dominio, la existencia de su derivada en a no garantiza la
continuidad y la diferenciabilidad de f en a, como si ocurre para
el caso de las funciones reales de variable real.
Encapsular el proceso G.4 en la propiedad que en un CE la
derivabilidad no implica continuidad.
Grafico-analitico. La accién de interpretar geométricamente la
diferencial de una funcién de f definida de A € R?> a R en un
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punto (a,b) como el cambio de altura del plano tangente a la
superficie f en el punto (a, b, f(a, b)) cuando un punto (x,y)
cambia del punto (a,b) al punto (a + Ax, b + Ay).

7. Analitico-algebraico. Dado un subconjunto 4 de R* una funcién
f:A - R, un punto (a,b) interior de A4, la accién de calcular la

diferencial de f en (a,b), estableciendo si el, lim E(Ax,Ay)
I(Ax,Ay)l|-0

es 0, que es equivalente a la ecuacion (38), y su diferencial es
9 9
Df(ab) = (£ (@b.L@h)

fla+Ax,b + Ay) — f(a,b) — %(a, b)Ax — %(a, b)Ay

. 38)
1 =0, (
1(ax,89)l1—0 1(Ax, Ay) ]

8. Interiorizar la accién G.6 en el proceso que dado un abierto 4 € R",
una funcién f:A - Ry un punto interior a de 4, interpretar
geométricamente la diferencial de f en a, Df (a), definida como el
operador de R" en R, que tiene la propiedad de ser lineal y se
utiliza para linealizar la funcién f en a.

9. Interiorizar la accién G.7 en el proceso, que dado un abierto A S
R™, una funcién f: A - Ry un punto interior a de 4, determina si
f es diferenciable en el punto a y calcula su diferencial por la
ecuacion (39), denominarla como el vector gradiente de la funcién
f evaluado en el punto a,

of@@ af(a)>_ )

) )
0x4 d0xy,

Df(@ =Vf(@ = (

10. Coordinar los procesos G.8 y G.9 en el proceso que dado un
subconjunto 4 € R", una funcién f: 4 —» R y un punto interior a
de A, determina si f es diferenciable en el punto a y calcula su
diferencial dando una interpretacion geométrica y analitica.

11. Encapsular el proceso G.10 en el objeto campo escalar diferenciable
f en el punto a, DICE.

12. Desencapsular el objeto DICE, en el proceso que dado un
subconjunto A € R" una funcién f: A - R y un punto interior q,
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prueba que si f es diferenciable en un punto a, entonces f es
continua en a.

13. Encapsular el proceso G.12 en el objeto matematico,
diferenciabilidad implica continuidad, TDICO.

14. Desencapsular el objeto DICE, en el proceso que dado un
subconjunto A € R", una funcién f: 4 —» R y un punto interior q,
prueba que si f es diferenciable en un punto a, entonces existe la
derivada direccional de f en el punto a en cualquier vector
direccién w, f'(a; w).

15. Encapsular el proceso G.14 en el objeto, para campos escalares
diferenciabilidad implica derivabilidad. TDIDE.

16. Desencapsular DICE en el proceso de encontrar la mejor
estimacion de un campo escalar f, definido en forma tabular, en
puntos no registrados en la tabla.

H. Construccién del objeto diferencial de un campo vectorial DICV

1. Analitico-algebraico. Dado un subconjunto de A de R? un campo
vectorial f: A € R? - R3, un punto a de 4, la accion de establecer
si f es diferenciable en a determinando si los CE fi,f5,fs,
definidos de R? a R son diferenciables en a.

2. Analitico-algebraico. Dado un subconjunto de A de R? un campo
vectorial f: A € R? - R3, un punto a de 4, la accion de establecer
si f es diferenciable en a verificando si la aplicacién definida en
(40) es lineal, para a y f escalares y u,v vectores en R?,

T,(au + pv) = aT,(u) + BT, (v).

T,;R?2 - R®

[0f1 0f1 . ]
6_x1 (@) (’)_xz (@)

0 0
u — T,(u) =Df(a)(u) = a—fl(a) O_Z(a) Z;] (40)
af3 af3

6_x1 (@) a_xz (a)_

Ademas, verificar si la funcion definida en la expresion (41),
E(a,v) —» 0, cuando ||v||, = 0.
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Ea:AC R? - R3
If (a+v)—f(a) —Df(@)(@)l5
v > E(a,v) = Ioll, o
0, siv=20

v*+0 (41)

Interiorizar las acciones de H.1, en el proceso que dado un
subconjunto 4 deR", n>1,unCV f:4 € R" - R™, un punto a
de A, la accion de establecer si f es diferenciable en a determinando
silos CE, fi, ..., fm, definidos de R™ a R son diferenciables en a.

Analitico-algebraico. Interiorizar las acciones H.2, en el proceso
que dado un subconjunto de A de R* un CV f:4 € R" - R™, un
punto a de A, determina si f es diferenciable en a verificando si
la aplicacién definida en la ecuaciéon (42) es lineal (para a y f8
escalares y u,v vectores en R, T, (au + pv) = aT,(u) + BT, (v).

T,,R* - R™

R O]
| 01 axn | (42)
w1 =Df@w = a []
I (a) 'm(ﬂ“”
1

Ademas, verificar si la funcién definida en (43), satisface
”E(a'v)“m —_ 0

lvilp=0  lvln

E,;;ACR" > R™
fla+v) - f(a) - Df(a)(v)

v - E,(v) =E(a,v) = T ,siv=0 (43)
0, siv=0.
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