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PRESENTACION

El propésito de la investigacion denominada “La cognicién y la
ensefianza del concepto de diferencial, desde la teoria APOE. Un aporte a la
formacion de profesores en matemdticas”, es describir y explicar la forma
en que los estudiantes de pregrado comprenden la diferencial de una
funcién en varias variables, que es una propiedad de algunas
aplicaciones matematicas con dominio en un subconjunto abierto del
espacio n —dimensional R" y recorrido en el espacio m-dimensional
R™ de poder ser aproximadas por una transformacién lineal en un
punto de su dominio®.

El estudio del fenémeno de la comprension, fundamentado en
la nocién del desarrollo del esquema, es importante en didactica de la
matemadtica en el campo de la formacién de profesores, porque se
determinan aspectos en los que hay que poner mayor énfasis en la
docencia y proporciona indicadores sobre la forma de hacerlo a través
del disefio actividades de instrucciéon y la elaboracion de material
didactico validado en pruebas experimentales?.

El marco tedrico utilizado es APOE, un enfoque para el estudio
de la comprension conocido en inglés como Actions, Process, Object,
Schema (APOS), desarrollado por Dubinsky y sus colegas, con la
contribucién de trabajos de investigaciones en educacién matematica.
Este enfoque extiende las ideas de la abstraccion reflexiva del
pensamiento matemético elemental al avanzado y define la
comprension como el resultado de realizar acciones sobre objetos, de
interiorizar las acciones en procesos, coordinar dos o mas procesos
para generar uno nuevo, encapsular procesos para construir objetos o
desencapsular objetos en procesos y organizar las estructuras de

1 Tom Apostol, Calculus Volumen 2. Barcelona: Reverté, 1988, 328.
2 Maria Trigueros, “La nocién de esquema en la investigacion en matemaética
educativa a nivel superior”, Educacion Matemitica, 17, 2005: 6.
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acciones, procesos y objetos en esquemas, con el propésito de
utilizarlos en la resoluciéon de problemas. El progreso en la
comprension se produce cuando se reconstruye una situacion
problematica similar a una ya resuelta, pero con un nivel superior de
dificultads.

El tipo de investigacion es cualitativa orientada a la
comprension, que tiene por objetivo describir e interpretar la realidad
educativa desde adentro. Y con este propdsito se realizé un ciclo de
tres componentes: el andlisis teérico, el disefio e implementacion de la
instruccion y la recoleccién y andlisis de informacion®.

El proposito del anélisis tedrico es establecer y caracterizar los
elementos matematicos, las relaciones légicas que configuraran el
concepto y sus formas de representacion, a través del estudio histérico
y epistemoldgico y de la presentacion en los libros de texto de la
diferencial de una funciéon en varias variables (DIFVV) y de los
conceptos relacionados. Este andlisis permiti6 disefiar una ruta
hipotética de aprendizaje del concepto, denominada descomposicion
genética preliminar (DG), que orient6 el disefio de actividades, clases
y ejercicios, denominado el ciclo ACE.

La implementacién de la instruccion foment6 la construccion
de las estructuras mentales descritas por la descomposiciéon genética
preliminar (DG) y facilité recoger la informacién a través de la
aplicacion de wun cuestionario y la realizacion de entrevistas
semiestructuradas.

El anélisis de la informacién segtin la DG posibilit6 inferir que
la evidencia empirica y el andlisis tedrico describieron las mismas
construcciones mentales requeridas para comprender el concepto por
algunos estudiantes, ubicar a cada estudiante en un nivel de desarrollo
del esquema, detectar errores y dificultades, y refinar la DG.

3 Mark Asiala y otros, “A Framework for Research and Development in
Undergraduate Mathematics Education”, Research in Collegiate Mathematics
Education, 2, 1996, 1-32.

4 Jllana Arnon y otros, APOS Theory, A Framework for Research and Curriculum
Development in Mathematics Education. New York: Springer Science, 2014, 1-4.
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Los resultados obtenidos del desarrollo del esquema estdn
vinculados con la capacidad que demuestran los estudiantes para
relacionar los elementos que configuran la DIFVV durante la
resolucion de las tareas del cuestionario y las argumentaciones en las
entrevistas. Las caracteristicas de cada nivel se describieron en
términos de la teoria, la idea de sintesis, la coherencia y completez del
esquema, y se organizaron de la siguiente forma:

Nivel Intra. Se consideran dos subniveles: el Intra 1, donde se
ubicaron los estudiantes que no comprenden como objeto la
diferencial de ninguna funcién de varias variables; el Intra, donde se
ubicaron los estudiantes que comprenden la diferencial de una
funcién real de variable real.

Nivel Inter. Tiene tres subniveles: el Inter 1, que corresponde a
estudiantes que comprenden la diferencial de una funcién vectorial de
variable real; Inter 2, donde se ubicaron los estudiantes que
comprenden la derivada parcial y la derivada direccional; Inter, donde
se ubicaron quienes comprenden la diferencial de un campo escalar.

Nivel Trans. Incorpora dos subniveles: Trans 1, que
corresponde a estudiantes que demostraron comprender la diferencial
de un campo vectorial; y Trans, donde se ubicaron estudiantes que
comprenden la diferencial de cualquier funcién en varias variables.

Al finalizar el ciclo de investigaciéon se expone la version
refinada de la DG, segtin los errores y dificultades que tuvieron los
estudiantes para comprender la DIFVV.

Palabras clave: comprension, diferencial, funcién en varias variables,
APOE, abstraccion reflexiva, esquema, niveles de desarrollo.
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INTRODUCCION

La investigacion tiene como propoésito describir y explicar la forma en
que los estudiantes de pregrado comprenden el concepto de la
diferencial de una funcién en varias variables (DIFVV) y caracterizar
los niveles de desarrollo del esquema, que se define como “la
estructura o la organizacién de acciones, que se transfieren o se
generalizan con motivo de la repeticion de una accién determinada en
circunstancias iguales o analogas”®.

Al respecto, la comprensién es un proceso interminable de
construccion de esquemas iterativos infinitos, a través del desarrollo
cognitivo en el que el estudiante reconstruye y reorganiza las acciones
fisicas o mentales en un plano superior de pensamiento, conocido
como abstraccion reflexiva®.

Investigar sobre la comprensién es muy importante en la
formacioén de docentes para promover el desarrollo del pensamiento
matematico de los estudiantes —porque permite obtener informaciéon
atil para disefiar e implementar tratamientos de instruccién, elaborar
y utilizar material didactico validado por pruebas experimentales —,
y para posibilitar la utilizacién y aplicacion de este concepto en
situaciones problema.

En este sentido, Stewart manifiesta que pretender buenos
niveles de comprension debe ser el principal objetivo de la ensefianza
del célculo y para lograrlo los temas deben tener variadas
representaciones que permitan cambiar la forma de ensefar el
razonamiento conceptual’. Sin embargo, es un proceso complejo,

5 Jean Piaget y Barbel Inhelder, Psicologia del nifio. Madrid: Ediciones Morata, 1978,
20.

¢ Jlana Arnony otros, APOS Theory, ... 7.

7 James Stewart, Cdlculo Multivariable. Mexico: Thompson. Learning, 2002, 2.
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debido a las mdultiples interacciones entre los aspectos historicos,
tedricos, epistemologicos, pedagodgicos y didacticos que intervienen.

Para afrontar esta complejidad, la comunidad de educacion
matematica ha desarrollado y validado diversos enfoques teéricos,
como los constructivistas, socioconstructivistas, interaccionistas y
antropoldgicos, entre otros. Dentro de los enfoques constructivistas
estd APOE, que para estudiar la cogniciéon y la ensefianza de los
conceptos analiza los objetos mentales, sus transformaciones y
relaciones.

El enfoque APOE ha demostrado ser pertinente para investigar
y explicar como los estudiantes universitarios comprenden y son
capaces de integrar los conceptos matematicos del pensamiento
matematico avanzado (PMA). Por eso, los estudios apoyados en la
nocién de esquema sefialan las relaciones en las que hay que poner
mayor énfasis en la docencia y proporcionan indicadores de la forma
de hacerlo8.

Respecto a una funcién en varias variables, esta se define como
una aplicacién con dominio en un subconjunto abierto del espacio
n —dimensional R™ y recorrido en el espacio m-dimensional R™.
Sobre la importancia de este tipo de funciones, Thomas y otros autores
afirman que desde el punto de vista matemaético y de sus aplicaciones,
estas se presentan con mas frecuencia que las funciones de una sola
variable, el calculo es atin mas complejo y su desarrollo es uno de los
logros mas contundentes de la ciencia®.

Una complejidad en su estudio se manifiesta cuando [...] al
trabajar con aplicaciones definidas sobre abiertos del espacio
n —dimensional, R",n > 1, carece de sentido considerar cocientes
incrementales de tales aplicaciones y por lo tanto no se puede
generalizar el concepto de derivada en esos términos, sino en términos
de la diferencial de una funcién. Sin embargo, es posible generalizar
el concepto de derivada a subespacios de dimensiéon uno. Aparece asi

8 Maria Trigueros, “La nocién de esquema en la investigacion en matematica
educativa a nivel superior”, Educacion Matemdtica, 17, 2005: 5-31.
 George Thomas y otros, Cilculo con geometria analitica. 6a. edicion, Bogota: Addison-
Wesley Iberoamericana, 1999, 909.

28



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

el concepto de derivada direccional y, como caso particular, la
derivada parciall®.

La diferencial de una funcién en varias variables es una
propiedad de algunas aplicaciones matemaéticas con dominio en un
subconjunto abierto del espacio n —dimensional R" y recorrido en el
espacio m-dimensional R™ de poder ser aproximadas por una
transformacion lineal en un punto de su dominio®!.

Sobre la historia del concepto de diferenciabilidad, este gener6
controversia entre los matematicos que hicieron aportes para su
desarrollo, sobre la conveniencia de su ensefianza y aprendizaje en los
niveles secundario y superior, como se evidencia desde los
precursores del célculo, Fermat, Barrow, Newton y Leibniz, hasta la
actualidad. Entre las razones que propiciaron este hecho se pueden
mencionar el haber considerado en la evolucién del concepto
cantidades como metafisicas (infinitamente pequefias), no se habia
formalizado el concepto de limite y la falta de claridad del lenguaje
utilizado para su representacion.

Ademas, la comprensiéon de la DIFVV presenta obstaculos
epistemolégicos, debido a que varias propiedades que se cumplen
para contextos restringidos a funciones en una variable, no se cumplen
para funciones de varias variables, tales como las siguientes:

e Existen funciones en dos o més variables que pueden ser continuas
respecto a cada variable separadamente y en cambio ser
discontinuas como funcién de dos o maés variables. Ejemplo, la
funcion,

ey = i si @) =00, [00)=0,

es separadamente continua respecto a las variable xe y en x=0y
y=0, respectivamente; sin embargo, es discontinua en el punto
(0,0). Por tanto, la existencia de las derivadas parciales de una

10 Félix Galindo Soto y otros, Cilculo infinitesimal en varias variables. Guia prictica.
Madrid: Paraninfo, 2005, 47.
1 Tom Apostol, Calculus Volumen 2. Barcelona: Reverté, 1988, 328.
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funcién en un punto no garantiza la existencia de todas las
derivadas direccionales de la funcién en este punto!2.
Existen funciones que, aunque poseen todas las derivadas
direccionales en un punto, no son continuas en el punto y, por
tanto, no son diferenciables alli. Es decir, la condicién que la
derivabilidad de una funcién en un punto implica la continuidad
de la funcién en este, es vélida para funciones en una variable, pero
no se cumple para funciones de varias variables. Por ejemplo, para
la funcién,

2
2 six#0, £(0,y) =0,

x2+y*4

fx,y) =

posee derivadas direccionales en (0,0), en cualquier vector
direccidn, sin embargo no es continua en (0,0)13.

Existen funciones que poseen las derivadas parciales en un punto,
pero no son diferenciables en este, por ejemplo la funcién

Floy) =2 si(xy) = (0,0), £(0,0)=(0,0),

x%+y?

es continua y las derivadas parciales existen en (0,0) pero no es
diferenciable en este punto!4.

Existe la tendencia en estudiantes y profesores a creer que el
concepto de diferencial es equivalente al de derivada, debido a los
conocimientos previos de estos conceptos en funciones reales de
variable real, lo cual, en ausencia de contraejemplos para funciones
en varias variables, crea obstaculos cognitivos. Otro aspecto es que
no comprenden facilmente la derivada como una transformacion
lineal.

Ademds, en la organizaciéon del calculo, el concepto de

diferencial tiene un papel secundario respecto al de la derivada,
atribuido a Cauchy, porque no considera la diferencial como un
incremento infinitesimal, que ocasiona inconvenientes para
interpretarla como la posibilidad de aproximar la variaciéon de la

12 Rober Bartle, The Elements of Real Analysis. New York: Jhon Wiley & Sons, 1975,

356.

13 Tom Apostol, Calculus Volumen 2... 314.
14 Robert Bartle, The Elements... 352.
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funcién en vecindades de un punto por una transformacién lineal mas
un error, situacion que es conocida como la férmula de Taylor de
primer orden,

fla+v) = f(a) =T, (v) + |IVI[E(a,v).

Sin embargo, la diferencial ocupa el centro del sistema
conceptual del célculo, en el que la mayoria de las aplicaciones de este
objeto matemadtico a problemas de ingenieria es posible, en virtud de
que los procesos y magnitudes se modelan como funciones
diferenciales en un punto o en un abierto’®.

Por eso, las funciones en varias variables y sus diferenciales se
utilizan para disefiar modelos en términos matematicos que describen
el comportamiento de un fenémeno o sistema. Las leyes que rigen
dicho sistema implican razon o tasa de cambio de una o mas variables,
y las relaciones se describen por ecuaciones o sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias o parciales.

En lo referente a la metodologia de la ensefianza del concepto
de diferencial se presenta una disyuntiva: si optar por un énfasis del
calculo utilizando reglas de diferenciaciéon de funciones de una
variable para hallar derivadas direccionales y parciales, gradientes,
matrices jacobianas, o si optar por el énfasis del andlisis matematico.

Por tanto, los aspectos expuestos anteriormente motivan y
hacen pertinente la investigacion acerca de presentar un modelo de
cognicion de la diferencial, validado y refinado, y establecer los
niveles de desarrollo del esquema que daran directrices para
determinar en cudles aspectos se debe poner mayor énfasis en el
proceso de ensefianza-aprendizaje. Para cumplir con estos propositos,
el texto, resultado de la investigacién, se organiz6 de la siguiente
forma:

El capitulo 2, “Marco de referencia”, comprende la
fundamentacion teérica y metodolégica de la investigacion sobre la
comprension del concepto de diferencial.

15 Pablo Ignacio Gémez Fuentes y Juan Raul Delgado Rubi, “La diferenciabilidad de
funciones en varias variables, una propuesta de tratamiento metodolégico”, Acta
Latinoamericana de Matemdtica Educactiva, 25, 2012: 605.
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El capitulo 3, titulado “Analisis tedérico de la diferencial”,
explica el andlisis tedrico del concepto de la DIFVV. Este capitulo esté
organizado en las siguientes secciones:

e Historia de la evolucion del concepto: su proposito es establecer
los alcances, las limitaciones, los éxitos, las dificultades y las rutas
que los matematicos siguieron para la invencion, el desarrollo y la
formalizacién del concepto.

e Andlisis de la diferencial en los libros de texto: detalla la
organizacion légica y didactica del concepto que es expuesto por
diferentes autores.

e FEl esquema del concepto de diferencial: presenta los elementos
matematicos, las relaciones loégicas y los sistemas de
representaciéon que configuran el concepto y que se consideran
necesarios para la comprensién de este.

e Descomposicion genética DG preliminar de la DIFVV: propone un
modelo hipotético que un estudiante debe seguir para comprender
el concepto en términos de las estructuras mentales de acciones,
procesos, objetos y esquemas, asi como los mecanismos para su
construccién, que conciernen a la interiorizaciéon de acciones, la
coordinacién o inversidon de procesos, la encapsulacién de procesos
en objetos o desencapsulacion de objetos en procesos y la
tematizacion del esquema.

En el capitulo 4, denominado “Disefio e implementacion de la
instruccién, teniendo como referencia la DG preliminar de la
diferencial”, se muestra un conjunto de actividades de instruccion
mediadas por programas informaéticos en el software MATLAB, que
fueron disefiadas, implementadas y depuradas con los grupos de
estudiantes que participaron en el ciclo de actividades, clases y
ejercicios (ACE), y que tenian como propdsito fomentar la
construccion de las estructuras mentales con la activaciéon de los
respectivos mecanismos utilizando diferentes formas de
representacion.

Ademds, se presenta el disefio y la validacion de un
cuestionario que permiti6 recoger y analizar la informacién siguiendo
la DG preliminar del concepto.
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En el capitulo 5 se expone la recoleccion de la informacién,
segtin la DG del concepto, el ciclo ACE con los grupos de estudiantes
que participaron en la investigacion, la soluciéon plausible del
cuestionario, las soluciones de los estudiantes al cuestionario
definitivo y las entrevistas. Posteriormente se analiz6 esta informacion
en las siguientes etapas.

ET1. Codificacion de las categorias para cada tarea, segin las
soluciones individuales del cuestionario y la solucién plausible del
cuestionario.

ET2. Determinacion de las relaciones entre los elementos matematicos
en la solucion plausible del cuestionario, segtin la DG preliminar y las
categorias identificadas en la etapa anterior, lo cual generd redes
semdnticas para cada tarea y una general.

ET3. Analisis de las entrevistas semiestructuradas segtun la DG.

ET4. Andlisis del fenémeno de la comprension de la DIFVV con la
informacion recogida y organizada en las etapas anteriores.

ET5. Agrupacion de las categorias para caracterizar los niveles y
subniveles de comprension del desarrollo del esquema de la DIFVV.
Esta etapa permiti6 validar y refinar la DG preliminar.

En el capitulo 6 se muestran los resultados del desarrollo del
esquema de la DIFVV por cada estudiante, segtin el analisis efectuado
en el capitulo anterior. Los niveles se describen y explican en términos
de los elementos matematicos, de las relaciones 16gicas que se lograron
establecer entre estos y los sistemas de representacion utilizados.

Posteriormente, se expone un andlisis global del desempefio de
los estudiantes segin los niveles previamente determinados, el
desarrollo del esquema de la DIFVV y una version refinada de la DG.

En el capitulo 7 se indican las conclusiones sobre los siguientes
aspectos de la investigacion: el fenémeno de la comprension, el
andlisis del concepto, las implicaciones en la ensefianza, el desarrollo
del esquema, las limitaciones y las perspectivas futuras.
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En dltimo término esta la bibliografia, que corresponde a la
relacion de libros y articulos de investigacion que fueron referencia de
consulta para llevar a cabo el trabajo de investigacion.
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