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PRESENTACION

El propésito de la investigacion denominada “La cognicién y la
ensefianza del concepto de diferencial, desde la teoria APOE. Un aporte a la
formacion de profesores en matematicas”, es describir y explicar la forma
en que los estudiantes de pregrado comprenden la diferencial de una
funciéon en varias variables, que es una propiedad de algunas
aplicaciones matematicas con dominio en un subconjunto abierto del
espacio n —dimensional R" y recorrido en el espacio m-dimensional
R™ de poder ser aproximadas por una transformacién lineal en un
punto de su dominiol.

El estudio del fenémeno de la comprensién, fundamentado en
la nocién del desarrollo del esquema, es importante en didactica de la
matemadtica en el campo de la formacién de profesores, porque se
determinan aspectos en los que hay que poner mayor énfasis en la
docencia y proporciona indicadores sobre la forma de hacerlo a través
del disefio actividades de instruccién y la elaboracién de material
didéctico validado en pruebas experimentales2.

El marco tedrico utilizado es APOE, un enfoque para el estudio
de la comprension conocido en inglés como Actions, Process, Object,
Schema (APOS), desarrollado por Dubinsky y sus colegas, con la
contribucién de trabajos de investigaciones en educacion matematica.
Este enfoque extiende las ideas de la abstraccion reflexiva del
pensamiento matemdtico elemental al avanzado y define la
comprensiéon como el resultado de realizar acciones sobre objetos, de
interiorizar las acciones en procesos, coordinar dos o mas procesos
para generar uno nuevo, encapsular procesos para construir objetos o
desencapsular objetos en procesos y organizar las estructuras de

1 Tom Apostol, Calculus Volumen 2. Barcelona: Reverté, 1988, 328.
2 Maria Trigueros, “La nocién de esquema en la investigacién en matematica
educativa a nivel superior”, Educacién Matemitica, 17, 2005: 6.
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acciones, procesos y objetos en esquemas, con el propodsito de
utilizarlos en la resoluciéon de problemas. El progreso en la
comprension se produce cuando se reconstruye una situacion
problematica similar a una ya resuelta, pero con un nivel superior de
dificultads.

El tipo de investigacion es cualitativa orientada a la
comprension, que tiene por objetivo describir e interpretar la realidad
educativa desde adentro. Y con este propdsito se realizé un ciclo de
tres componentes: el andlisis tedrico, el disefio e implementacion de la
instruccion y la recoleccién y anélisis de informaciéns.

El propésito del andlisis tedrico es establecer y caracterizar los
elementos matematicos, las relaciones logicas que configurardn el
concepto y sus formas de representacion, a través del estudio historico
y epistemoldgico y de la presentacion en los libros de texto de la
diferencial de una funciéon en varias variables (DIFVV) y de los
conceptos relacionados. Este andlisis permiti6 disefiar una ruta
hipotética de aprendizaje del concepto, denominada descomposicién
genética preliminar (DG), que orient¢ el disefio de actividades, clases
y ejercicios, denominado el ciclo ACE.

La implementacion de la instruccion fomenté la construccion
de las estructuras mentales descritas por la descomposicion genética
preliminar (DG) y facilité recoger la informacién a través de la
aplicacion de wun cuestionario y la realizaciéon de entrevistas
semiestructuradas.

El anélisis de la informacién segtin la DG posibilité inferir que
la evidencia empirica y el analisis tedrico describieron las mismas
construcciones mentales requeridas para comprender el concepto por
algunos estudiantes, ubicar a cada estudiante en un nivel de desarrollo
del esquema, detectar errores y dificultades, y refinar la DG.

5 Mark Asiala y otros, “A Framework for Research and Development in
Undergraduate Mathematics Education”, Research in Collegiate Mathematics
Education, 2, 1996, 1-32.

4 llana Arnon y otros, APOS Theory, A Framework for Research and Curriculum
Development in Mathematics Education. New York: Springer Science, 2014, 1-4.
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Los resultados obtenidos del desarrollo del esquema estan
vinculados con la capacidad que demuestran los estudiantes para
relacionar los elementos que configuran la DIFVV durante la
resolucion de las tareas del cuestionario y las argumentaciones en las
entrevistas. Las caracteristicas de cada nivel se describieron en
términos de la teoria, la idea de sintesis, la coherencia y completez del
esquema, y se organizaron de la siguiente forma:

Nivel Intra. Se consideran dos subniveles: el Intra 1, donde se
ubicaron los estudiantes que no comprenden como objeto la
diferencial de ninguna funcién de varias variables; el Intra, donde se
ubicaron los estudiantes que comprenden la diferencial de una
funcién real de variable real.

Nivel Inter. Tiene tres subniveles: el Inter 1, que corresponde a
estudiantes que comprenden la diferencial de una funcion vectorial de
variable real; Inter 2, donde se ubicaron los estudiantes que
comprenden la derivada parcial y la derivada direccional; Inter, donde
se ubicaron quienes comprenden la diferencial de un campo escalar.

Nivel Trans. Incorpora dos subniveles: Trans 1, que
corresponde a estudiantes que demostraron comprender la diferencial
de un campo vectorial; y Trans, donde se ubicaron estudiantes que
comprenden la diferencial de cualquier funcién en varias variables.

Al finalizar el ciclo de investigacién se expone la version
refinada de la DG, segtn los errores y dificultades que tuvieron los
estudiantes para comprender la DIFVV.

Palabras clave: comprension, diferencial, funcién en varias variables,
APOE, abstraccion reflexiva, esquema, niveles de desarrollo.
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INTRODUCCION

La investigacion tiene como propdsito describir y explicar la forma en
que los estudiantes de pregrado comprenden el concepto de la
diferencial de una funcién en varias variables (DIFVV) y caracterizar
los niveles de desarrollo del esquema, que se define como “la
estructura o la organizacién de acciones, que se transfieren o se
generalizan con motivo de la repeticién de una accion determinada en
circunstancias iguales o analogas”®.

Al respecto, la comprension es un proceso interminable de
construccién de esquemas iterativos infinitos, a través del desarrollo
cognitivo en el que el estudiante reconstruye y reorganiza las acciones
fisicas o mentales en un plano superior de pensamiento, conocido
como abstraccion reflexiva®.

Investigar sobre la comprensién es muy importante en la
formacion de docentes para promover el desarrollo del pensamiento
matemadtico de los estudiantes —porque permite obtener informacién
atil para disefar e implementar tratamientos de instruccién, elaborar
y utilizar material didactico validado por pruebas experimentales —,
y para posibilitar la utilizacion y aplicaciéon de este concepto en
situaciones problema.

En este sentido, Stewart manifiesta que pretender buenos
niveles de comprension debe ser el principal objetivo de la ensefianza
del célculo y para lograrlo los temas deben tener variadas
representaciones que permitan cambiar la forma de ensenar el
razonamiento conceptual’. Sin embargo, es un proceso complejo,

5 Jean Piaget y Barbel Inhelder, Psicologia del nifio. Madrid: Ediciones Morata, 1978,
20.

¢ lana Arnon y otros, APOS Theory, ... 7.

7 James Stewart, Cdlculo Multivariable. Mexico: Thompson. Learning, 2002, 2.
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debido a las mdltiples interacciones entre los aspectos histéricos,
tedricos, epistemoldgicos, pedagogicos y didacticos que intervienen.

Para afrontar esta complejidad, la comunidad de educacién
matematica ha desarrollado y validado diversos enfoques teodricos,
como los constructivistas, socioconstructivistas, interaccionistas y
antropoldgicos, entre otros. Dentro de los enfoques constructivistas
estd APOE, que para estudiar la cognicion y la ensefianza de los
conceptos analiza los objetos mentales, sus transformaciones y
relaciones.

El enfoque APOE ha demostrado ser pertinente para investigar
y explicar como los estudiantes universitarios comprenden y son
capaces de integrar los conceptos mateméaticos del pensamiento
matemaético avanzado (PMA). Por eso, los estudios apoyados en la
nocién de esquema sefialan las relaciones en las que hay que poner
mayor énfasis en la docencia y proporcionan indicadores de la forma
de hacerlo8.

Respecto a una funcién en varias variables, esta se define como
una aplicacién con dominio en un subconjunto abierto del espacio
n —dimensional R™ y recorrido en el espacio m-dimensional R™.
Sobre la importancia de este tipo de funciones, Thomas y otros autores
afirman que desde el punto de vista matematico y de sus aplicaciones,
estas se presentan con mas frecuencia que las funciones de una sola
variable, el calculo es atin mds complejo y su desarrollo es uno de los
logros mas contundentes de la ciencia’.

Una complejidad en su estudio se manifiesta cuando [...] al
trabajar con aplicaciones definidas sobre abiertos del espacio
n —dimensional, R",n > 1, carece de sentido considerar cocientes
incrementales de tales aplicaciones y por lo tanto no se puede
generalizar el concepto de derivada en esos términos, sino en términos
de la diferencial de una funcién. Sin embargo, es posible generalizar
el concepto de derivada a subespacios de dimension uno. Aparece asi

8 Marfa Trigueros, “La nocién de esquema en la investigacién en matematica
educativa a nivel superior”, Educacion Matematica, 17, 2005: 5-31.

9 George Thomas y otros, Cilculo con geometria analitica. 6a. edicion, Bogota: Addison-
Wesley Iberoamericana, 1999, 909.
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el concepto de derivada direccional y, como caso particular, la
derivada parciall0.

La diferencial de una funcién en varias variables es una
propiedad de algunas aplicaciones matematicas con dominio en un
subconjunto abierto del espacio n —dimensional R" y recorrido en el
espacio m-dimensional R™ de poder ser aproximadas por una
transformacién lineal en un punto de su dominio®.

Sobre la historia del concepto de diferenciabilidad, este gener6
controversia entre los matematicos que hicieron aportes para su
desarrollo, sobre la conveniencia de su ensefianza y aprendizaje en los
niveles secundario y superior, como se evidencia desde los
precursores del calculo, Fermat, Barrow, Newton y Leibniz, hasta la
actualidad. Entre las razones que propiciaron este hecho se pueden
mencionar el haber considerado en la evoluciéon del concepto
cantidades como metafisicas (infinitamente pequefias), no se habia
formalizado el concepto de limite y la falta de claridad del lenguaje
utilizado para su representacion.

Ademas, la comprension de la DIFVV presenta obstaculos
epistemolégicos, debido a que varias propiedades que se cumplen
para contextos restringidos a funciones en una variable, no se cumplen
para funciones de varias variables, tales como las siguientes:

e Existen funciones en dos o mas variables que pueden ser continuas
respecto a cada variable separadamente y en cambio ser
discontinuas como funcién de dos o mas variables. Ejemplo, la
funcioén,

Xy .
f(x;J’) = m St (X,ZV) * (OIO)I f(OIO) = 0;
es separadamente continua respecto a las variable xe y en x=0y

y=0, respectivamente; sin embargo, es discontinua en el punto
(0,0). Por tanto, la existencia de las derivadas parciales de una

10 Félix Galindo Soto y otros, Cdlculo infinitesimal en varias variables. Guia prdctica.
Madrid: Paraninfo, 2005, 47.
1 Tom Apostol, Calculus Volumen 2. Barcelona: Reverté, 1988, 328.
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funciéon en un punto no garantiza la existencia de todas las
derivadas direccionales de la funcién en este puntol2.

Existen funciones que, aunque poseen todas las derivadas
direccionales en un punto, no son continuas en el punto y, por
tanto, no son diferenciables alli. Es decir, la condicién que la
derivabilidad de una funcién en un punto implica la continuidad
de la funcion en este, es valida para funciones en una variable, pero
no se cumple para funciones de varias variables. Por ejemplo, para
la funcién,

xy?
2+y4

floy) =

posee derivadas direccionales en (0,0), en cualquier vector

six#0, f(0,y)=0,

X

direccién, sin embargo no es continua en (0,0)13.
Existen funciones que poseen las derivadas parciales en un punto,
pero no son diferenciables en este, por ejemplo la funcion
2
foy) =57 si(xy) #(0,0), £(0,0)=(0,0),

x%+y?

es continua y las derivadas parciales existen en (0,0) pero no es
diferenciable en este punto’4.

Existe la tendencia en estudiantes y profesores a creer que el
concepto de diferencial es equivalente al de derivada, debido a los
conocimientos previos de estos conceptos en funciones reales de
variable real, lo cual, en ausencia de contraejemplos para funciones
en varias variables, crea obstaculos cognitivos. Otro aspecto es que
no comprenden facilmente la derivada como una transformacion
lineal.

Ademas, en la organizaciéon del célculo, el concepto de

diferencial tiene un papel secundario respecto al de la derivada,
atribuido a Cauchy, porque no considera la diferencial como un
incremento infinitesimal, que ocasiona inconvenientes para
interpretarla como la posibilidad de aproximar la variacion de la

12 Rober Bartle, The Elements of Real Analysis. New York: Jhon Wiley & Sons, 1975,

356.

13 Tom Apostol, Calculus Volumen 2... 314.
14 Robert Bartle, The Elements... 352.

30



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

funcién en vecindades de un punto por una transformacién lineal mas
un error, situaciéon que es conocida como la férmula de Taylor de
primer orden,

fla+v) = f(a) =T, (v) + IIVIE(a,v).

Sin embargo, la diferencial ocupa el centro del sistema
conceptual del célculo, en el que la mayoria de las aplicaciones de este
objeto matemaético a problemas de ingenieria es posible, en virtud de
que los procesos y magnitudes se modelan como funciones
diferenciales en un punto o en un abierto?.

Por eso, las funciones en varias variables y sus diferenciales se
utilizan para disefiar modelos en términos matematicos que describen
el comportamiento de un fenémeno o sistema. Las leyes que rigen
dicho sistema implican razén o tasa de cambio de una o més variables,
y las relaciones se describen por ecuaciones o sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias o parciales.

En lo referente a la metodologia de la ensefianza del concepto
de diferencial se presenta una disyuntiva: si optar por un énfasis del
célculo utilizando reglas de diferenciacion de funciones de una
variable para hallar derivadas direccionales y parciales, gradientes,
matrices jacobianas, o si optar por el énfasis del analisis matematico.

Por tanto, los aspectos expuestos anteriormente motivan y
hacen pertinente la investigacion acerca de presentar un modelo de
cognicion de la diferencial, validado y refinado, y establecer los
niveles de desarrollo del esquema que dardn directrices para
determinar en cudles aspectos se debe poner mayor énfasis en el
proceso de ensefianza-aprendizaje. Para cumplir con estos propositos,
el texto, resultado de la investigacion, se organizé de la siguiente
forma:

El capitulo 2, “Marco de referencia”, comprende la
fundamentacioén tedrica y metodolégica de la investigacion sobre la
comprension del concepto de diferencial.

15 Pablo Ignacio Gémez Fuentes y Juan Ratl Delgado Rubi, “La diferenciabilidad de
funciones en varias variables, una propuesta de tratamiento metodolégico”, Acta
Latinoamericana de Matemadtica Educactiva, 25, 2012: 605.
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El capitulo 3, titulado “Andlisis tedérico de la diferencial”,
explica el andlisis tedrico del concepto de la DIFVV. Este capitulo esta
organizado en las siguientes secciones:

e Historia de la evolucién del concepto: su proposito es establecer
los alcances, las limitaciones, los éxitos, las dificultades y las rutas
que los matematicos siguieron para la invencion, el desarrollo y la
formalizacién del concepto.

e Andlisis de la diferencial en los libros de texto: detalla la
organizacion légica y didactica del concepto que es expuesto por
diferentes autores.

e FEl esquema del concepto de diferencial: presenta los elementos
matematicos, las relaciones ldgicas y los sistemas de
representaciéon que configuran el concepto y que se consideran
necesarios para la comprension de este.

e Descomposiciéon genética DG preliminar de la DIFVV: propone un
modelo hipotético que un estudiante debe seguir para comprender
el concepto en términos de las estructuras mentales de acciones,
procesos, objetos y esquemas, asi como los mecanismos para su
construccion, que conciernen a la interiorizaciéon de acciones, la
coordinacién o inversioén de procesos, la encapsulacion de procesos
en objetos o desencapsulacion de objetos en procesos y la
tematizacion del esquema.

En el capitulo 4, denominado “Disefio e implementacién de la
instruccién, teniendo como referencia la DG preliminar de la
diferencial”, se muestra un conjunto de actividades de instrucciéon
mediadas por programas informaticos en el software MATLAB, que
fueron disefiadas, implementadas y depuradas con los grupos de
estudiantes que participaron en el ciclo de actividades, clases y
ejercicios (ACE), y que tenian como propdsito fomentar Ia
construccién de las estructuras mentales con la activacion de los
respectivos mecanismos utilizando diferentes formas de
representacion.

Ademas, se presenta el disefio y la validacion de un
cuestionario que permiti6 recoger y analizar la informacién siguiendo
la DG preliminar del concepto.
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En el capitulo 5 se expone la recolecciéon de la informacion,
segtin la DG del concepto, el ciclo ACE con los grupos de estudiantes
que participaron en la investigacién, la soluciéon plausible del
cuestionario, las soluciones de los estudiantes al cuestionario
definitivo y las entrevistas. Posteriormente se analiz6 esta informacién
en las siguientes etapas.

ET1. Codificaciéon de las categorias para cada tarea, segin las
soluciones individuales del cuestionario y la soluciéon plausible del
cuestionario.

ET2. Determinacion de las relaciones entre los elementos matematicos
en la solucién plausible del cuestionario, segtin la DG preliminar y las
categorias identificadas en la etapa anterior, lo cual generé redes
semanticas para cada tarea y una general.

ET3. Analisis de las entrevistas semiestructuradas segtin la DG.

ET4. Andlisis del fendmeno de la comprension de la DIFVV con la
informacion recogida y organizada en las etapas anteriores.

ET5. Agrupacion de las categorias para caracterizar los niveles y
subniveles de comprensién del desarrollo del esquema de la DIFVV.
Esta etapa permiti6 validar y refinar la DG preliminar.

En el capitulo 6 se muestran los resultados del desarrollo del
esquema de la DIFVV por cada estudiante, segtn el andlisis efectuado
en el capitulo anterior. Los niveles se describen y explican en términos
de los elementos matemaéticos, de las relaciones l6gicas que se lograron
establecer entre estos y los sistemas de representacién utilizados.

Posteriormente, se expone un analisis global del desempefio de
los estudiantes segtin los niveles previamente determinados, el
desarrollo del esquema de la DIFVV y una version refinada de la DG.

En el capitulo 7 se indican las conclusiones sobre los siguientes
aspectos de la investigacion: el fenémeno de la comprension, el
analisis del concepto, las implicaciones en la ensefianza, el desarrollo
del esquema, las limitaciones y las perspectivas futuras.
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En dltimo término esta la bibliografia, que corresponde a la
relacion de libros y articulos de investigacion que fueron referencia de
consulta para llevar a cabo el trabajo de investigacion.
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MARCO REFERENCIAL

En este capitulo se presenta el marco tedrico y metodolégico que
fundamenta el andlisis de la comprensiéon de la diferencial. A
continuacion se definen conceptos que orientan y sustentan el trabajo
de investigacion, los cuales son tomados de los referentes
bibliograficos.

Pensamiento matemdtico avanzado (PMA)

La naturaleza del pensamiento matematico esta relacionada con los
procesos cognitivos que dan lugar a los conocimientos matematicos.
Una clase de estos pensamientos es el avanzado (PMA), que se define
como un fenémeno en el que interacttian los procesos mentales para
representar, visualizar, generalizar, clasificar, conjeturar, inducir,
analizar, sintetizar, abstraer, definir, formalizar y demostrar. Se
caracteriza por la complejidad de los contenidos y la forma de
controlarla, el rigor y el formalismo, que con frecuencia sigue la
secuencia: teorema, demostracion y aplicacién. Es propio de los
altimos afios de bachillerato y de las matematicas superiores de la
universidad?e.

Las consideraciones filoséficas del PMA se tienen en cuenta al
estudiar las obras de matematicos, donde se distinguen las siguientes
tendencias o diferentes tipos de mente: una clase esta conformada por
los preocupados por la légica, y la otra, por los guiados por la
intuicion!”. Estas tendencias desarrollaron las siguientes corrientes
filoso6ficas de la matematica a principios del siglo XX: la intuicionista,
representada por Kronecker, quien afirmaba que los conceptos

16 David Tall, “The Psychology of Advanced Mathematical Thinking”, en Advanced
Mathematical thinking, eds. David Tall (New York, Kluwer Academic Publishers,
2002), 3-26, [mi traduccioén].

17 Henri Poincaré, Foundations of Science, trad. Halsted G.B. New York: The Science
Press, 1913, 210, citado por David Tall, “The Psychology of Advanced Mathematical
Thinking” [mi traduccién].
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matematicos solo existen cuando su construccién se demuestra a
partir de los ntimeros enteros; la formalista, representada por Hilbert,
quien afirmaba que la matemaética es la manipulacién significativa de
conceptos y definiciones; y la logicista, representada por Bertrand
Russell, quien declaré que las matemaéticas consisten en deducciones
que utilizan las leyes de la légica.

Segun estas corrientes, la préactica de los matemaéticos se
caracteriza por definir y demostrar teoremas, como se percibe en el
siglo XX con la creacién de un gran namero de sistemas formales sobre
la base de la deduccién légica a partir de definiciones y axiomas. Sin
embargo, con la introduccion de la tecnologia y la informatica se
advierte el renacimiento de la constructibilidad para probar hipoétesis
y compilar datos con facilidad, los cuales eran accesibles solo por
aplicacion de técnicas sofisticadas. Este renacimiento afecta el tipo de
problemas que los matemadticos trabajan y la forma como ellos
piensanl8.

Otro aspecto filoso6fico es considerar la matematica como una
cultura compartida y con aspectos dependientes del contexto. Por
ejemplo, la concepcién de un diferencial para un analista puede ser
muy diferente a la de un matematico aplicado, y tales actitudes
pueden causar conflictos en los estudiantes’®.

Aspectos similares a las corrientes filoséficas y al contexto de la
matematica presentan los estudiantes y profesores, quienes tienen
procesos de pensamiento diferentes, en funciéon de las experiencias
previas; por tanto, cualquier teoria de la psicologia del pensamiento
matematico debe considerarse en el contexto mdas amplio de la
actividad mental y cultural. No hay un camino verdadero, absoluto,
de pensar en las matematicas, sino diversas formas de pensamiento,
culturalmente desarrolladas, en que varios aspectos estan
relacionados con el contexto.

En lo que respecta al rango del PMA para el desarrollo de las
ideas y conceptos matemaéticos, este surge de la conjetura, continua

18 David Tall, “The Psychology of Advanced... 5.
19 David Tall, “The Psychology of Advanced... 6.
20 David Tall, “The Psychology of Advanced... 6.
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con el teorema y finaliza con la prueba o demostracién, y esta
caracterizado por los siguientes procesos:

Generalizacién y abstraccién

La generalizacion es una extension de los procesos familiares,
mientras que la abstracciéon requiere de una reorganizacién mental
masiva. Ambos términos se utilizan en matemadticas tanto para
referirse a los procesos en que los conceptos se ven en un contexto mas
amplio, como a los productos de esos procesos.

Harel estableci6 las siguientes clases de generalizacién, de
conformidad con las actividades cognitivas involucradas:
generalizacion expansiva, extiende la estructura cognitiva existente
sin requerir cambios en las ideas presentes; generalizacion
reconstructiva, requiere la reconstruccion de la estructura cognitiva
existente; generalizacion disyuntiva, consiste en recordar las ideas
nuevas como una coleccion de informacién que se aprende de
memoria y se aflade a los conocimientos, sin ningan intento de
integracion y relacion con las ideas anteriores. En esta terminologia,
las derivadas direccional y parcial son una generalizacién expansiva
del concepto de derivada de una funcién real de variable real,
mientras que la diferencial es tanto una abstraccién como una
generalizacién reconstructiva?l.

De manera similar, para generalizar el concepto de diferencial
de una funcién en varias variables, debe generarse una cadena de
ideas que comprende: la derivada y diferencial de una funcién real de
variable real, el concepto de derivada de un campo escalar en un punto
respecto a un vector direcciéon (derivada direccional y parcial), la
diferencial del campo escalar en un punto como consecuencia de la
existencia y continuidad de todas las derivadas parciales en el punto,
y la extension de estos conceptos a campos vectoriales??.

El proceso de abstracciéon considera el objeto mental diferencial
de una funcién en un punto, como la transformacién lineal que
representa la funcién en vecindades del punto, y es descrito y

2l Guershon Harel y David Tall, “The General, the Abstract, and the Generic in
Advanced Mathematics”, For the Learning of Mathematics, 11, 1991: 2, [mi traduccién].
2 Tom Apostol, Calculus Volumen 2... 308-330.
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formalizado mediante teoremas que relacionan propiedades locales y
globales de la funcion entre los elementos que la configuran, como
derivabilidad, continuidad, aproximacién y linealizacién?3.

Intuicion y rigor

La intuicién es producida por las imégenes del concepto que posee un
individuo; cuanto mas desarrollado el pensamiento légico, mas
probable que la imagen del concepto individual dé respuestas logicas.
Esto es evidente en el desarrollo del pensamiento de los estudiantes,
que pasan de las intuiciones iniciales producto de los sentidos a la
imaginacién, antes e independientemente de la instruccion
sistematica; seguidamente, la generalizaciéon por induccién; y por
altimo, la intuicién de ndmero puro basada en las matematicas mas
refinadas cuando la experiencia crece?4.

Los aspectos de la l6gica también pueden ser perfeccionados
para hacer mas “intuitiva” la mente matematica. El desarrollo de esta
intuicion 16gica refinada debe ser uno de los principales objetivos de
la educaciéon matematica avanzada?®.

El rigor hace énfasis en establecer y usar las definiciones y el
razonamiento l6gico en las pruebas formales para demostrar verdades
en la matematica.

Sintesis y andlisis

La sintesis comprende tres fases: comienza con el acto consciente de
juntar las ideas; seguido de una actividad mas intuitiva, cuando las
imégenes del concepto subconscientes interacttan; y finaliza cuando
los nuevos conceptos vinculados emergen en la conciencia.

El anélisis, por el contrario, es una actividad que organiza las
nuevas ideas en forma ldégica y refinada para dar afirmaciones y
deducciones mas precisas.

La ensefianza en los nifios hace hincapié en la sintesis de los
conocimientos, a partir de conceptos simples construidos de la

2 Tom Apostol, Calculus Volumen 2... 314.
2% David Tall, “The Psychology of ... 13-14.
% David Tall, “The Psychology of ... 314.

38



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

experiencia y de ejemplos, hasta conceptos més generales; mientras
que la ensefianza en la universidad frecuentemente acentda el andlisis
de los conceptos, a partir de abstracciones generales y formando
cadenas de deduccién que se pueden aplicar en una variedad de
contextos?®.

La prueba matemdtica

La prueba o demostracion es la etapa final del pensamiento
matematico, en la que se precisan las ideas e implica examinar cada
uno de los silogismos que la componen, razonar sobre su orden y
determinar la veracidad de conformidad con las reglas de la l6gica. La
prueba no solo debe ser l6gica, sino explicar por qué funciona.

Al respecto, Mason describe el proceso de verificar del PMA en
tres niveles: convencerse a si mismo, convencer a un amigo y
convencer a un enemigo. Convencerse a uno mismo implica tener una
idea del porqué alguna aseveraciéon puede ser verdad, convencer a un
amigo requiere que los argumentos se organicen en una forma mas
coherente, y convencer a un enemigo significa que los argumentos
deben ser analizados y perfeccionados para que resistan la critica, esto
es lo méas cercano que lleva a pensar matematicamente la nocién de
prueba?’.

Por otra parte, sobre el desarrollo cognitivo del PMA vy el
aprendizaje, Tall considera varias teorias, entre ellas la teoria
conductista y la constructivista?s.

La teorfa conductista se fundamenta en la observacion externa
del estimulo y la respuesta, se niega a especular sobre el
funcionamiento interno de la mente. Esta teoria proporciona evidencia
observable y repetible de la conducta de los seres humanos y de los
animales como resultados a los estimulos. Sin embargo, una critica a
esta teoria es que la mecdnica algoritmica y rutinaria tiene una
aplicacion limitada del pensamiento matematico.

26 David Tall, “The Psychology of ... 15.

% John Mason, Leone Burton y Kaye Stacey, Thinking Mathematically. London:
Addison-Wesley, 1982, citados por David Tall, “The Psychology of ... 20.

28 David Tall, “The Psychology of... 7-8.
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La teoria constructivista, por el contrario, intenta analizar como
las ideas se crean en la mente de cada individuo y da informacion
sobre los procesos creativos de los investigadores y de las dificultades
que presentan los estudiantes para la comprension de conceptos.

Al respecto, Piaget analiz6 la necesidad del individuo de estar
en equilibrio dindmico con el medio ambiente, como un tema principal
de una de sus obras. El afirma que, cognitivamente, el equilibrio se
altera por la confrontacién entre los nuevos conocimientos con los
antiguos y se genera un periodo de transicion donde la estructura del
conocimiento se reconstruye para llegar a un nivel mas maduro de
equilibrio.

Piaget analiz6é la evoluciéon cognitiva del nifio hasta la edad
adulta, a través de una serie de etapas de equilibrio, cada una mas rica
que la anterior. El identifico cuatro etapas principales: la primera, la
sensoriomotora, como anterior al desarrollo del habla con significado;
la segunda, la preoperacional, caracterizada cuando el nifio
comprende la permanencia de los objetos que contintian existiendo en
su mente, aun cuando aquellos estén temporalmente fuera de la vista;
la tercera, la de operaciones concretas, cuando el nifio considera
conceptos relacionados con los objetos fisicos; y la cuarta, la de
operaciones formales, en la adolescencia temprana, cuando las
hipétesis del tipo “si entonces” son posibles en su mente.

La teoria de las etapas de Piaget ha sido extendida al PMA y ha
generado otros analisis tedricos para establecer la distinciéon entre lo
concreto y lo formal por varios investigadores. Hart, por ejemplo, la
utiliza como punto de partida atil para determinar jerarquias locales
de dificultad en los estudios extensivos en el rango entre 11 a 16 afios
de edad?’; Orton la referencia para desarrollar los primeros conceptos
de célculo®; Biggs sugiere una repeticion de la etapa de las
operaciones formales sucesivamente hasta niveles mas altos, en cada
nivel se lleva a cabo el ciclo de aprendizaje uniestructural,

2 K. M Hart. Children’s Understanding of Mathematics. London: John Murray, 1981,
11-16, citado por David Tall, “The Psychology of... 8.

30 A. Orton, A Cross-Sectional Study of the Understanding of Elementary Calculus in
Adolescents and Young Adults, (Ph.D. thesis, Leeds University, 1980), citado por
David Tall, “The Psychology of... 8.
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multiestructural y relacional®!; y Ellerton plantea que el ciclo
sensoriomotor, preoperacional y concreto de la teoria de Piaget es el
primer nivel de un desarrollo cognitivo en espiral en que la etapa
formal es el comienzo de otro ciclo del mismo tipo pero en un nivel
mas alto de abstraccion32.

Un aporte valioso de la teoria de Piaget es el proceso de
transicion entre los estados mentales, caracterizado por la
inestabilidad entre las ideas previas sobre los conceptos y la influencia
de los nuevos conocimientos. El utiliza el término asimilacién como el
proceso de adquisicién de nuevos datos, y el término acomodacion
como el proceso por el cual el individuo incorpora la informacion y
modifica la estructura cognitiva. La asimilacién y la acomodacién son,
por tanto, complementarias.

La matemaética avanzada critica la teoria de las etapas de Piaget,
afirmando que puede ser una trivializacion lineal de un sistema en el
que el cambio es mucho més complejo, un sistema no lineal, cuando
las rutas posibles a través de una red de ideas se hacen mas
numerosas, como ocurre en PMA33.

El paso del PME al PMA implica una significativa transicion
para adquirir coherencia entre las entidades abstractas, las cuales se
deducen de manera légica a partir de las definiciones formales, de la
descripcién a la definicién, de convencer a probar. Esta transicion
requiere de una reconstruccién cognitiva que se percibe en los
estudiantes de primer afio de universidad cuando abordan las
abstracciones formales34.

La abstraccion reflexiva

El término de abstraccion reflexiva fue introducido por Piaget para
describir la construccién de las estructuras l6gico-matematicas de un

31 John Biggs y Kevin Collis, Evaluating the Quality of Learning: the SOLO Taxonomy.
New York: Academic Press, 1982, citado por David Tall, “The Psychology of... 8.

32 Nerida Ellerton, The Development of Abstract Reasoning. Results from a Large Scale
Mathematics Study in Australia and New Zealand, 1985, citado por David Tall, “The
Psychology of... 8.

3 David Tall, “The Psychology of... 8-9.

3¢ David Tall, “The Psychology of... 20.

41



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

individuo durante el curso de su desarrollo cognitivo. La abstraccion
reflexiva no tiene principio absoluto, sino que esta presente desde las
edades mdas tempranas y se manifiesta en la coordinacién de las
estructuras sensoriomotoras y contintia en las matemaéticas superiores.
La historia de la evoluciéon de la matematica desde la antigiiedad hasta
nuestros dias puede considerarse como un ejemplo del proceso de
abstraccion reflexiva®®. En la mayor parte de su trabajo, Piaget se
concentra en el desarrollo de conocimientos matematicos en las
primeras edades, rara vez va mas alla de la adolescencia. Sin embargo,
como él sugiere, puede extenderse a conceptos del PMA3¢.

La abstraccion reflexiva es considerada actualmente como una
teoria para la construccion y adquisicion del conocimiento matematico
mediante el fenémeno de la comprensién de conceptos. Al estudiar la
comprensiéon de un concepto matemadtico, el investigador, en una
primera fase, la usa para analizar y entender el concepto y
posteriormente examina la imagen exterior del concepto que
presentan los estudiantes en sus intentos por resolver situaciones
problematicas.

Piaget distingue tres tipos de abstracciéon: la empirica, la
pseudoempirica y la reflexiva.

Abstraccion empirica. Es la que se deriva del conocimiento de las
propiedades de los objetos, conduce a la extracciéon de las propiedades
comunes y a las generalizaciones extensionales; es decir, el paso de
algunos a todos o de lo particular a lo general®”.

Abstraccion pseudoempirica. Es una burda generalizacion de las
propiedades, producto de las acciones de los sujetos sobre los
objetos®.

% Jlana Arnon y otros, APOS Theory... 6.

3% Ed Dubinsky. “Reflective Abstraction in Advanced Mathematical Thinking”. En
Advanced Mathematical Thinking, eds. D. Tall. (New York: Kluwer Academic
Publishers, 2000), 95-96.

% Jean Piaget y Rolando Garcia, Psicogénesis e historia de la ciencia, Madrid: Siglo
veintiuno editores, 1983, 299.

38 Jean Piaget, The Equilibration of Cognitive Structures, trad. T. T. Brown. (Cambridge:
Harvard University Press, 1985), 18-19.
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Abstraccion reflexiva. Es el proceso por el cual se construyen
objetos mentales a través de acciones sobre estos objetos. Se extrae de
lo que Piaget llama coordinaciones generales de acciones; la fuente es
el sujeto y es completamente interna3’. Este tipo de abstraccion
conduce a una generalizacion como resultado de nuevas sintesis,
donde las leyes particulares adquieren nuevo significado’. Piaget
considera la abstraccion reflexiva como el método por el cual todas las
estructuras l6gico-matematicas se derivan y conducen a una clase de
pensamiento mateméatico donde forma o proceso se separan del
contenido y los procesos mismos se convierten en objetos de
contenido, en la mente del matematico4!.

Los tres tipos de abstraccion no son completamente
independientes. Las acciones que se realizan sobre los objetos
conducen a la abstracciéon pseudoempirica y reflexiva, pero las
propiedades de los objetos solo se llegan a conocer a través de la
abstraccion empirica. Por otra parte, la abstraccion empirica solo se
hace posible a través de esquemas de asimilacién que se construyen
por abstraccion reflexiva*2.

Las abstracciones empirica y pseudoempirica se basan en el
conocimiento de los objetos a través de la ejecucién o la imaginacion
de acciones sobre ellos. La abstraccion reflexiva interioriza y coordina
estas acciones para formar nuevas acciones y, en ultima instancia,
nuevos objetos, los cuales pueden ser ya no fisicos, sino mas bien
matematicos. La abstracciéon empirica se utiliza para extraer los datos
de estos nuevos objetos a través de acciones mentales sobre ellos y asi
sucesivamente®3.

En la abstraccion empirica, el sujeto observa un namero de
objetos y abstrae una propiedad comun. En la abstraccion
pseudoempirica se procede de forma similar, después de que las
acciones han sido realizadas sobre los objetos. La abstraccion reflexiva,

3 Ed Dubinsky, “Reflective Abstraction... 97-99.

40 Jean Piaget y Rolando Garcia, Psicogénesis e historia... 199.

41 Jean Piaget, The principles of Genetic Epistemology, trad. W. Mays. London:
Neubauer, P. B. 1972, 63-64 y 70-71.

42 Ed Dubinsky, “Reflective Abstraction... 98.

4 Ed Dubinsky, “Reflective Abstraction... 98.
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sin embargo, es mucho mas complicada, ocurre cuando se desarrollan
las estructuras cognitivas, las nuevas construcciones mateméticas*4.

La abstraccion reflexiva se diferencia de la abstracciéon empirica
en que la reflexiva trata de acciones en lugar de objetos, y se diferencia
de la pseudoempirica en que esta tltima se refiere no tanto a acciones
en si mismas, sino a las interrelaciones entre las acciones, que Piaget
llama coordinaciones®.

Las construcciones por abstraccion reflexiva son:
Representar

Es la capacidad de utilizar simbolos, lenguajes, imagenes, e imagenes
mentales, para construir procesos internos como formas de encontrar
significados de los fenémenos percibidos. Piaget denominé a esta
capacidad como interiorizacion y la definié como “la traduccién de una
serie de acciones materiales en un sistema de operaciones”4. Un
ejemplo de interiorizacién en la comprensién del concepto de
diferencial es graficar una superficie y en un punto particular el plano
tangente.

Coordinar

Es la composicion de dos o mas procesos para la construccion de una
nueva accioén, proceso u objeto?”. Por ejemplo, al considerar que una
funcién es diferenciable en un punto se deben coordinar los procesos
de verificar la existencia y continuidad de todas las derivadas
parciales.

Encapsular

Es la conversiéon de un proceso (dindmico) en un objeto (estatico). La
encapsulacion ocurre cuando el individuo reflexiona sobre las
operaciones aplicadas a un proceso particular, toma conciencia de este
como un todo y es capaz de hacer transformaciones sobre estas
acciones o procesos. En términos de Piaget, son las acciones u
operaciones que se convierten en objetos tematizados de pensamiento

4 Ed Dubinsky, “Reflective Abstraction... 99.

4 Ed Dubinsky, “Reflective Abstraction... 99.

4 Jean Piaget, Psicologia y pedagogia. Buenos Aires: Ariel, 1980, 90.
47 Ed Dubinsky, “Reflective Abstraction... 101.
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o asimilacién®8. Por ejemplo, al reflexionar sobre la existencia de la
transformacién lineal aplicada a un punto de la funcién junto con el
error de aproximacion, se encapsula este proceso como el objeto
matematico diferencial de la funcién en el punto.

Generalizar

Es la capacidad de aplicar un esquema existente particular a un
conjunto mas amplio de fenémenos y se considera como la forma mas
simple y mas familiar de la abstraccion reflexiva. La generalizacion
puede ocurrir cuando el sujeto se da cuenta de la aplicabilidad mas
amplia del esquema o cuando un proceso se encapsula en un objeto®.

Invertir

Una vez que un proceso existe internamente, para el sujeto es posible
invertirlo, no en el sentido de deshacer, sino como un medio de
construir un nuevo proceso®. Ejemplo de este acto es considerar la
integracion como el proceso inverso de la diferenciacion.

Se conjetura que la construcciéon de la mayoria de los conceptos
matemadticos se puede describir en términos de las cinco formas de
abstraccion reflexiva: interiorizacién, coordinacién, encapsulacion,
generalizacion e inversién, como lo afirmé Piaget: las matemaéticas,
por lo tanto, pueden considerarse en términos de la construccion de
estructuras, entidades matemaéticas que pasan de un nivel a otro, una
operacion de tales entidades se convierte, a su vez, en objeto de la
teoria, y este proceso se repite hasta llegar a estructuras que se van
alternando para convertirse en estructuras mas fuertes°!.

La teoria APOE

La teoria APOE (accion, proceso, objeto, esquema) toma como marco
de referencia epistemolégico la teoria de Piaget que estudia y analiza
el conocimiento existente del concepto y su proyecciéon a un plano

“8Jean Piaget, The Equilibration of ... 49.

49 Ed Dubinsky, “Reflective Abstraction... 101.
50 Ed Dubinsky, “Reflective Abstraction... 101.
51 Jean Piaget, The Principles of ... 70.
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superior de pensamiento, donde se reorganiza y reconstruye para
formar nuevas estructuras®2.

La teoria tiene sus origenes en las ideas de Piaget, que se
extienden a las matematicas del pregrado, sobre la abstraccion
reflexiva, desequilibracién, acomodacién, asimilacién, reflexion y
desarrollo de esquemas. Con el propésito de desarrollar la nocién de
abstraccion reflexiva en el PMA, se aislan las caracteristicas esenciales
de esta abstraccion y se hace un analisis del papel que estas
desempefian en las matematicas superiores, para formar una teoria de
la evolucion de los conceptos en este pensamiento que sea coherente
en conocimiento y construccién3.

El enfoque APOE ha sido desarrollado por Ed Dubinsky y sus
colegas Asiala, Brown, De Vries, Matheus y Thomads, entre otros, y
por la contribucién de los estudios de un grupo de investigadores en
educacion matematica del pregrado de Estados Unidos, Research in
Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC)>4.

La teorfa APOE ayuda a entender el proceso de aprendizaje,
porque proporciona explicaciones de los fenémenos que podemos
observar en los estudiantes cuando estan tratando de comprender los
conceptos y, por tanto, orienta la pedagogia que puede tener éxito en
este proceso de aprendizaje®>.

La accién, el proceso, el objeto y el esquema son estructuras
mentales construidas por mecanismos de abstracciéon reflexiva de
interiorizacion, coordinacion, inversion, encapsulacion,
desencapsulacion y tematizacion. Las estructuras y los mecanismos
estan representados en la Figura 1, y se definen a continuacion.

2 Thomas Ayers y otros, “Computer Experiences in Learning Composition of
Functions”, Computer Experiences in Learning Composition of Functions, 19, 1988:
248.

5 Asiala y otros, “A Framework for Research and Development in Ungraduate
Mathematics Education”, Research in Collegiate Mathematics Education. CBMS Issues
in Mathematics, 1996, 6, [mi traduccion].

5 Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 11-15.

5 Maria Trigueros. “La nocién de esquema en la investigacion en matematica
educativa a nivel superior”, Educacion Matematica, 17, 2005.
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Accion

Es la trasformacién o manipulacién de objetos que el individuo
percibe como externos. La accién ocurre cuando el sujeto reacciona
ante estimulos externos con datos precisos de como actuar en cada
paso que da. Algunas acciones van més alla del célculo numérico®.
Un ejemplo es la accién de calcular el error cometido al aproximar una
funcién en una variable, en un entorno de un punto q, por la tangente
a la funcion en a. Conociendo el valor de h y el de la derivada f’(a), el
error se calcula como,

flat)—fla) _ ;
E(a,h) = { h f'(a), si h= 0
0, sih=0

Proceso

Es una reflexién e interiorizacién de una secuencia o repeticion de
acciones. El sujeto percibe un proceso como algo interno y bajo su
control, que ejecuta la misma accién pero ahora no necesariamente
dirigida por un estimulo externo. Cuando un estudiante posee la
concepcion de proceso de una transformacion puede reflexionar sobre
ella, describirla y hasta llegar a invertir los pasos®’.

Por ejemplo, al repetir la accién de aproximar una funcién
diferenciable mediante una funcion lineal y al reflexionar sobre esta
accion se encuentra que la siguiente expresion es valida incluso para
h = 0y es conocida como la férmula de Taylor de primer orden para
aproximar f(a+ h)— f(a) por medio de la transformacioén lineal

f'(a)h,
fla+h)=f(a)+ f'(a)h + hE(a,h).

Al interiorizar esta accién podra establecer que el error
cometido es  hE(a,h). Ademas E(a,h) » 0cuando h— 0 y que

hE(a, h) es de orden menor que h para valores pequefios de h. En el

. . hE(a,h
sentido que lim RE@h) _ .
h-0 h

5% Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 19.
57 Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 20-21.
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Objeto

Son entidades fisicas o mentales, que pueden ser el producto de la
encapsulacion de un proceso. El estudiante esta pensando el proceso
como un objeto cuando reflexiona sobre las operaciones aplicadas
sobre este, toma conciencia del proceso como un todo, realiza
transformaciones (acciones o procesos) sobre el proceso®. Por
ejemplo, el objeto matematico diferencial de una funcién real de
variable real en un punto a se encapsula en el objeto operador lineal
df(a) tal que a cada vector v de R lo aplica en el elemento

df (@)(v) = f'(a)v.
Esquema

Es la colecciéon de acciones, procesos, objetos y otros esquemas
elaborados previamente que conforman un conocimiento individual
de un concepto en matemaéticas. La formacién de esquemas es una
actividad dindmica y es un sistema retroalimentado circular.

El sujeto tiende a invocar un esquema para entender, tratar,
organizar o dar sentido a una situacion problema. Asi, una persona
tendrd una amplia gama de esquemas que estaran relacionados entre
si en una organizacion compleja®. Por ejemplo, el esquema de
diferencial se obtendra cuando la persona pueda extender la
propiedad de aproximar una funcién diferenciable mediante una
funcién lineal para el caso de funciones definidas entre espacios de
cualquier dimensién y pueda aplicar teoremas para determinar la
existencia de la diferencial y calcularla.

5 Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 21-22.
5 Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 24-25.
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OBJETOS
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Figura 1. Estructuras mentales y mecanismos de construccién de un concepto.
Fuente: Arnon y otros, 2014.

Niveles de desarrollo del esquema

La construccién y desarrollo de un esquema se caracteriza por tres
niveles denominados Intra, Inter y Trans, que se definen a
continuacion.

Intra

En este nivel, el estudiante centra su atencion en una accién repetitiva
u operacion entre algunos componentes del esquema y los elementos
matematicos que comprende, como acciones, procesos u objetos. Se
lleva a cabo de forma aislada respecto a otros elementos cognitivos®.

Piaget y Garcia establecen que,

[...] lo propio de este nivel es el descubrimiento de una accién
operatoria cualquiera y la basqueda del andlisis de sus diversas
propiedades internas o de sus consecuencias inmediatas, pero con
una doble limitacién. En primer lugar, no hay coordinacién de esta
preoperacion con otras en un agrupamiento organizado; pero
ademas el andlisis interno de la operacion en juego se acompafia de

¢ Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 114.
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errores que se corregiran progresivamente, asi como de lagunas en
la inferencia que de ella puedan deducirse¢!.

En este estudio, el descubrimiento de una accién operatoria se
asume como la utilizaciéon de uno o mas elementos matemaéticos en la
solucién de tareas, para construir el objeto de la diferencial de una
funcién real de variable real y considerarlo de forma aislada o tener la
capacidad de establecer algunas relaciones, pero solo como acciones,
entre este objeto con la diferencial: de una funcién vectorial de variable
real, un campo escalar y un campo vectorial.

El andlisis interno se asume como las representaciones de los
elementos matematicos y las relaciones que se establecen entre estos
para configurar la diferencial de una funcion real de variable real.

Inter

Segun Piaget y Garcia, este nivel se caracteriza porque:

Una vez comprendida la operacién inicial es posible deducir de
ella las operaciones que estan implicadas, o de coordinarlas con
otras similares hasta constituir sistemas que involucran
transformaciones. Si bien se presenta una situaciéon nueva, existen
sin embargo limitaciones que provienen del hecho que las
composiciones son restringidas, ya que solamente pueden
proceder de ejemplos contiguos©2.

Ademas, las relaciones y transformaciones que logra establecer
son entre elementos matematicos comprendidos como procesos u
objetos que componen el esquema. En esta etapa, el estudiante puede
comenzar a agrupar elementos contiguos e incluso llamarlos por el
mismo nombre®3,

Adaptando las ideas anteriores a esta investigacion, cuando el
estudiante ha comprendido como proceso u objeto la diferencial de
una funcién real de variable real, lo relaciona con el elemento préximo
cognitivo (contiguo) de la funcién vectorial de variable real, que es
entendido como proceso, y por mecanismos de coordinacién entre

61 Jean Piaget, Psicogénesis e historia... 70.
62 Jean Piaget, Psicogénesis e historia... 165.
6 Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 14y 116.
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estos dos junto con otros procesos construye la nueva estructura
mental, la diferencial de una funcién vectorial de variable real.

En este nivel se empiezan a agrupar las informaciones de
naturaleza similar y se comienzan a construir relaciones entre
acciones, procesos y objetos.

De manera similar, cuando ha comprendido la diferencial de
una funcién real de variable real como proceso u objeto, la relaciona
con el elemento matematico “contiguo”, la funcién real de variable
vectorial o campo escalar entendido como proceso u objeto, y por
mecanismos de coordinacién de estos y otros procesos construye las
siguientes estructuras mentales: la derivada parcial, la derivada
direccional y la diferencial de un campo escalar.

Ademds, empieza a agrupar los elementos anteriores, que son
contiguos, en funciones continuas, funciones derivables y funciones
diferenciables. Este tipo de relaciones que logra establecer entre los
elementos matematicos son evidencias de la “continuidad cognitiva”,
en términos de Piaget.

Trans

En este nivel, “las relaciones estdn definidas en funcién de lo que
precede, involucrando transformaciones y sintesis entre ellas. Estas
sintesis dan por resultado la construccion de estructuras”®4.

Ademas, es caracteristico en este nivel que el estudiante, al reflexionar
sobre los elementos matemaéticos construidos y las relaciones
establecidas en el nivel Inter, logre sintetizar y construir estructuras
mas amplias y coherentes del esquema®®.

La coherencia del esquema se manifiesta cuando el estudiante
toma conciencia de la completez de este, muestra la capacidad de
juzgar qué elementos y relaciones del esquema puede aplicar para

64 Jean Piaget, Psicogénesis e historia... 167.

5 Gloria Sdnchez-Matamoros, Mercedes Garcia Blanco y Salvador Llinares Ciscar.
“El desarrollo del Esquema de derivada”, Ensefianza de las Ciencias: Revista de
Investigacion y Experiencias, 24, 2006: 87.
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resolver situaciones problema y, ademas, puede percibir propiedades
globales que no eran accesibles en otros niveles®.

En esta investigacion se considera que el estudiante se ubica en
este nivel cuando ha comprendido la diferencial de un campo escalar
como objeto, lo desencapsula en el proceso que lo generé y lo aplica
para determinar la diferenciabilidad de un campo vectorial en un
punto del dominio y, en general, para una funcién en varias variables.
Ademads, puede establecer relaciones de conjuncién, condicional,
equivalencia l6gica, reciproca y contrarreciproca, entre los elementos
que configuran el esquema, a través de teoremas, y los aplica para
resolver situaciones problema.

Descomposicion genética de un concepto (DG)

En términos de la abstraccion reflexiva y con base en datos empiricos,
la DG se define como una descripcion de las matematicas involucradas
en la estructura del concepto y como la manera en que el sujeto podria
hacer construcciones mentales que lo llevarian a su comprension.
Ademas es una trayectoria hipotética de aprendizaje del concepto para
conjeturar como se desarrolla su comprension aislando pequefias
porciones de las estructuras complejas de pensamiento y dando
descripciones explicitas de las posibles relaciones entre los
esquemas®’.

La DG se considera como una propuesta, producto de
observaciones de aprendizaje que el sujeto hace conforme aprende el
concepto matematico, que se constituird en un referente para el disefio
de tratamientos de instrucciéon, ademas esta no es tnica para un
concepto®s.

La DG se diferencia de la formulacién matematica del concepto,
porque la formulacién se ocupa de coémo el concepto se encuentra en
la teoria matematica y el papel que este desempefia en esta teoria®.

¢ Eliécer Aldana Bermudez, “Comprensién de la integral definida en el marco de la
teoria APOE” (Tesis de Doctorado, Universidad de Salamanca, 2011), 72.

7 Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 27-28.

68 Marfa Trigueros., “La nocién de esquema... 7-8.

6 Arnon Ilana y otros, Apos Theory, A Framework... 29.
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El ciclo ACE, actividades, discusion en clase, ejercicios, que
estan representados en Figura 2, es el conjunto de actividades con el
fin de implementar secuencias de instrucciones basadas en los analisis
tedricos que posibilitan construcciones mentales para la comprension
de un concepto matematico.

Descomposicion Genética
4 N

Actividades Discusion en Clases

\/

Ejercicios

4

\ 4

N A

Figura 2. Relacion entre el ciclo de ensefianza ACE y la DG. Fuente: Arnon
y otros, 2014.

METODOLOGIA

Método de investigacion

El tipo de investigacion que se utiliz6 es cualitativa orientada a la
comprension, “que tiene por objetivo describir e interpretar la realidad
educativa desde dentro”70. Ademas, teniendo en cuenta que se adopto
el enfoque tedrico APOE, el trabajo investigativo es sobre el nivel de
desarrollo cognitivo de los estudiantes’! acerca del concepto
diferencial de una funcién en varias variables, quienes participaron en
la ejecucién de una secuencia de actividades pedagogicas basadas en
la teoria APOE o en la ensefianza tradicional.

Al respecto, se hizo un estudio de casos que involucran
aspectos descriptivos y explicativos de los temas objeto de estudio?2.

70 Rafael Bisguerra Alzina y otros, ”Caracteristicas generales de la metodologia
cualitativa”, En Metodologia de la investigacion educativa. Madrid: La Muralla. S.A.,
2009, 281.

71 Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 29.

72 César Augusto Bernal, Metodologia de la investigacion, México: Prentice Hall, 2006,
116.
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Se analiz6 primero la construccién de los conceptos por cada uno de
los estudiantes y posteriormente se examinoé el desempefio global del
grupo sobre la activacion de los mecanismos mentales para construir
las estructuras de accion, proceso, objeto 0 esquema, y con esta
informacion se caracterizaron los niveles de desarrollo del esquema de
diferencial.

Ambito de la investigacion

La investigacion se llevé a cabo en la Universidad Pedagogica de
Colombia con estudiantes de programas de pregrado de Licenciatura
en Matematicas y Matematicas que cursaron la asignatura de Célculo
en varias variables. El rango de edad de los estudiantes es de 16 a 25
afios, y provienen de la provincia de la zona de influencia de la UPTC.

El concepto de diferencial de una funcién en varias variables
hace parte del analisis matematico y frecuentemente se desarrolla en
la asignatura denominada Calculo Diferencial e Integral en Campos
Escalares y Vectoriales (Célculo Multivariable, Célculo III, Analisis
Real II). La asignatura tiene como prerrequisito las asignaturas de
Calculo Diferencial e Integral, que comprenden los conceptos de
funcién en una variable, limites, continuidad, derivadas e integrales”s.

El programa de Matemaéticas tiene un total de 165 créditos e
incluye la asignatura Calculo en varias variables de cuatro créditos (un
crédito equivale a 48 horas, entre docencia directa y el tiempo que
debe dedicar el estudiante a preparar la asignatura), se imparte
durante cuatro horas semanales de docencia directa, para un total 64
horas presenciales y 128 horas de trabajo independiente por parte del
estudiante, esta previsto desarrollarlo en 16 semanas de clases”.

Los objetivos relacionados con el concepto para este curso son:

73 Universidad Pedagégica y Tecnolégica de Colombia, Facultad de Ciencias,
Escuela de Matematicas y Estadistica, Proyecto Académico Educativo-PAE Matemadticas.
Tunja: Universidad Pedagégica y Tecnolégica de Colombia, 2010.

74 Resolucion 6339/2013, de 23 de mayo, del Ministerio de Educacién Nacional, por
medio de la cual se resuelve la solicitud de renovacién de registro calificado del
programa de Matematicas de la Universidad Pedagégica y Tecnol6gica de Colombia
ofrecido bajo la metodologia presencial en Tunja, Boyaca.
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e Generalizar los conceptos del calculo de una variable y observar
similitudes y diferencias con el calculo en varias variables.

e Comprender los conceptos de limites y continuidad, derivada
direccional y parcial, diferencial, diferencial total en campos
escalares y vectoriales.

e Aplicar algoritmos para el calculo de limites, derivadas
direccionales, matriz jacobiana.

e Resolver problemas de optimizacién calculando valores extremos
y matriz hessiana.

e Formular y resolver problemas utilizando conceptos y teoremas
fundamentales.

Para introducir la nocién de diferencial se ensefian los
conceptos previos de vectores en el plano y el espacio, funciones
vectoriales, funciones en varias variables y limites, en las cuatro
primeras semanas, segtn la planeacién tematica de la asignatura”.

Los contenidos relacionados con el concepto de diferencial son:
derivada direccional y derivadas parciales, diferencial total, gradiente
de un campo escalar, regla de la cadena para derivadas de campos
escalares, curvas de nivel, recta normal y plano tangente, derivadas de
campos vectoriales, regla de la cadena para derivadas de campos
vectoriales, forma matricial de la regla de la cadena, diferenciacion
implicita. Ademas, se dedica una unidad a las aplicaciones de las
derivadas parciales, que incluye: derivadas de funciones implicitas,
maximos y minimos, puntos de silla, férmula de Taylor de orden dos
para campos escalares, matriz hessiana, criterio de la segunda
derivada para extremos de funciones de dos variables,
multiplicadores de Lagrange. Esta previsto estudiar estos conceptos
en cuatro semanas.

La metodologia de ensefianza es la tradicional, que consiste en
exposicion magistral de los conceptos y ejemplos ilustrativos por parte
del profesor, la toma de apuntes, desarrollo de ejercicios, solucion de

75 Programa Académico Matematicas, “Plan de estudios Calculo Multivariable”,
http:/ /www.uptc.edu.co/export/sites/default/facultades/f_ciencias/pregrado/
matematicas/inf_general/document/IV/calculo_multivariable.pdf, (consultado el
24-8-2017).
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problemas y evaluaciones escritas. Las clases se refuerzan con la
utilizacién de software a la medida o manipuladores algebraicos como
Derive, Matlab, Maple o calculadoras programables.

Los estudiantes complementan el aprendizaje con los textos de
Apostol, 1988; Bartle, 1975; Stewart, 2006; Marsden y Tromba, 1991;
Thomas, Finney y Weir, 1999. Algunos de estos libros se tendran en
cuenta como parte del andlisis teérico.

Fases de la investigacion

Comprende un ciclico de tres componentes: andlisis tedrico, disefio e
implementacion de un tratamiento instruccional, recoleccién y andlisis
de informacion, que se encuentra representado en la Figura 3.

Andlisis teérico

Recoleccion y analisis de
datos

Disefo e implementacion
de la Instruccion

v

A

Figura 3. Ciclo de investigacion. Fuente: adaptado de Arnon y otros, 2014.

Como lo indican las flechas de la Figura 3, los tres componentes
del ciclo de investigacion tienen influencia mutua. El analisis tedrico
dirige el disefio de actividades, clases y ejercicios que, al
implementarlos en secuencias de instruccion, tienen el propoésito de
fomentar las construcciones mentales descritas por la DG. La
implementaciéon de la instrucciéon ofrece la oportunidad para la
recoleccion de datos; y su andlisis, que esta dirigido por la DG, permite
responder las siguientes preguntas: (1) ;Los estudiantes han
construido las estructuras mentales descritas por la DG? (2) ;Los
estudiantes comprenden correctamente el concepto matemaético? Sila
respuesta a la primera pregunta es negativa, se debe revisar y
reconsiderar la instruccién. Si la respuesta a la primera pregunta es
afirmativa, pero la respuesta a la segunda pregunta es negativa, se
debe revisar y reconsiderar el analisis tedrico. El ciclo se repite hasta
cuando las dos respuestas sean afirmativas; situaciéon en la cual se
infiere que la evidencia empirica y el analisis tedrico describen las
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mismas construcciones mentales requeridas para comprender el
concepto matematico por los estudiantes”®.

Primera fase. Andlisis tedrico del concepto

Esta fase correspondi6 al anélisis de la cognicién del concepto de la
diferencial de una funcién en varias variables, a partir de su historia y
epistemologia, la presentacion en textos seleccionados y la experiencia
como estudiantes y profesores. Como resultado de este analisis se
determinaron los elementos matemaéticos (acciones, procesos, objetos
y esquemas), las relaciones légicas entre ellos, los sistemas de
representacion que configuran el concepto, y se propuso una
descripcion de las construcciones mentales especificas que un
estudiante puede desarrollar para comprenderlo, es decir, segtn el
marco tedrico, configurar una DG, la cual orienta la intencién de la
instruccion, la recoleccién y el analisis de la informacién.

Sequnda fase. Disefio e implementacion de una secuencia instruccional

Comprendi6 el disefio y la aplicacion de actividades de instruccién y
materiales, para fomentar la construccion de las estructuras mentales
predichas por la DG, que incluye acciones sobre objetos, interiorizar
las acciones en procesos, encapsular los procesos en objetos, coordinar
dos o mas procesos para construir nuevos procesos e interactuar con
las acciones, procesos y objetos para dar lugar a la tematizaciéon del
esquema de diferencial. La implementacién de la instruccion da
oportunidad para la recoleccién y el anélisis de los datos.

Recoleccion y analisis de la informacion

Consisti6 en la recolecciéon de informacion a través de cuestionarios
escritos, entrevistas y mapas conceptuales. Tiene por objeto analizar la
informacioén bajo el enfoque tedrico y metodolégico APOE, mediante
la triangulacion de los resultados de los instrumentos, para
determinar si los estudiantes realizaron las construcciones mentales
descritas por la DG, establecer los niveles de comprension del
concepto y el paso de un nivel al siguiente.

76 Arnon Ilana y otros, APOS Theory, A Framework... 93-94.
57



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

Finalizado el proceso iterativo de las tres etapas, se presenta el
modelo refinado de la DG del concepto de diferencial que orientara la
instruccion, las conclusiones y las perspectivas para el futuro.
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ANALISIS TEORICO DE LA DIFERENCIAL

En este capitulo se describe la primera fase de la investigacion, el
analisis tedrico del concepto de diferencial de una funcién en varias
variables. Comprende los siguientes apartados:

La historia de la evoluciéon del concepto, que permitié
determinar los principales alcances y limitaciones que encontraron los
matematicos para la invencién, desarrollo y formalizacion.

El anélisis de la aproximacién al concepto en algunos libros de
texto clasicos adoptados en los programas de pregrado, que posibilit6
establecer los conceptos relacionados con la diferencial y la
organizacion tedrica y didactica adoptada por los autores.

El estudio y el resumen monografico del concepto, como
resultado del analisis anterior, que se tomé como referencia para ser
adoptado en la investigacion y comprende los conceptos previos, la
derivabilidad, diferenciabilidad y teoremas fundamentales.

En daltimo término se exponen, como resultado de este capitulo,
los elementos matematicos, las relaciones logicas, los sistemas de
representacion y la version refinada de la DG de la diferencial. Este
resultado oriento las siguientes fases de la investigacion.

Historia del concepto de la diferencial

Este estudio permitird contextualizar las dificultades de los
estudiantes por los obstaculos que afrontaron los matematicos para la
elaboracién del concepto, asi como la explicaciéon de estas dificultades
en términos cognitivos?”’.

La presentacion actual del concepto de diferencial difiere
bastante del desarrollo histérico, que fue paralelo al de la fisica
matemdtica. Se determinan las siguientes épocas: la griega,
caracterizada por la aplicaciéon de los métodos exhaustivos para el
cdlculo de dreas y volumenes; antes del siglo XVII, que se caracteriz6

77 Mark Asiala y otros, “A Framework for... 5-6.

59



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

por el desarrollo y aplicacion de los métodos geométricos para calcular
tangentes y aproximaciones lineales a funciones; el siglo XVII, que se
destaco por el intento de resolver cuatro problemas clasicos (encontrar
las tangentes a una curva, las razones de cambio instantaneo,
maximizar o minimizar funciones y calcular longitudes de curvas); el
siglo XVIII, época en la que sobresalen los intentos de dotar de rigor
al céalculo; y el siglo XIX, que es considerado el del rigor y la
formalizacion’s.

Al respecto, se relacionan los siguientes matematicos que
hicieron aportes geométricos al avance del calculo diferencial: Giles
Persone de Roverval (1602-1657) generaliz6 el método de Arquimedes
para obtener la tangente a una curva espiral en cualquier punto;
Fermat (1601-1665) formul6 el método para hallar la tangente a una
curva; Descartes (1596-1650) contribuy6 con un método algebraico
para hallar la tangente a una curva sin incluir el concepto de limite;
Isaac Barrow (1630-1677) recurrié a métodos geométricos para hallar
tangentes a curvas sin utilizar conceptos relacionados con limites;
Kepler (1571-1630) propuso métodos exhaustivos para calcular areas,
volamenes, centros de gravedad y longitud de curvas; Galileo (1564-
1642) resolvié problemas sobre movimiento uniformemente acelerado
y demostré que el area encerrada bajo la curva tiempo-velocidad es la
distancia, y Bonaventura Cavalieri (1598-1647) desarroll6 las ideas de
los indivisibles mediante un método geométrico.

La diferencial segiin Leibniz y Newton

Un hecho fundamental para el desarrollo de la matemaética se registro
en el siglo XVII, con los aportes de Isaac Newton (1643-1727) y
Gottfried Leibniz (1646-1716), quienes son considerados como los
inventores del célculo. En Inglaterra, Newton defini6 los momentos
como cantidades infinitamente pequefias, indivisibles o
infinitesimales y dio un método general para obtener el cambio
relativo de una variable con respecto a la otra.

Newton consider6 las variables, denominadas fluyentes, como
las generadas por el movimiento de puntos, rectas y planos, diferente

78 Morris Kline, El pensamiento matemitico de la antigiiedad hasta nuestros dias, 1y II,
Madrid: Alianza Editorial, 1972, 512.
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a la concepcién de elementos estdticos, para considerarlos como
infinitesimales y los not6 como x e y. Al cambio relativo de la fluyente
con respecto al tiempo lo denominé fluxién, por su carécter fisico, y
los representé por x e y. Con estos conceptos, Newton estableci6
claramente el problema fundamental del célculo: dada la relacion
entre dos fluyentes obtener la relacién entre sus fluxiones?”.

Por su parte, Leibniz en Alemania, considerado ademéas como
el fundador de las matemaéticas formales, estableci6 los conceptos de
diferencias finitas, los diferenciales como cantidades arbitrariamente
pequenas, y determiné que la integracién es un proceso de sumacion

. . . .. 0. d
y es el proceso inverso de la diferenciacién. La notaciéon de Leibniz, ﬁ,

hoy generalizada, combina una percepciéon primitiva y una cierta
referencia del paso a limite abstracto implicito en el concepto de
diferencial®0.

Los siguientes ejemplos describen el uso original de las
cantidades infinitesimales por Newton y Leibniz en sus calculos y
razonamientos.

e Para calcular la derivada de la funcién y = x2, consideraban que
una variacién infinitesimal dx produciria una variacién también
infinitesimal dy: y +dy = (x +dx)* = x? + 2xdx + dx?%; por
tanto: dy = 2xdx + dx?. Después dividian ambos miembros por
dx: dy/dx = 2x + dx, y s6lo en este momento despreciaban los
sumandos infinitesimales, obteniendo: dy/dx = 2x.

e Para demostrar la relacion inversa entre la derivacion y el calculo
del area A(x) bajo una curva y(x), consideraban que una variacion
infinitesimal dx produciria una variacién infinitesimal d4, la cual
podia aproximarse por el rectangulo de altura y(x) y base dx,
resultando: dA =y -dx; dividiendo ambos miembros por dx,
obtenian la relaciéon basica: dA/dx = y.

Como puede apreciarse, el uso de los infinitesimales presentaba
ciertas ventajas: se escribia como igualdad lo que solo podia
considerarse como aproximacion si se utilizaban incrementos finitos;

79 Morris Kilne, El pensamiento matemitico... 478-479.
80 Morris Kilne, El pensamiento matemitico... 496-496.
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ademas, los términos que contenian estas cantidades podian
despreciarse en el momento justo del razonamiento que se considerase
oportuno y, por tanto, el uso de los infinitesimales generaba grandes
dudas y fuertes criticas®!.

Posteriormente, en el siglo XVIII, la evolucién del concepto de
diferencial se caracteriz6 por los intentos de dotar de rigor al célculo
infinitesimal. Se destacan los aportes y criticas de los siguientes
matematicos: Brook Taylor (1685-1731) contribuyé con métodos de
incrementos finitos y la manipulaciéon formal de expresiones
algebraicas; Colin Maclaurin (1698-1746) intent6 fundamentar las
fluxiones en la geometria griega y el método de la exhauscién,
evitando el concepto de limite82; aparece el primer libro de texto para
entender las lineas curvas, denominado Anidlisis de lo infinitamente
pequerio, que fue publicado por el marqués de L'Hospital (1696);
Lagrange (1736-1813) intenta definir la derivada sin la nocién de limite
y utiliza la expansiéon de una funcién en series de potencias;
D’Alembert (1717-1783) aporta las definiciones de limite y diferencial
muy cercanas a las actuales®? .

Por otra parte, algunos opositores y criticos al desarrollo del
calculo son Michel Rolle, quien opina que el célculo infinitesimal es
una coleccién de falacias ingeniosas, y George Berkely (1685-1753),
quien critica las ideas de Newton, afirmando

[...] este razonamiento no parece ni correcto ni honesto. Cuando
se dice que los incrementos ya no son nada o que no hay mas
incrementos, la suposicion anterior en el sentido de que los
incrementos fueron algo o que hubo incrementos es destruido, sin
embargo, una consecuencia de la suposicion es retenida (...) Este
es un razonamiento falso8.

Benjamin Robins (1707-17051), por su parte, apoya las fluxiones
pero rechaza los infinitesimales; Carnot (1753-1823) critica los

81 Rafael Lopez-Gay Lucio-Villegas, "La introduccién y utilizacién del concepto de
diferencial en la ensefianza de la Fisica. Andlisis de la situacién actual y propuesta
para su mejora" (Tesis de Doctorado, Universidad Auténoma de Madrid, 2001), 35.
82 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 567.

8 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 759-780.

84 David Tall, “The Psychology of... 168,169.
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infinitesimales e intenta probar que el fundamento 16gico estriba en el
método exhaustivo y abre el paso al siglo XIX, considerado el del rigor
para el célculo diferencial®.

Se cree que en el siglo XVIII se ubican los comienzos del célculo
infinitesimal de funciones de dos y tres variables, con los aportes de
Newton para obtener expresiones a partir de ecuaciones polinomiales
en x e y, es decir, ecuaciones de la forma f(x,y) = 0, las cuales son
equivalentes a las encontradas por derivacion parcial de f respecto a
x e y en el célculo reciente. Su trabajo no fue publicado8®.

Al principio, la diferencia entre una derivada parcial y una
ordinaria no fue reconocida explicitamente y se utilizaba el mismo
simbolo d para ambas. Para el caso de funciones en varias variables
independientes, era el significado el que indicaba de qué derivada se
trataba, correspondiente a los cambios en una tnica variable.

Jacques Bernoulli (1654-1705) utiliz6 derivadas parciales en su
trabajo sobre problemas isoperimétricos, como también lo hizo
Nicolas Bernoulli (1687-1749) en un articulo del Acta Erudituorum de
1720 sobre trayectorias ortogonales. Sin embargo, fueron Euler,
Clairaut y D’Alembert quienes crearon la teoria de derivadas
parciales?’.

Clairaut fue quien obtuvo la condicién para que dz = pdx +
qdy, donde p y q son funciones de x e y, sea una diferencial exacta, es
decir, proviene de la funcién z = f(x,y) al formar la diferencial,

dz = (0f /0x)dx + (0f/0y)dy,
su resultado fue que pdx + qdy es una diferencial exacta si y solo si
dp/0y = dq/0x. Ademas, en un articulo de 1734, demuestra que dada
una funcion definida sobre un conjunto abierto de R? vy si existen las
segundas derivadas parciales de z = f(x,y) y son continuas en un
abierto, entonces,

8 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 575-577.
86 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 565.
87 Morris Kline, El pensamiento matemadtico... 565.
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0%z 0%z

0x0y - 0yox
En otros articulos, escritos de 1748 a 1766, trata sobre los

cambios de variables, inversion de derivadas parciales y
determinantes funcionales88.

El principal impulso para trabajar con derivadas de funciones
de dos o maés variables vino de los primeros trabajos en ecuaciones en
derivadas parciales sobre la ecuaciéon de onda, ecuacion del calor y
teoria del potencial. Asi, Euler (1707-1783), con sus trabajos de
funciones a partir de una manera formal, es decir, razonando desde su
representacion algebraica, en su libro sobre calculo diferencial enuncia
la forma de calcular la diferencial de una funcién de dos variables, las
derivadas parciales no eran mas que un paso intermedio hacia su
objetivo principal: el calculo del diferencial. Euler desarroll6 el célculo
de derivadas parciales en una serie de articulos dedicados a problemas
de hidrodindmica.

Por su parte, D’ Alembert, en trabajos realizados en 1744 y 1745
sobre dindmica, extendi6 el célculo de derivadas parciales®.

La diferencial segiin Cauchy

En el siglo XIX se destacan por sus aportes al calculo: Gauss (1777-
1855) y Cauchy (1789-1857), quienes rechazan el concepto de derivada
en términos de series de potencias de Lagrange y lo establecen
utilizando el limite, con un tratamiento aritmético relacionan la
integral con la derivada. Cauchy define la diferencial como el
producto de la derivada por un incremento arbitrario de la variable
independiente®.

Otros aportes son los de Weierstrass (1815-1897), quien define
el nimero real y el limite en términos de (g, §) con lo cual contribuye
a la aritmetizaciéon del anélisis; y Heine (1821-1881), quien da una

8 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 565.
8 Morris Kline, El pensamiento matemdtico... 565, 566.
% Michele Artigue, “ Analysis”, 1985, en David Tall, “The Psychology of... 169-170.

64



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

definicion rigurosa de infinitesimales como una cantidad variable,
contrario a la idea intuitiva como una constante9l.

Durante el siglo XVIII y principios del XIX, la forma de trabajar
con los diferenciales de funciones de varias variables continu6 siendo
la misma utilizada por Euler. Solo a finales del siglo XIX, cuando
aparecen ejemplos de funciones no clasificadas entre las que hoy se
denominan elementales, se produce un cuestionamiento inevitable a
este tratamiento “por separado” de cada una de las variables.

En tiempos maés recientes aparen los aportes de H. A. Schwartz
(1843-1921), con los resultados de sus investigaciones en torno a las
funciones reales de varias variables; él presenta una funcién que no es
continua en (0,0), pero que posee derivadas parciales, cuestiéon que
contrastaba fuertemente con las propiedades conocidas para
funciones de una variable. A Schwartz se le atribuye la formalizacion
del teorema de las derivadas mixtas o cruzadas®.

Posteriormente, Hilbert (1872-1943) define espacio elucidelo de
infinitas dimensiones; Stolz, en 1893, introduce la nocién de
diferenciabilidad de funciones de varias variables reales; W. H. Young
(1908) define la diferencial como una trasformacién lineal, y en 1911
Fréchet (1878-1973) incorpora el concepto de diferencial en su
interpretacion moderna, en términos de transformaciones lineales
tangentes®.

La diferencial segiin Fréchet

Fréchet (1878-1973), en 1911, introduce el concepto de diferencial en
su interpretacion moderna, en términos de transformaciones lineales
tangentes, de la siguiente forma:

Una funcién f(x,y,z,t) admite una diferencial en el punto
(x0,Y0, 20, tg) si existe una funcién lineal y homogénea de los
incrementos, sea: A-Ax + B-Ay + C-Az + D - At, que no difiere del
incremento de la funciéon Af a partir del valor f(xq, yo, Zo, tp) mas que

1 Morris Kline, El pensamiento matemadtico... 1250-1251.

92 Pablo Ignacio Gémez Fuentes y Juan Ratl Delgado, “La diferenciabilidad de
funciones... 603-604.

% David Tall, Advanced Mathematical Thinking. Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers, 2002, 168.
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en un infinitamente pequefo, con relacion a la distancia § entre los
puntos (xo, Yo, Zo, to) v (%o + Ax, ¥y + Ay, zo + Az, t, + At), entonces la
diferencial es, por definicion:

df =A-Ax+ B-Ay+C-Az+ D - At.

Podemos entender por distancia entre dos puntos la suma de los
valores absolutos del incremento de cada variable, o la raiz cuadrada
de la suma de los cuadrados de esos incrementos, o incluso el mayor
de todos esos incrementos.

Esta definicién es expresada por la férmula: Af = df + -4 donde €
tiende a cero. Recuerda a la antigua definiciéon como la parte principal
y presenta todas sus ventajas, pero escapando a las objeciones de rigor
que muy justamente se le habian hecho®.

Esto significa que (Af — df) tiende a cero mas rapidamente que
8, es decir, que el limite de (Af — df) /6 es cero cuando § tiende a cero:
Af —d
lim -4 =0
6-0 0
Esto es, como lo aclara Fréchet, la expresion “Af —df es
infinitamente mds pequefia que §”, indica que df es una funcién lineal
y homogénea de los incrementos que permite expresar,

Af =df + ¢+ 6, donde: (lsin(l)s = 0.

La definicién de Fréchet es tan precisa como la de Cauchy, pero
sin quitarle significado ni reducirla a un ente formal atil para abreviar
desarrollos. Al contrario, con Fréchet la diferencial recupera el caracter
de aproximacion y el importante papel que habia desempefnado en los
origenes del calculo —y que sigue desempefiando hoy dia en
cualquier analisis que requiera el uso del calculo diferencial —. Desde
esta nueva concepcioén, las expresiones o férmulas diferenciales
adquieren un significado preciso en si mismas, independientemente
del tratamiento operatorio que vayan a recibir después, y no ligado
necesariamente a las cantidades infinitamente pequefas®.

% Maurice Fréchet. “Sur la notion de différentielle”, Journal de Mathématiques,
volumen XVI, 1937: 233-250. [Mi traduccién].
% Lucio Lépez-Gay y Rafael Villegas, "La introduccién y utilizacién... 46-48.
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El daltimo giro en la historia ocurrié en 1960, cuando Robinson
formul6 una teoria rigurosa de andlisis no estdndar, reintroduciendo
los infinitesimales sobre una base légica después de un siglo de
rechazo®.

Andlisis de la diferencial en los libros de texto

Para determinar los elementos matemaéticos que configuran el
concepto de diferencial, la estrategia seguida fue analizar textos con
las siguientes caracteristicas en la presentacion de los conceptos: la
tedrica formal, que da relevancia a los sistemas de representacion
analitica y algebraica; y la teérica aplicada, que hace énfasis en los
sistemas de representacion grafica, numérica, algebraica y analitica.

Con respecto a la presentacion tedrica de los conceptos, se
analizaron los siguientes textos:

e Apbstol, Tom M. Calculus, Cdlculo con funciones de varias variables y
algebra lineal, con aplicaciones a las ecuaciones diferenciales y a las
probabilidades. Volumen 2, segunda ediciéon, Barcelona: Editorial
Reverté, 1998.

o Bartle, Robert G. The Elements of Real Analysis. Segunda edicién.
New York: Editorial John Wiley & Sons, 1975.

e Lima, Elon Lages. Curso de andlise. Volumen 2. Rio de Janeiro:
Instituto de Matematica Pura e Aplicada, IMPA, Projeto Euclides,
1985.

e Galindo Soto, Félix, Javier Sanz Gill y Luis Tristan Vega. Guia
prictica de cdlculo infinitesimal en varias variables. Madrid: Editorial
Paraninfo, 2005.

En cuanto a la presentacion de los conceptos en forma tedrica y
préctica, se analizaron los siguientes textos:

e Leithold, Louis. EI cdlculo con geometria analitica. Séptima edicion.
Meéxico: Oxford University press-Harla, 1998.

% Michele Artigue, “Analysis”, 1985, en Advanced Mathematical Thinking, ed. David
Tall. (Dordrecht: Mathematics Education Library, Kluwer Academic Publishers,
2002), 168.
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e Stewart, James. Cdlculo multivariable. Segunda ediciéon. México:
Thompson Learning, 2002.

e Thomas, George, Finney Ross y Maurice Weir. Cdlculo varias
variable. México: Addison Wesley, 1999.

e Marder, L. Cadlculo de varias variables. Volumen 2. México: Limusa,
1974.

Los primeros textos se escogieron, porque exponen los temas
con un desarrollo tedrico riguroso, caracteristico de la matematica
moderna y el formalismo; ademads, presentan definiciones, teoremas y
corolarios con sus respectivas demostraciones, ejemplos y
contraejemplos.

Los segundos textos muestran los conceptos en forma
geométrica, numeérica, algebraica, verbal o descriptiva, lo que
promueve la comprension del calculo por el descubrimiento, el poder
en la practica, la utilidad y la competencia técnica.

Para cada texto, como se indica en los siguientes parrafos, se
analiz6 la organizacién de la unidad de la diferencial, los conceptos,
los ejemplos y los ejercicios propuestos, que se relacionan de la Tabla
1 ala Tabla 8, en las cuales las dos primeras filas corresponden a la
identificacion del texto, en las siguientes filas a dos columnas se hace
un resumen de la presentacion de los contenidos (la primera columna
es una transcripcion de los titulos de las secciones y subsecciones y la
segunda columna es una sintesis del desarrollo de los conceptos), y en
la dltima fila se describe el enfoque metodolégico de las actividades
propuestas y los ejercicios de aplicacion.

El libro de la editorial Reverté organiza los contenidos en tres
partes: andlisis lineal, andlisis no lineal y temas especiales. Los
conceptos relacionados con la diferencial estan expuestos en la parte
del andlisis no lineal, en el capitulo 8, titulado “Calculo diferencial en
campos escalares y vectoriales”, comprendido entre las paginas 297 a
342. En la Tabla 1 se presenta un resumen del correspondiente
analisis.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Reverté Calculus | Tom M. Apostol Bogota 1988
Volumen
II
Contenidos
Temas Descripcion

Derivada de un campo
escalar respecto a un
vector en un punto

Define la derivada de un campo escalar,
f:A S R" - R, Aabierto, en un punto a interior
de A, respecto a un vector arbitrario y de Ry
sus diferentes notaciones.

Presenta ejemplos de esta derivada cuando el
vector y = 0, la derivada de una transformacion
lineal, la derivada de la norma euclidea al
cuadrado.

Enuncia y demuestra el teorema del valor
medio para derivadas de campos escalares.

Derivadas direccionales
y derivadas parciales

Define la derivada direccional como un caso
particular de la derivada de un campo escalar,
respecto a un vector en un punto, cuando el
vector u es unitario, ||u|| = 1.

Define la derivada parcial de un campo escalar
en un punto, como casos particulares de la
derivada direccional, cuando el vector direccion
es un vector coordenado unitario.

Derivadas parciales de
orden superior

Calcula derivadas parciales de segundo orden,
con su respectiva notacion y hace énfasis en que

. . 92 . .
la derivada mixta —— no siempre es igual a
0x0y
9%f
dyox’

Derivadas direccionales
y continuidad

Expone que en teoria unidimensional, la
existencia de la derivada de una funcién f en un
punto implica la continuidad de f en aquel
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Reverté Calculus | Tom M. Apostol Bogota 1988
Volumen
II
Contenidos
Temas Descripcion

punto, sin embargo, para un campo escalar f la
existencia de la derivada direccional, f'(a;y)
para todo vector y no implica la continuidad de
f en a, presentando un contraejemplo. Justifica
que el concepto de derivada direccional no
constituye una extension satisfactoria del
concepto unidimensional de derivada.

Presenta este concepto como una
generalizacién conveniente de la derivada, que
implica la continuidad, lo cual permite extender
los principales teoremas de derivacién de una
dimensién al caso de mayor namero de
dimensiones.

La diferencial Expone los conceptos de diferencial de una
funcioén real de variable real y la diferencial de
un campo escalar.

Enuncia y demuestra el teorema, si una funcién
f es diferenciable en un punto a, con diferencial
T,, entonces existe f'(a;y) para todo y en R" y

T.(y) = f'(a;y).

Da una explicaciéon grafica, algebraica y
analitica del vector gradiente.

Gradiente de uncampo | para el caso de un campo escalar,
escalar f'(a;y) =Vf(a) -y, enuncia y demuestra el
teorema, si un campo escalar f es diferenciable
en a entonces es continuo en a.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Reverté Calculus | Tom M. Apostol Bogota 1988
Volumen
II
Contenidos
Temas Descripcion

Enuncia y demuestra el teorema de la condicién
suficiente de diferenciabilidad. Si existen las
derivadas parciales D,f,--,D,f en cierta
n — bola B(a) y son continuas en a entonces f
es diferenciable en a.

Regla de la cadena para
derivadas de campos
escalares

Plantea y demuestra el teorema de la regla de la
cadena, para hallar la derivada de la funcién
compuesta g = f o r, de un campo escalar f y
una funcién vectorial r en un punto.

Aplicaciones

Presenta aplicaciones geométricas, conjuntos de
nivel y planos tangentes

Diferenciales de
campos vectoriales

Define la derivada de un campo vectorial
respecto a un vector en un punto.

Representa en forma geométrica y analitica la
diferenciabilidad en campos vectoriales.

Formula y demuestra el teorema, si un campo
vectorial es diferenciable en un punto, implica
la existencia de la derivada en ese punto en
cualquier direccion.

Enuncia y demuestra el teorema de la regla de
la cadena para campos vectoriales.

Representa en forma matricial la diferencial de
un campo vectorial, la matriz jacobiana.

Plantea ~y  demuestra el  teorema,
diferenciabilidad implica continuidad.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Reverté Calculus | Tom M. Apostol Bogota 1988
Volumen
II
Contenidos
Temas Descripcion

Calcular derivadas de un campo vectorial en un
punto respecto a un vector direccion, derivadas
parciales,  direccionales y  diferenciales
utilizando reglas algebraicas.

Aplicar las derivadas parciales.

Demostrar o verificar la existencia de derivadas
de funciones que satisfacen ciertas condiciones.

Calcular gradientes, derivadas direccionales.
Aplicar la derivada direccional a problemas
geométricos.

Ejercicios

Deducir propiedades del gradiente.

Verificar el cumplimiento de algunas
propiedades de la diferencial.

Calcular conjuntos de nivel, planos tangentes,
vector tangente y espacios tangentes.

Calcular la diferencial de campos vectoriales.

En el capitulo 9 presenta aplicaciones de la
diferencial de campos escalares y vectoriales,
discutidos en el capitulo 8, a las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, derivacion
de funciones definidas implicitamente,
méximos, minimos y puntos de ensilladura,
féormula de Taylor de segundo orden para
campos escalares, extremos condicionados y
multiplicadores de Lagrange.

Aplicaciones del
calculo diferencial

Tabla 1. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Reverté.
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De la Tabla 1 se puede evidenciar que los elementos
matemaéticos que configuran el concepto de diferencial para este autor
son: funciones en varias variables, derivada de una funcién en un
punto respecto a un vector, derivada parcial, derivada direccional,
diferencial de un campo escalar y diferencial de un campo vectorial.
Los elementos matemaéticos son presentados en forma algebraica y
analitica.

El siguiente texto examinado es el de la editorial John Wiley
Sons, el cual hace una presentacion del analisis real, que comprende
tres partes: una donde caracteriza el sistema de los ntiimeros reales;
otra dedicada a funciones, limites, continuidad, diferenciaciéon e
integracion de funciones reales; y la tultima destinada a sucesiones y
series.

La parte dedicada al andlisis de funciones inicia describiendo el
sistema de los ntmeros reales, sus propiedades, operaciones y
relaciones; contintia con la topologia de los espacios cartesianos,
espacios vectoriales, producto interior, norma, conjuntos abiertos,
cerrados, compacidad, conexidad y separacion; luego comprende las
funciones en varias variables, funciones lineales, continuidad,
continuidad uniforme y puntos fijos, sucesién de funciones continuas,
limite de funciones; y finaliza con la diferenciaciéon e integracién de
funciones en una y varias variables.

Los conceptos relacionados con la diferencial son expuestos en
la unidad VII, titulada Diferenciacién en RP comprendida de la pagina
347 a 397.

En la Tabla 2 se exponen los elementos matematicos que
configuran el concepto de diferencial en este texto.
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Editorial Titulo

Autores Ciudad Afo

John Wiley | The

Robert G. Bartle New York 1976

& Sons Elements
of Real
Analysis
Contenidos
Temas Descripcion

Derivada parcial

Hace una introduccién de la diferenciacion de
funciones reales. Primero presenta la derivada
de una funcién real de variable real en un
punto como una aproximacion lineal de la
funcion en vecindades del punto, vy
posteriormente extiende este concepto a
funciones en varias variables.

Indica la definicion de derivada de una
funcién vectorial de variable real con
aplicaciones a trayectorias de particulas,
velocidad y aceleracion.

Define derivada parcial de una funcién con
dominio un abierto A de R?, f:A < RP - RY,
p>1 g>1, en un punto ¢ de 4 y con
diferentes notaciones.

Derivada direccional

Define la derivada direccional de la funcién,
ftAc€ RP > RY p>1, q>1, en un punto ¢
interior de A en direccién de un vector u de RP.

La diferencial de,
RP - R4,

Define la diferencial de una funcién como el
funcional lineal entre los espacios vectoriales
que aplica la funcion y presenta la
interpretacién analitica y geométrica del
concepto.

Expone un lema sobre la wunicidad de la
diferencial.
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Editorial Titulo Autores Ciudad Afo
John Wiley | The Robert G. Bartle | New York 1976
& Sons Elements
of Real
Analysis
Contenidos
Temas Descripcion

Enuncia y demuestra el teorema: la existencia
de la diferencial implica la existencia de las
derivadas parciales.

Enuncia y demuestra un corolario del teorema
anterior, la existencia de la diferencial de un
La diferencial de, campo escalar implica la existencia de las
RP - RY. derivadas  parciales, estableciendo que
Df(c)(w) =Vf(c) u. Sin embargo, muestra
que el reciproco de este corolario no es cierto.

Analiza la diferencial de una funcién en varias
variables, f:A S RP — RY, segun los valores

depygq.
Enuncia y demuestra el teorema sobre la

condicién suficiente para la existencia de la
diferencial.

Calcular derivadas parciales, direccionales y
diferenciales.

Demostrar la existencia de la derivada parcial,
la derivada direccional, la diferenciabilidad, la
continuidad y el acotamiento, para funciones
en varias variables. Calcular en forma
algebraica el gradiente, planos tangentes,
vector tangente y espacios tangentes.

Ejercicios

Tabla 2. Contenidos sobre diferencial. Editorial John Wiley & Sons

Para este autor, segtin el resumen presentado en la Tabla 2, los
elementos matematicos que estructuran el concepto de diferencial de
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una funcién en varias variables son: derivada de una funcién en un
punto respecto a un vector, derivada parcial, derivada direccional,
diferencial de una funcién (real de variable real, vectorial de variable
real, real de variable vectorial y vectorial de variable vectorial),

condicion suficiente de diferenciabilidad y teoremas de
diferenciabilidad.

El tercer libro analizado es el volumen II del Anidilisis Real,
editado por el Instituto de Matemaética Pura y Aplicada (IMPA). Este
libro comprende el estudio de los espacios euclidianos n-dimensional
R", y utiliza un enfoque analitico, algebraico y geométrico, que
contrasta con el enfoque aritmético del volumen I, que estd dedicado
al andlisis real para funciones de una variable.

Para el anélisis real en varias variables, el texto inicia con la
topologia de los espacios euclideos, ya que segtn el autor, el estudio
topologico de los subconjuntos de R"™ es mas complicado que en el
caso de R. Cita el ejemplo en que los tinicos conjuntos conexos en la
recta son los intervalos, mientras que es imposible clasificar
topolégicamente los subconjuntos conexos de R" y ademas, el algebra
lineal que es poco necesaria en dimensién 1 (las matrices de orden 1 X
1 que representan las transformaciones lineales de R en R se
confunden con los ntimeros reales), para el andlisis real en varias
variables es indispensable a fin de formular conceptos y demostrar
teoremas del calculo diferencial de funciones en mas de una variable.

El estudio de la diferencial, incluido en el capitulo III, paginas
117 a 176, se basa en aproximar una funcién en varias variables, en una
vecindad de cada punto del dominio, por una transformacion lineal
(llamada diferencial) y a partir de las propiedades de la
transformaciéon obtener informacién de la funcién. Este estudio
requiere de conceptos de algebra lineal, como vectores, matrices y las
transformaciones lineales que representan la diferencial. El enfoque de
aplicar los métodos del algebra lineal al estudio de la diferencial, trae
grandes ventajas en cuanto a conceptualizacién, notacion, unificacion
y generalizacion.

Finalmente, el texto incluye dos capitulos dedicados a las
integrales multiples y de superficie.
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En la Tabla 3 se describen los elementos matemaéticos que
hacen parte de la estructura conceptual de la diferencial para este
autor.

Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
IMPA. Curso de | Elon Lages Lima Rio de 1985
Projeto analise Janeiro
Euclides volume 2

Contenidos
Temas Descripcion

Define derivada parcial de una funcién real de
variable vectorial con dominio el abierto U,
f:U & RP -» R, enun punto interior a de U, en
términos del limite del cociente incremental.

Derivadas parciales

Define la derivada de una funcién en un punto
en direccion de un vector.

Presenta ejemplos de algunas funciones que
poseen derivadas direccionales en un punto en
Derivadas cualquier direccién, sin embargo, no son
direccionales continuas en el punto. Por tanto, muestra que la
existencia de las derivadas direccionales no
implica la continuidad de la funcién.

Enuncia y demuestra el teorema del valor
medio.

Define la diferencial de wuna funcidn,
f:U<S RP - R, desarrollada por Fréchet y
Stolz, como generalizacion del concepto de
Funciones derivada de una funcién real de variable real.

diferenciables Muestra que si una funcién es diferenciable en
un punto, entonces existen todas las derivadas
parciales y las derivadas direccionales en la
direccién de cualquier vector.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Ano
IMPA. Curso de | Elon Lages Lima Rio de 1985
Projeto analise Janeiro
Euclides volume 2

Contenidos
Temas Descripcion

Enuncia y  demuestra el  teorema:
diferenciabilidad implica continuidad.

Presenta la regla de la cadena para funciones en
varias variables.

La diferencial de una
funcién

Establece que la diferencial de una funcién en
varias variables, f:U S RP - R, estd dada
como Df (a)(u) =Vf(a) - u.

El gradiente de una
funcién diferenciable

Establece las propiedades del gradiente y
presenta el significado geométrico y analitico
del vector gradiente de una funciéon real de
variable vectorial.

La regla de Leibniz.

Teorema de Schwartz.

Formula la regla de Leibniz, para calcular
derivadas parciales de funciones en varias
variables definidas en forma integral.

Formula la regla de Schwarz, para calcular
derivadas parciales de segundo orden mixtas, o
de orden superior a dos.

Aplicaciones y
ejercicios

Propone demostrar la diferenciabilidad y la
continuidad de funciones.

Aplicar el concepto de diferenciabilidad en la
térmula de Taylor infinitesimal, el resto de
Lagrange y el resto Integral.

Encontrar puntos criticos y aplicar el método de
multiplicadores de Lagrange para optimizar
funciones en varias variables.

Tabla 3. Contenidos sobre la diferencial. Editorial IMPA.
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De la sintesis presentada en la Tabla 3, se infiere que, para el
libro de la editorial IMPA, los elementos matematicos que configuran
el concepto de diferencial de una funcién en varias variables son:
funcion de varias variables, derivada parcial, derivada direccional, la
diferencial, el gradiente de una funcién y las reglas para calcular
diferenciales.

El cuarto texto analizado es de la Editorial Paraninfo, que inicia
el analisis en varias variables con un capitulo dedicado a la topologia
del espacio euclideo n —dimensional; luego destina cuatro capitulos al
cdlculo diferencial de funciones en varias variables que incluyen la
derivabilidad y diferenciabilidad, funciones inversas e implicitas,
variedades diferenciales, teoremas de rango, teoria de campos
escalares y vectoriales, operadores diferenciales; y finalmente destina
capitulos a la integraciéon mdultiple y la aplicacién a integrales
curvilineas e integrales de superficie.

Para la presentacion de los conceptos utiliza una representacion
analitica, que se caracteriza por seguir la secuencia definicién, teorema
(sin demostracién), proposiciones y observaciones. Al final de cada
seccion expone un conjunto de ejercicios resueltos, haciendo énfasis en
la representacion algebraica, la cual ayuda a explicar la presentacion
analitica. Para algunas situaciones hay gréficas en dos y tres
dimensiones y su respectiva interpretacion geométrica.

El concepto de diferencial de una funcién en varias variables
comprende los capitulos 2, 3y 7, que se describen en la Tabla 4.
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Editorial | Titulo

Autores Ciudad Afo

Paraninfo | Guia practica
de célculo
infinitesimal en
varias variables

Félix Galindo Soto, Madrid 2005
Javier Sanz Gil y Luis
A. Tristan Vega

Contenidos

Temas

Descripcion

Derivabilidad y
diferenciabilidad

Define funcién derivable, derivada parcial
y derivada direccional y funciéon
diferenciable en un punto.

Enuncia el teorema: la diferencial de una
funcién en un punto implica la continuidad
de la funcién en el punto.

Enuncia el teorema: si una funcién es
diferenciable en un punto, entonces existen
las derivadas direccionales en dicho punto,
segiin cualquier direccién, en particular, la
funcién es derivable en el punto.

Define derivada de una funcién en varias
variables y la representa como la matriz
jacobiana.

Establece que si una funciéon f es
diferenciable en un punto x,, entonces la
aplicacion lineal f'(x,) esta dada en forma
matricial respecto a las bases canénicas de
R™y R™ por la matriz jacobiana.

Define el gradiente de un campo escalar.

Establece la relacién entre derivabilidad y
diferenciabilidad.

Presenta la interpretaciéon geométrica de la
diferencial de una funcién en un punto.
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Editorial | Titulo

Autores Ciudad Ano

Paraninfo | Guia practica
de calculo
infinitesimal en
varias variables

Félix Galindo Soto, Madrid | 2005
Javier Sanz Gil y Luis
A. Tristan Vega

Contenidos

Temas

Descripcion

Enuncia un teorema de condicion suficiente
de diferenciabilidad.

Establece y caracteriza las operaciones con
funciones diferenciales.

Regla de la cadena

Regla de la cadena. Teorema del valor
medio.

Derivadas de orden
superior

Define las derivadas parciales de orden
m= 1.

Define las funciones de clase C¥, como
aquellas que admiten derivadas parciales
de orden k> 1 en cada punto de un
abierto A y estas derivadas parciales son
continuas en A.

Define funciones de clase C*.

Enuncia el teorema de Schwarz. Establece
las condiciones para la igualdad entre las
derivadas de segundo orden mixtas.

Férmula de Taylor

Presenta la férmula de Taylor. Establece las
condiciones para calcular el valor de una
funcién en vecindades de un punto a partir
de su imagen y de las derivadas parciales
de orden superior evaluadas en este.

Presenta un anélisis del error en la férmula
de Taylor y su relacién con la diferencial de
una funcién.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad | Afio
Paraninfo | Guia practica Félix Galindo Soto, Madrid | 2005
de calculo Javier Sanz Gil y Luis

infinitesimal en | A. Tristan Vega
varias variables

Contenidos

Temas Descripcion

Propone optimizar funciones a partir del
estudio de los extremos relativos y formas
cuadraticas como una aplicacion del
concepto de diferencial.

Presenta ejercicios resueltos y propone
otros para determinar derivabilidad,
diferenciabilidad y continuidad de
funciones en varias variables aplicando las
definiciones y  teoremas. Presenta
contraejemplos para mostrar que el
reciproco de algunos teoremas no se
cumple.

Ejercicios y aplicaciones

Tabla 4. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Paraninfo.

De la Tabla 4 se infiere que los elementos matemaéticos que dan
la estructura al concepto de diferencial en el libro de la editorial
Paraninfo son: funcién en varias variables, derivada direccional,
derivada parcial, funcién derivable, funcién diferenciable, gradiente,
matriz jacobiana, interpretacion geométrica y analitica de la
diferencial y teoremas para caracterizar la diferencial de una funcion.

El quinto texto analizado, de la segunda clasificacion, es el libro
de la editorial Harla, el cual desarrolla el calculo diferencial e integral
en 14 capitulos, que se caracterizan por la presentacion de una manera
formal de las definiciones, los teoremas y las demostraciones,
acompafiados de comentarios, ejemplos ilustrativos, graficas y la
aplicacién en modelos de la vida real. Ademas, incorpora la tecnologia
con el objetivo de mejorar el aprendizaje del calculo. Los ejemplos son
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ilustrativos y tienen como propdsito mostrar el concepto, la definiciéon
o el teorema particular y constituyen un referente para la resolucion
de los ejercicios.

La diferenciacién de funciones en varias variables la efectia en
el capitulo 11, titulado “Funciones vectoriales”, que comprende:
funcién real con valor vectorial y ecuaciones paramétricas, derivadas
y diferenciales de estas funciones; y en el capitulo 12, titulado “Calculo
diferencial de funciones de mds de una variable” expone: derivadas
parciales, diferenciabilidad, regla de la cadena, gradiente y
aplicaciones. Estos conceptos se resumen en la Tabla 5.

Editorial | Titulo Autores Ciudad Ao
Harla El célculo Louis Leithold México 1998
con
geometria
analitica
Contenidos
Temas Descripcion

Define derivada de una funcidén vectorial,
f:I€ R->R",n>1y funciéon vectorial

diferenciable.
Calculo de las funciones

con valor vectorial Presenta aplicaciones de la diferencial en el

movimiento en el plano y el significado
geométrico y fisico de los vectores unitarios
tangente y normal a una curva.

Define derivada parcial de una funcién de dos
variables, f:AS R?*-> R, y presenta las
diferentes notaciones.

Expone la interpretacién geométrica de la

Derivadas parciales . . i
P derivada parcial de una funcién.

Da una interpretacion analitica de la derivada
parcial de una funcién como la razén de
cambio instanténea.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afno
Harla El calculo Louis Leithold México 1998
con
geometria
analitica
Contenidos
Temas Descripcion

Define la derivada parcial de funciones con n
variables.

Define el incremento de una funcién de dos
variables en un punto.

Define funcion diferenciable en términos de
incrementos.

Enuncia y demuestra el teorema: si una
funcién es diferenciable en un punto, entonces
es continua en él.

Muestra un ejemplo para ilustrar que la sola
existencia de las derivadas parciales de una
funcion en wun punto no implica la

Diferenciabilidad y diferenciabilidad de la funcién en dicho punto.

diferencial total Enuncia y demuestra el teorema sobre la
condicién suficiente para que una funcién sea
diferenciable en un punto. Si existen y son
continuas las derivadas parciales de una
funcién en un punto, entonces la funcién es
diferenciable en este.

Define funciones continuamente
diferenciables en un punto, como las que
cumplen las condiciones del teorema anterior.

Propone ejercicios para mostrar que el
reciproco del teorema anterior no se cumple, es
decir, funciones que son diferenciables en un
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Ano
Harla El calculo Louis Leithold México 1998
con
geometria
analitica
Contenidos
Temas Descripcion
punto y aun asi sus derivadas parciales no son
continuas en dicho punto.
Concluye que la derivabilidad continua en un
punto es una condicién suficiente, pero no
necesaria, de la diferenciabilidad.
Define la diferencial total de una funcién de
dos variables.
Generaliza las definiciones de incremento,
funcién diferenciable y diferencial total a una
funcién de n variables.
Para cada concepto muestra ejemplos
ilustrativos.
Enuncia y demuestra el teorema de la regla de
la cadena para funciones de dos variables.
Regla de la cadena Enuncia y demuestra el teorema que

generaliza la regla de la cadena para funciones
de n variables, n > 1.

Derivadas parciales de
orden superior

Define derivadas de segundo, de tercer orden,
derivadas mixtas y enuncia el teorema que da
condiciones para que las derivadas mixtas

coincidan, fyy, (X0, ¥0) = fyx (X0, ¥0)-

Condiciones suficientes
de diferenciabilidad

Enuncia, demuestra e ilustra el teorema del
valor medio para una funcién de una sola
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Ano
Harla El calculo Louis Leithold México 1998
con
geometria
analitica
Contenidos
Temas Descripcion

variable, aplicado a una funcién de varias
variables.

Demuestra el teorema sobre las condiciones
suficientes para la diferenciabilidad,
utilizando el teorema del valor medio.

Define derivada direccional. Presenta una
interpretacion geométrica de la intensidad de
variacion de los valores funcionales f(x,y) en
cualquier direccion.

Derivadas direccionales

y gradientes Define gradiente de una funcién de dos

variables.

Da la interpretaciéon geométrica del vector
gradiente, que indica la direcciéon en la que la
funcién presenta su mayor tasa de variacion.

Aplicaciones de la diferencial para encontrar
planos tangentes y normales de las superficies.

Incluye problemas y ejercicios de aplicaciéon de
la diferencial para encontrar y caracterizar
valores extremos de funciones de dos

Aplicaciones variables.

Define puntos criticos, valor maximo y minimo
relativo.

Enuncia el teorema de la prueba de la segunda
derivada para caracterizar valores extremos.

86



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

Editorial

Titulo

Autores Ciudad Ano

Harla

El calculo
con
geometria
analitica

Louis Leithold México 1998

Contenidos

Temas

Descripcion

Presenta y propone problemas para encontrar
valores maximo, minimo absoluto y puntos
silla.

Propone situaciones problema para aplicar el
teorema del valor extremo para funciones de
dos variables.

Expone el método de los multiplicadores de
Lagrange y propone ejercicios y problemas.

Plantea ejercicios de obtener una funcién
conociendo el gradiente y las diferenciales
exactas.

Ejercicios

Los ejercicios estan ordenados por grados de
dificultad, proporciona variedad de tipos de
problemas que van desde calculos vy
aplicaciones hasta problemas teéricos para la
calculadora e incluye situaciones para
promover la redacciéon

Tabla 5. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Harla.

De la Tabla 5 se infiere que para este autor los elementos
matemaéticos que configuran el concepto de diferencial son: derivada
de funciones vectoriales, diferencial de una funcién vectorial,
derivada parcial, derivada direccional, la diferencial de una funcién
en varias variables, teoremas fundamentales sobre condiciones
necesarias y suficientes de diferenciabilidad, propiedades de
funciones diferenciables y aplicaciones.
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El sexto texto analizado es de la editorial Thomson; en la
presentaciéon se afirma que se atiende la recomendaciéon del
movimiento de reforma de la ensefianza del calculo, de concentrarse
en la comprensién de los conceptos, dada en la conferencia de la
Universidad de Tulane en 1986, y por tanto, tiene como propodsito
ayudar a los estudiantes a descubrir el calculo, aplicarlo en situaciones
précticas y admirar su belleza presentando los temas en forma verbal,
geométrica, numérica y algebraica.

El tema, la derivacién y diferenciaciéon de funciones en varias
variables, lo aborda asi: en el capitulo 13 analiza funciones con valor
vectorial, sus derivadas y aplicaciones a la longitud de arco, curvatura
y movimiento de particulas; en el capitulo 14 expone el concepto de
derivadas  parciales, derivadas direccionales, diferenciales,
aproximaciones lineales y aplicaciones.

Esta exposicion se caracteriza por incluir ejemplos de
situaciones reales modeladas por funciones definidas por datos
numéricos y graficas, por ejemplo, la funcion indice de temperatura y
humedad es ilustrada mediante una tabla de valores, que muestra la
dependencia de esta funcion respecto de las dos variables temperatura
del aire y la rapidez del viento. Las derivadas parciales se introducen
al analizar la variacion de la temperatura del aire percibido en funcién
de la temperatura y la humedad relativa. Esta misma situacion la
relaciona con las aproximaciones lineales o diferenciales. La derivada
direccional es incorporada a través de mapas de contorno de la
temperatura, para estimar la rapidez de cambio de temperatura en una
zona geografica particular.

Con respecto al concepto de diferencial, da una interpretaciéon
geométrica, iniciando para el caso de una variable como el hecho que
al acercarse a un punto de la grafica de una funcién derivable, la curva
no se distingue de su recta tangente y se puede aproximar la funcion
con una funcién lineal. Al extender este principio en tres dimensiones,
a medida que se acerca a un punto de una superficie, que es la grafica
de una funcién diferenciable de dos variables, la superficie se asemeja
cada vez mas a un plano (su plano tangente) y se puede aproximar la
funcién mediante una funcién lineal de dos variables.
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EnlaTabla 6 se sintetizan los temas que conforman el concepto
de diferencial de una funcién en varias variables segiin este autor

Editorial | Titulo Autores Ciudad Ao
Thomson | Calculo James Stewart México 2002
Learning | multivariable

Contenidos
Temas Descripcion

Funciones vectoriales

Define y representa funciones vectoriales y
curvas en el espacio.

Define la derivada de una funcion vectorial
de valor real.

Presenta aplicaciones para calcular Ila
longitud de un arco y analizar la curvatura,
el movimiento en el plano y el espacio.

Funciones de varias
variables

Define funcién de dos variables (dominio,
recorrido). Representa las funciones en
forma verbal, numérica (tabla de valores),
algebraica (por una férmula) y visual (por
gréficas o curvas de nivel).

Define, representa y caracteriza funciones de
tres o mas variables.

Derivadas parciales

Sefiala una explicacion de la derivada parcial
para funciones de dos variables en un punto,
representadas numéricamente (tablas de
valores). Define derivada parcial en forma
algebraica, como el limite del cociente
incremental.

Representa las derivadas parciales en
diferentes notaciones.

Establece reglas algebraicas para hallar
derivadas parciales.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Ao
Thomson | Calculo James Stewart México 2002
Learning | multivariable

Contenidos
Temas Descripcion

Expone la interpretacion geométrica de la
derivada parcial de una funcién en un punto
como pendientes, ilustra con gréficas.

Define derivadas parciales para funciones de
mas de dos variables y representa en forma
algebraica.

Define las derivadas parciales de orden
superior. Si f es una funciéon de dos
variables, las derivadas parciales f; y f, son
también funciones de dos variables, de
manera que se pueden encontrar las

derivadas parciales (f)x , (fi)y » (fy)x,
(),

Enuncia el teorema de Clairaut, que da
condiciones bajo las cuales se puede expresar

fxy(ar b) = fyx(a: b).

Planos tangentes y
aproximaciones lineales

Define y representa las aproximaciones
lineales o aproximacion del plano tangente a
la funcién en un punto.

Define la diferencial de una funcién de dos
variables en un punto y define la diferencial
total.

Enuncia el teorema que establece las
condiciones suficientes para que una funcién
de dos variables sea diferenciable en un
punto. Muestra un ejemplo ilustrativo para
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Editorial | Titulo

Autores Ciudad Afo

Thomson | Célculo
Learning | multivariable

James Stewart Meéxico 2002

Contenidos

Temas

Descripcion

estimar la diferencial de una funcién de dos
variables representada en forma tabular.

Define diferenciales y presenta una
interpretacién gréfica y algebraica.

Define la derivada y la diferencial para
funciones de tres o mas variables.

Regla de la cadena

Explica la regla de la cadena para diferentes
casos de funciones compuestas en varias
variables, representando en forma algebraica
y grafica mediante diagramas de arbol.

Enuncia, demuestra y representa el teorema
de la funcién implicita.

Derivadas direccionales y
vector gradiente

Define derivada direccional y muestra una
aplicacién a problemas de meteorologia.

Define vector gradiente y presenta el
significado analitico y geométrico.

Enuncia y demuestra el teorema, si una
funcion f es diferenciable en (x,y) entonces
la derivada direccional de f en un punto
(x,y) en la direccion del vector u = (a, b) es

Dyf(x,y) =Vf(x,y) " u= fe(x,y)a+ f,(x,y)b.

Define, representa e ilustra el concepto de
derivada direccional para una funcién de
tres variables.

Expone la interpretacion geométrica de la
maximizacién de la derivada direccional.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afo

Thomson | Calculo James Stewart México 2002
Learning | multivariable

Contenidos

Temas Descripcion

Los ejercicios comienzan motivando al
estudiante a explicar los significados de los
conceptos basicos de la diferencial; otros
ejercicios  prueban la = comprension
conceptual por medio de gréficas y tablas.

La dificultad de los ejercicios se da en forma
gradual desde los mas basicos hasta los mas
Aplicaciones y ejercicios complejos relacionados con aplicaciones y
demostraciones.

Plantea ejercicios de aplicacion de la
diferencial para calcular y caracterizar los
valores maximos y minimos.

Explica el método de multiplicadores de
Lagrange en problemas de optimizacion y
propone problemas para su aplicacion.

Tabla 6. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Thomson.

De la Tabla 6 se concluye que los elementos matematicos que
configuran el concepto de la diferencial de una funcién en varias
variables en este libro son: funciones vectoriales, derivadas de
funciones vectoriales, funciones de varias variables, derivadas
parciales, derivadas direccionales, gradientes, diferenciales y
aplicaciones.

El séptimo texto analizado es el de la editorial Pearson; su
proposito, segin se expresa en la presentaciéon, es preparar a los
estudiantes para integrarse a la comunidad cientifica. Para cumplir
con este objetivo, los conceptos se exponen de manera formal,
siguiendo la secuencia definicién, teorema, corolario, con las
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respectivas  demostraciones, acompafiados de sistemas de
representacion textual, grafica y numeérica, a través de diagramas y
figuras, algunas generadas en computador. Ademads, se proponen
exploraciones con programas de algebra simbdlica, para que los
estudiantes activen la intuicién geométrica, mejoren la capacidad de
pensar en el espacio bidimensional y tridimensional y puedan resolver
problemas creativamente.

Cada capitulo incluye aplicaciones y ejemplos con datos reales
de situaciones familiares para los estudiantes, y cita las fuentes
correspondientes. Sobre la historia y evolucién de los conceptos, se
indica el origen de las ideas y se mencionan algunos conflictos que
surgieron. Ademas, se enfatizan temas de gran interés y relevancia
actual, y se destaca el calculo como una creacién asombrosa de la
mente humana.

En cada seccién se propone una serie de ejercicios con un nivel
de dificultad que va incrementandose, apropiados para trabajar tanto
en forma individual como en grupos; algunos requieren utilizar la
calculadora, la calculadora grafica y programas de algebra simboélica.
Al final de cada capitulo se encuentran tres secciones que resumen el
contenido en formas diferentes: preguntas de repaso, ejercicios de
préctica y ejercicios adicionales.

En el capitulo 11, titulado “Funciones de valores vectoriales y
movimiento en el espacio”, se expone el concepto de diferenciaciéon de
funciones en varias variables; en el capitulo 12 se abordan las
funciones de maltiples variables y derivadas parciales. En el capitulo
11 se indica cémo utilizar el calculo para estudiar las trayectorias,
velocidades y aceleraciones de cuerpos en movimiento con
aplicaciones a movimientos de proyectiles, planetas y satélites. En el
capitulo 12 se expone el calculo de funciones de mas de una variable e
incluye dominio, rango, curvas de nivel, limites, continuidad,
derivaciéon y diferenciacién de estas funciones. Los sistemas de
representacion utilizados son el grafico, analitico, numérico y
algebraico.
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Enla Tabla 7 se resumen los temas que configuran el concepto
de diferencial de una funcién en varias variables para los autores de

la editorial Pearson.

Editorial Titulo

Autores Ciudad Ano

Pearson Calculo

George B. Thomas, Ross México 1999

varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

Funciones de valores
vectoriales y
movimiento en el
espacio

Define funciones de valores vectoriales y
expone aplicaciones para el estudio del
movimiento en el espacio.

Presenta el modelo del movimiento de un
proyectil, como aplicacién de estas funciones y
su diferencial.

Muestra la aplicacion de las funciones
vectoriales para calcular la longitud de arco y la
velocidad de una particula en movimiento,
como el vector tangente unitario en cada punto
de la curva que representa la trayectoria.

Funciones de varias
variables

Define funcién en varias variables y caracteriza
el dominio, recorrido, variables dependientes e
independientes.

Define, representa e ilustra punto interior,
interior, exterior, punto frontera.

Define y caracteriza funciones acotadas y no
acotadas.

Representa funciones de dos variables por
medio de gréficas, curvas de nivel y lineas de
contorno, algunas de ellas realizadas en
computadora.
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Editorial Titulo

Autores Ciudad Ao

Pearson Calculo

George B. Thomas, Ross México 1999

varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

Representa superficies de nivel de funciones de
tres variables.

Derivadas parciales

Define y representa la derivada parcial en
diferentes notaciones.

Da la interpretacién geométrica de la derivada
parcial con ejemplos e ilustraciones.

Define, representa y presenta ejemplos de
funciones de mas de dos variables.

Establece la relacion entre la continuidad y la
existencia de derivadas parciales.

Define derivadas parciales de segundo orden.

Enuncia, demuestra y presenta ejemplos de los
teoremas de Euler sobre la derivada mixta.

Define derivadas parciales de orden superior.

Diferenciabilidad,
linealizacion y
diferenciales

Define la diferencial de una funcion.

Enuncia y demuestra el teorema del incremento
para funciones de dos variables.

Enuncia, demuestra y presenta ejemplos del
corolario del teorema del incremento para
funciones de dos variables.

Enuncia y demuestra el teorema, si una funcién
es diferenciable en un punto, entonces la
funcién es continua en este punto. Presenta
contraejemplo para mostrar que el reciproco no
se cumple.
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Editorial Titulo

Autores Ciudad Ao

Pearson Calculo
varias
variables

George B. Thomas, Ross México 1999
L. Finney, Maurice D.
Weir

Contenidos

Temas

Descripcion

Expone el procedimiento para linealizar una
funcién de dos variables.

Analiza el error de una aproximacién lineal
estandar.

Relaciona una aplicacién de los diferenciales
para predecir el cambio de una funcién.

Define diferencial total.

Define funciones de mas de dos variables.

Regla de la cadena

Establece y representa la regla de la cadena para
calcular la diferencial de funciones compuestas
de dos o més variables.

Establece y representa regla de la cadena para
funciones definidas sobre superficies.

Define y muestra ejemplos sobre Ila
diferenciacion Implicita como una aplicacion de
la regla de la cadena.

Derivadas parciales
con variables
restringidas

Calcula derivadas parciales con variables
restringidas utilizando diagramas de flechas en
su representacion.

Derivadas
direccionales, vectores
gradiente y planos
tangentes

Define derivadas direccionales en el plano.

Presenta una interpretacion geométrica de la
derivada direccional.

Define el vector gradiente.
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Editorial Titulo

Autores Ciudad Ao

Pearson Calculo

George B. Thomas, Ross México 1999

varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

Establece propiedades de la derivada
direccional.

Calcula gradientes y tangentes a curvas de nivel.

Define, representa y muestra ejemplos de
funciones de tres variables.

Aplica los conceptos de derivadas parciales para
calcular las ecuaciones de planos tangentes y
rectas normales.

Define y encuentra el plano tangente a una
superficie z = f(x,y).

Establece reglas algebraicas para operar con
gradientes.

Foérmula de Taylor

De una manera formal, con sistemas de
representacién analitico y algebraico, utiliza la
férmula de Taylor para deducir la prueba de la
segunda derivada para valores extremos
locales, y la formula del error para Ila
linealizaciéon de funciones de dos variables
independientes.

Aplica la formula de Taylor en estas
deducciones, la cual conduce a una extension de
la férmula que proporciona aproximaciones
polinomiales de todos los o6rdenes para
funciones de varias variables.

Aplicaciones y
ejercicios

Propone un conjunto amplio de ejercicios sobre:
funciones de valores vectoriales y movimientos
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Editorial Titulo Autores Ciudad Ao

Pearson | Célculo George B. Thomas, Ross México 1999

varias L. Finney, Maurice D.
variables Weir
Contenidos
Temas Descripcion

en el plano y el espacio, problemas de valor
inicial para funciones de valores vectoriales,
rectas tangentes a curvas suaves, movimientos
sobre trayectorias circulares, curvatura;
sistemas coordenados polares, cilindricos,
esféricos; encontrar dominio, rango, curvas y
superficies de nivel de funciones en varias
variables; calcular derivadas de primer y
segundo orden, derivadas parciales mixtas, uso
de la definicion de derivada parcial,
diferenciacion implicita, aplicaciones a las
ecuaciones diferenciales parciales de Laplace y
la ecuacién de onda; hallar linealizaciones de
funciones; estimar cotas superiores para errores
en aproximaciones lineales; estimar la
sensibilidad al cambio; calcular derivadas
parciales con variables restringidas; calcular
derivadas direccionales, vectores gradiente y
planos tangentes; aplicar la diferenciacién de
funciones en varias variables para encontrar y
caracterizar valores extremos y puntos de silla.

Tabla 7. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Pearson

De la Tabla 7 se deduce que los elementos matematicos que
configuran el concepto diferencial de una funcién en varias variables
para los autores del texto de la editorial Pearson son: derivadas
parciales, linealizaciones, diferenciacion implicita, derivadas
parciales con variables restringidas, derivadas direccionales,
gradientes, planos tangentes, rectas normales, aplicaciones para
calcular extremos absolutos de funciones y férmula de Taylor.
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Finalmente, el texto de editorial Limusa, titulado Cilculo de varias
variables, comprende definiciones basicas y la seleccién de problemas
resueltos, que son ilustrativos para el desarrollo de los contenidos,
ademas en cada seccion incluye un conjunto de ejercicios.

El sistema de representaciéon mas utilizado es el algebraico y verbal,
con algunas gréficas. El concepto de diferencial de una funcién en
varias variables lo aborda en los tres primeros capitulos: derivacion
parcial, jacobianos, transformaciones, teorema de Taylor vy
aplicaciones. En la Tabla 8 se describen los temas que conforman el
concepto de diferencial de una funcién en varias variables para este
autor.

Editorial | Titulo Autores Ciudad Afio
Limusa Calculo de | L. Marder México 1974
varias
variables
Contenidos
Temas Descripcion

Define vecindad, abierto, punto frontera, cerrado,
region, funcion, dominio, representacion grafica,
limite y continuidad.

Define y presenta ejemplos de derivada parcial
como el limite del cociente incremental y expone
estrategias para encontrar derivadas parciales de
una funcién de dos variables.

Derivada parcial Da una interpretacion geométrica de la derivada
parcial de una funcién f de dos variables en el
punto (x1,y;), como la pendiente de la recta
tangente a la curva de intersecciéon entre la
superficie z = f(x,y) ylosplanosx = x; 0y = y;.

Muestra una funcién cuyas derivadas parciales
existen en un punto, sin embargo, la funcién no
es continua en el punto.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afo
Limusa Calculo de | L. Marder México 1974
varias
variables
Contenidos
Temas Descripcion

Encuentra nuevas funciones, como resultado de
calcular derivadas parciales.

Define, representa y muestra ejemplos para
calcular segundas derivadas parciales de una
funcién de dos variables.

Formula y demuestra la regla de la cadena para
calcular la derivada de funciones compuestas.

Define e interpreta geométricamente el
incremento de una funcién en un punto,

Af (x1,y1) = fQxq + Ax,y1 + Ay) — f(x1,¥1),

como el cambio en la altura de la superficie S: z =
f(x,y) referidas a los ejes cartesianos
rectangulares xyz en el punto (x,y) cuando este
se aproxima a (x1,y;) y la diferencial df en
(x1,y1) como el cambio en la altura del plano
tangente a S en (x;, y;) cuando (x, y) se aproxima

a (xq,y1).

Jacobianos y
transformaciones

Presenta aplicaciones de las derivadas parciales a
funciones implicitas y jacobianos.

Establece la dependencia funcional.

Determina las propiedades de los jacobianos,
transformaciones, mapeos, imagen de una
transformacion, transformacién inversa,
aplicacion a coordenadas curvilineas.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afo
Limusa Calculo de | L. Marder México 1974
varias
variables
Contenidos
Temas Descripcion

Representa en forma algebraica, grafica y verbal
las derivadas y diferenciales de funciones en
varias variables.

El teorema de Taylor
y sus aplicaciones

Enuncia y demuestra el teorema de Taylor en una
variable y el teorema del valor medio como un
corolario.

Realiza un analisis del residuo, forma de
Lagrange y de Cauchy como una aplicaciéon de la
diferencial.

Enuncia y demuestra el teorema de Taylor en dos
variables. Aplica el teorema de Taylor para
encontrar extremos relativos y absolutos de una
funcién. Utiliza la matriz hessiana para
caracterizar extremos relativos.

Ejercicios y
aplicaciones

Presenta una secciéon de ejercicios para calcular
derivadas parciales y su aplicacion en las
ecuaciones diferenciales parciales, diferenciales
exactas, valor aproximado de valores de
funciones en dos variables en puntos especificos.

Propone calcular derivadas de funciones en dos
variables definidas implicitamente.

Calcular  imagenes de  regiones  bajo
transformaciones.

Expresar el desarrollo de una funcién en serie de
Taylor.
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Editorial | Titulo Autores Ciudad Afo
Limusa Calculo de | L. Marder México 1974
varias
variables
Contenidos
Temas Descripcion

Encontrar valores extremos de funciones vy
caracterizarlos.

Tabla 8. Contenidos sobre la diferencial. Editorial Limusa.

Para el autor del libro de la editorial Limusa, segtin la Tabla 8,
los elementos matematicos que configuran el concepto de diferencial
de una funcién en varias variables son: derivadas parciales, el teorema
de Taylor, regla de la cadena, la diferencial, aplicaciones a
transformaciones y jacobianos, maximos, minimos y puntos de silla de
una funcién en dos variables.

Enla Tabla 9 se presenta un resumen de los temas y subtemas,
los elementos matematicos, que configuran la estructura del concepto
de diferencial y que aparecieron con mayor frecuencia en los textos
analizados.

Elementos

P Descomposicion
matematicos

Definicién de la derivada de una funcién en varias
variables definida sobre un abierto A de R",
fiAc R"> R™ n> m=>1, en un punto a de 4 en la
direccion del vector y de R™, como la existencia del
Derivada de una |limite la siguiente expresién y notada como f'(a; y),

funcién
fla+hy)—f(a)
Y .

f(a;y) = lim

Derivada de una funciéon cuando el vector es nulo,
derivada de una funcidén constante, derivada de una
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Elementos
matematicos

Descomposicion

transformacion lineal, derivada de la norma euclidea
de un vector al cuadrado en cualquier punto.

Relacién entre la derivada de una funcién real de
variable real y el comportamiento de una funcién f
real de variable vectorial sobre una recta que pasa por
los puntosaya+y.

Derivada
direccional

Definiciéon de la derivada direccional, como la
derivada de la funcion f en el punto a en la direcciéon
del vector y cuando el vector direccién es unitario,

f'(@;y) con |lyl|=1.
Interpretacion geométrica de la derivada direccional.

Derivadas  direccionales y  continuidad, la
derivabilidad no implica continuidad para funciones
en varias variables, ejemplo de una funcién real
definida sobre R? que posee derivada direccional en 0
en cualquier direccién pero no es continua en 0.

Derivada parcial

Definicién de derivada parcial de una funcién real de
una variable vectorial en un punto a, como la derivada
direccional cuando el vector direccién es uno de la
base candnica de R", f'(a;y) con y = e, (k —ésimo
vector coordenado).

Notacién de derivada parcial.

Interpretacion geométrica. Interpretacion de derivada
parcial de funciones representadas en forma tabular.
Reglas algebraicas para calcular derivadas parciales.
Derivadas parciales de orden superior. Teorema de
Clariaut para igualdad de las derivadas parciales de
segundo orden mixtas. Aplicaciones a las ecuaciones
diferenciales parciales.

Definicion, si la funcién f, admite derivadas parciales
respecto a todas la variables en un punto a, se dice que
es derivable en dicho punto.

103




LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.

UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

Elementos
matematicos

Descomposicion

Diferencial de
una funcién

Definicién de diferencial de una funcién:

sea f:ACR™ - R", n>1, m =1, f es diferenciable en
un punto q, si existe una transformacién lineal,

Tq:R™ - R™, y una funcién r:R™ - R™,
tal que f(a +v) = f(a) + T,(v) + r(v), donde
) _
Iwli—o llvll —

La transformacion lineal T, se llama diferencial de f en
a.

Interpretacion analitica y geométrica de la existencia
de la diferencial.

Aplicacién del concepto de diferencial para demostrar
que la continuidad, la derivabilidad y la linealidad de
la derivada no implican la diferenciabilidad, con
ejemplos ilustrativos de funciones como las siguientes,

que no son diferenciables en (0,0), segtn las razones

xy
(x,y) # (0,0), f£(0,0) =0, posee derivables parciales
en (0,0), no posee derivadas direccionales segtin todo
vector y no es continua en (0,0);

g:R* > R, g(x,y) =~ +y2, (x,y) # (0,0), g(0,0) =0,
es continua en (0,0), posee derivadas direccionales
segin todo vector en (0,0) y esta derivada no depende
linealmente del vector direccién;

indirectas que se enuncian: f:R? » R, f(x,y) =

h:R? > R, h(x,y) = (x,y) # (0,0), h(0,0) =0,

posee derivada direccional en (0,0) segtin todo vector
direccién y esta derivada es lineal respecto al vector
direccién, sin embargo, no es continua en (0,0);

P:R* > R, 9(x,y) = x4+y2, (x,y) # (0,0), ¢(0,0)=0,
que es continua en todo el plano, admite en todos los
puntos del plano derivadas direccionales que

6+ 2/
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Elementos
matematicos

Descomposicion

dependen linealmente del vector direccion, pero no
satisface la regla de la cadena, porque al considerar el

camino A(t) = (t, t? sin %), la funcién
compuesta ¢°A: R - R, no es derivableent = 0.

Gradiente de un
campo escalar

Definicién del gradiente de una funcién como df = Vf
df:R" - (RM)* = L(R™ - R)
a - df(a)
tal que,
df(a):R™ -» R
y v df(@)y = (D1f (@), , Dpf(@)). ¥

Relacion geométrica de la derivada direccional con el
vector gradiente.

Reglas algebraicas para gradientes. Aplicaciones
geométricas. Conjuntos de nivel. Planos tangentes,
recta normal.

Teorema:
diferenciabilidad
implica
derivabilidad

Sean A € R", un abierto, f:A—> R™, a un punto
interior de 4, si una funcion f es diferenciable en A con
diferencial T,, entonces existe la derivada f'(a;y),
para todo vector y de R" y T,(¥) = f'(a;y).

Segtin sean los valores de n y m, si f es diferenciable
en a, la diferencial T, = Df(a) viene dada en forma
matricial respecto a las bases de R™ y R™ por la matriz
jacobiana cuyas m filas son la n derivadas parciales de
cada una de las m componentes f; de f, esto es,

A(fy  fin
T, = Df(a) = (Dif; (@) _OG fnd o

i=temj=1om 9 (xy - Xp)
La matriz jacobiana para los tipos de funciones es:
Si f es una funcién real de variable real,
To(y) = Df (@) = f'(@)y.

Si f es una funcién vectorial de una variable real,
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Elementos .l
P Descomposicion
matematicos
T.() =Df(@)(¥) = y(fi' (@), f'(@)).
Si f es un campo escalar,
To(y) = Df(@)(y) = Vf(a) - y.
Si f es una funcion vectorial de una variable vectorial,
campo vectorial, la diferencial de f en a,
0(f1, -, fm)
T,(y) =D = T (g)-
) =Df(@ () 3 %) (@ -y
m
= Z Vfe(a) ey
k=1

Teorema:
diferenciabilidad |Si f es una funcién en varias variables diferenciable en
implica a, entonces f es continua en a.
continuidad

Sean A € R", f:A - R"™, y a un punto interior de A. Si
Teorema: las derivadas parciales D;fi(i =1,---,m; j =1,--,n)
condicion existen en una vecindad de A y son continuas en a,
suficiente de entonces f es diferenciable en a con diferencial Df (a)
diferenciabilidad |representada por la matriz jacobiana de orden m x n

evaluada en a.

Funciones de clase C*. Norma de un diferencial.

) Aproximar localmente una funcién definida sobre un
Foérmula de . n . . . .
Tavlor abierto A de R™ por un polinomio. Polinomio de
y Taylor de orden k. Resto de Taylor de orden k.
Diferencial de orden m.

Tabla 9. Elementos matematicos que configuran el concepto de diferencial segtin

los libros de texto analizados

Del anélisis anterior en la Tabla 10, se presentan los elementos
matemaéticos identificados y se registra la presencia o ausencia del
elemento en cada texto segin la editorial.
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Editoriales
—
tr " —

Elementos matematicos ? E = g ET g E'T; g g 5 g g

c 2 Ee |B |2 |25 |27 e

Bl B8 |27 |& § <3 |8
Derivada de una funcién X X
Derivada direccional X X X | X | X X X | X
Derivada parcial X X X [ XX X X | X
Diferencial de una funcién X X X | X | X X X | X
Gradiente de un campo escalar | X X X | X[ X X X | X
Teorema. Diferenciabilidad X X X | x| x X X | x
implica derivabilidad
Teorema. Condicion suficiente | X X | x| x X X | x
de diferenciabilidad
Férmula de Taylor X X X [ X X

Tabla 10. Resumen de los elementos matematicos que configuran el concepto de
diferencial y que aparecen reiteradamente en los libros de texto analizados

Esquema del concepto de diferencial

El andlisis de investigaciones relacionadas con el concepto de
diferencial, incluidas en el estado de la cuestion de la investigacién, en
el andlisis de los libros de texto, en el desarrollo histérico del concepto,
en el estudio de los conceptos relacionados y en la experiencia como
docentes en el area de anélisis matematico, orientd la inclusiéon de los
siguientes aspectos necesarios para la comprensién del concepto de la
diferencial de una funcién en varias variables: los elementos
matematicos que constituyen el concepto de diferencial, las relaciones
légicas que se establecen entre los elementos mateméticos y los
sistemas de representaciéon. A continuacién se describe cada uno de
estos aspectos.
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Elementos matemdticos

Los elementos matematicos de la diferencial de una funcién en varias
variables, como adaptacién de la definicién de “elemento” de Piaget,
es “el producto de una segregacion o disociacion de las partes y de sus
propiedades”®’. En este trabajo, al igual que en Aldana 2011%, no se
referencia la coleccion de acciones, procesos u objetos, que son formas
de conocer los elementos matematicos del concepto, sino la coleccion
de elementos matematicos que lo configuran.

Al respecto, Beker afirma:

[...] que en el propésito de resolver una tarea, las personas
coordinan y sintetizan las acciones, los procesos y los objetos para
formar estructuras, es decir, coordinan los elementos que
constituyen el concepto matemético. Es por esto que una etapa
previa en la investigacion consistié en determinar cuales son los
elementos matematicos y como se relacionan en términos de
operaciones cognitivas, llamadas relaciones u operaciones légicas
entre los elementos matematicos, para caracterizar el desarrollo
del esquema®.

Con estos planteamientos podemos analizar el desarrollo del
pensamiento de un estudiante mediante el uso de los elementos
matematicos dados en distintos sistemas de representaciéon y en su
capacidad para establecer las relaciones l6gicas entre estos elementos
en la resolucién de un problema.

Cuando se mencionan los elementos matematicos vinculados al
concepto, se hace referencia a las nociones matematicas que lo
configuran, y cuando se nombran los sistemas de representacion
grafico G, algebraico A y analitico AN, se refiere a las formas en que
se pueden representar dichas nociones. Estas representaciones
resultaron del anélisis tedrico y de los libros de texto, ademas son las

% Jean Piaget y Rolando Garcia, Psicogénesis e historia de la ciencia, Madrid: Siglo
Veintiuno Editores, 1983, 8.

98 Eliécer Aldana, Comprension de la integral... 100-101.

% Bernadette Baker, Laurel Cooley y Maria Trigueros, “A Calculus Graphing
Schema”, Journal for Research in Mathematics Education, 31, 2000: 4.
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que utilizan y coordinan los estudiantes con frecuencia al resolver las
tareas.

En la Tabla 11 se presenta el resumen de los elementos
matematicos del concepto de diferencial de una funcién en varias
variables, los sistemas de representacion gréfico, tabular, algebraico y
analitico, como resultado del andlisis teérico anterior y es una
adaptacion del trabajo de Aldana 2011100,

100 Eliécer Aldana, Comprension de la integral... 100-103.
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(a+Ax,b+ Ay, f(a+ Ax, b+ Ay))
superficie z = f(x, y)

d
(a.b, f(a, b) y = L

plano tangente
z = fla,b) = f(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — b)

Figura 15. Interpretacion geométrica de la diferencial de un campo escalar en tres
dimensiones. Fuente: Stewart, 2002, p. 914.

Existe la transformacién lineal Para todo, j =1,...,m,
To, : R™ — R™ tal que, fi:ACR">R
iy v 'If(z)_fl(lil_aﬁ“(m_“)||"' =0 es diferenciable en a
Definicién \/’I‘eorema 4
Si existen %(a),
Existen D, f(a) Teorema 2 f:ACR"— R™ Teorema 3 =T i
para todo u € R™ < [ es diferenciable en a. S 13=1; W i
en una vecindad de a
v son continuas en a
u Definicién uTeorema 1
Existen g—ﬁ(a) Para todo | f es continua en a I
i=1,...,m5=1,....,m

ﬂ Definicion

Sif:ACR"— R™

f derivable en a

Figura 16. Relaciones de la diferenciabilidad y propiedades locales
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Relaciones légicas

Las relaciones logicas que se establecieron entre los elementos
matemaéticos permiten al estudiante hacer inferencias y son, entre
otras, las que a continuacion se analizan.

Conjuncion logica, pAq. La conjuncion loégica (A) entre dos
proposiciones es un conector légico cuyo valor de verdad resulta
cierto solo si ambas proposiciones son ciertas y falso de cualquier otra
forma. En el lenguaje formal, si las declaraciones representan
proposiciones en légica proposicional con contenido de verdad o
falsedad, entonces una conjuncién légica es cierta solo si ambas
declaraciones son ciertas.

Ejemplo. La diferencial es un operador lineal si cumple que para
todo par de vectores u, v en R", para todo @ en R,

Df(a)(u+v) = Df(a)(w) + Df(a)(v), y
Df (a@)(au) = aDf (a)(w).
Condicional,p — q. El condicional es una funcién que toma dos
valores de verdad (por lo general, los valores de proposiciones, p el
antecedente y q el consecuente), devuelve falso cuando los valores de

verdad de p es verdadero y el de g es falso y devuelve verdadero en
cualquier otro caso.

Ejemplo. Si una funcion en varias variables es diferenciable en
un punto a, entonces es continua en a.

Ejemplo. Si una funcién en varias variables es diferenciable en
un punto a, entonces es derivable en a.

Contrarreciproca, —=q — — p. Consiste en la implicaciéon de la
negaciéon de un consecuente con la negaciéon de su antecedente.
Formalmente, puede definirse que la condicional es légicamente
equivalente a la implicacién de la negacién del consecuente con la
negacion del antecedente (sus tablas de verdad son idénticas),
formalmente se expresan por la férmula légica,

P ->q < (=g~ -p).
Ejemplo. Si una funcion en varias variables no es continua en a,
entonces no es diferenciable en a.
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Negacion del condicional, —(p — q). Consiste en la negacion
légica de una implicacién, que es légicamente equivalente a
conjuncién légica del antecedente y la negacion del consecuente.
Formalmente, puede definirse por la férmula légica,

“(poq)epAag
Ejemplo. No es cierto que la continuidad implique la

diferenciabilidad, ya que puede haber funciones continuas y no
diferenciables.

Bicondicional, p < q. El bicondicional es una funcién que toma
dos valores de verdad (los valores de proposiciones p y q) y devuelve
verdadero cuandopy q tienen el mismo valor de verdad, y devuelve
falso en cualquier otro caso. Ademas, el bicondicional es l6gicamente
equivalente al bicondicional de la negacién de las proposiciones,

pegqgeap g

Ejemplo. El campo escalar f es diferenciable en a si y solo si, el
flatv)-f(@-Df@®) _
vl )

operador Df(a) es lineal y, lim0
v -

fla+v)—f(a)-Df(a)(v)

vl

El operador Df(a) no es lineal, o, limO #0,
v -

si i solo si, el campo escalar f no es diferenciable en a.
Sistemas de representacion

En matematicas, los sistemas de representaciéon son un lenguaje que
se expresa por notaciones graficas, algebraicas y analiticas, o también
por manifestaciones verbales, por medio de las cuales se describen y
definen los conceptos y procedimientos, asi como sus caracteristicas y
propiedades!?l. Estas representaciones se agrupan en diferentes
registros de representacion, que los estudiantes utilizan para lograr la
comprension del concepto de diferencial de una funcién en varias
variables.

Descomposicion genética del concepto de la diferencial

Como resultado del analisis del concepto, el ciclo ACE y siguiendo la
metodologia propuesta por la teoria APOE, se describe a continuacién

101 Eliécer Aldana, Comprension de la integral... 111.
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la ruta hipotética, en términos de acciones, procesos, objetos y
esquemas, asi como los mecanismos de construccion que un
estudiante debe seguir para la comprension del concepto de
diferencial, como una version refinada del modelo que se propuso en
un comienzo de la investigacion. Enseguida se expone la enumeraciéon

de los parrafos para hacer las respectivas referencias.

A. Construcciones previas

El concepto de funcién en varias variables FVV, como objeto
representado por la ecuacion (24), porque al desencapsularlo se tienen
los siguientes elementos como procesos, segtin sean los valores de n'y

m:
1.

Funcion real de variable real, FR, paran = 1y m =1, tal que a cada
nuimero real del dominio asigna un tinico niimero real.

Funcion vectorial de una variable real, FVR, paran =1y m > 1, tal
que a cada real del dominio le asigna un tnico vector en R™.
Funcion real de una variable vectorial o campo escalar, CE, para
n>1y m=1, tal que a cada vector de un abierto 2 € R", le
asigna uno y solo un real.

Funcion vectorial de una variable vectorial o campo vectorial, CV
paran >1y m > 1, tal que a cada vector en R" le asigna un tnico
vector en R™.

fi0 S R" > R™

x>y = f(0). (24

El espacio vectorial, R",n > 1, sobre el campo R, como esquema,
generado por la coordinacién de los esquemas de conjunto,
operacién binaria y axioma, que incluyen: la base canénica como
objeto y el producto interior entre los espacios vectoriales como
proceso.

El concepto de transformacion lineal como objeto para asimilar el
espacio de las transformaciones lineales sobre el campo R, y
calcular diferentes normas.

El concepto de limite de una funciéon de variable real y su
generalizacion a funciones de varias variables como esquema.
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8. El concepto de derivada como esquema para asimilar el objeto
derivada de una funcién en un punto y la funcién derivada.

B. Construccién del objeto derivada direccional de una funcioén real
de variable vectorial DD

1. Gréafico-analitico. Dado un CE, definido de un abierto 4 de R? en
R, un punto P(x,,y,) de A, un vector unitario u = (uy,u,), la accion
de interpretar geométricamente la derivada direccional de f en
(x0,¥0) en la direccion del vector unitario u como la pendiente de
la recta tangente, a la curva formada por la interseccion del plano
que pasa por P en direccién del vector u con la grafica de la
funcién f, en el punto (xq, Yo f (%0, ¥o))-

2. Algebraico-analitico. Dado un CE f, definido de un abierto A de
R? en R, un punto P(xy,y,) de A, un vector unitario u = (uy, u,),
la accion de calcular la derivada direccional de f en (x,,y,) en la
direccion del vector unitario u, aplicando la ecuacion (25).

£ ((x0, y0) + t(ug,uz)) — £ (X0, ¥o) (25)
t

Duf(XOI yO) = %L{%

3. Interiorizar las acciones B.1, en el proceso que: dado un abierto A
en R", un punto (ay, ..., a,) en 4, un CE, definido de Aen R, y un
vector u = (Uy,...,u,) en R"™—{0}, representa e interpreta la
derivada direccional de f en el punto a en direccién del vector u
como la razén de cambio de f cerca del punto a en el conjunto
unidimensional {a + tu: t € R}.

4. Interiorizar las acciones B.2, en el proceso que: dado un abierto A
en R", un punto (ay, ...,a,) en 4,un CE f, definidode Aen R, y
un vector u = (uy,..,u,) en R™—{0}, calcula la derivada
direccional de f en el punto a en direccién del vector u verificando
ecuacion (26).

f(a; + tuy, ..., a, +ttun) — f(ayq, ...,an). (26)

D,f(ay,..ay) = ltirrg

5. Coordinar los procesos B.3 y B.4 en el proceso, que dado un CE
definido sobre un abierto A en R", un punto (ay, ...,a,) en 4, un
CE f, definido de A en R, y un vector u = (uy, ..., u,) en R* — {0},
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calcula la derivada direccional de f en el punto a en direccién del
vector u y da una interpretacion geométrica de esta derivada.

6. Encapsular el proceso B.5 en el objeto derivada direccional del CE
f en el punto a en direccién del vector unitario u, y notarla como

z—i (a) = D, f(a) que se interpreta como la razén de cambio del CE

f enel punto a en direcciéon de un vector unitario u y se calcula
aplicando la expresion (27)

af - f(aq + huy, ...,a, + hu,) — f(aq, ..., ay)
—(a) = lim
ou h—0 h (27)
. fla+hu) - f(a)
= lim
h—-0 h

C. Construccion del objeto derivada parcial de una funcion real de
variable vectorial o CE

1. Grafico-analitico. Dado un CE f, definido sobre un abierto A de
R? enR, un punto fijo (a,b) de A, la accion de interpretar
geométricamente la derivada parcial de f respecto a la variable x,
como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion
g(x) = f(x,b) (representa la traza de la superficie z = f(x,y) enel
plano y = b) en el punto (a, b, f(a, b)), y la derivada parcial de f
respecto a la variable y como la pendiente de la recta tangente a
la gréfica de la funcién h(y) = f(a,y) en el punto (a, b, f(a, b)).

2. Algebraico-analitico. Dado un CE, definido sobre un abierto 4 de
R? en R, un punto fijo (a,b) de 4, los vectores unitarios { = e; =
(1,0) yj=e, =(0,1), la accion de calcular la derivada parcial de
f respecto a la variable x en el punto (a, b) segtin la ecuacion (28)
y la derivada parcial de f respecto a la variable y en el punto (a, b)
segin la ecuacion (29):

gla+t)—9(@ . fla+tb)—f(ab)

g'(a) =lim

t t—0 t
_9f
—a(a, b).
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B (b) = lim hb + h) —h® _ . flab+ t) ~ f(a,b)

t—0
_ %LOf((a b) + tiz) f(a, b) 29)
_of
- @ (a, b)

3. Repetir las acciones C.1 para diferentes puntos (a, b) y para otros
CE. Para CE generales definidos sobre abiertos de R", conn > 1,
considerar que la derivada parcial de f respecto a x;, j = 1,...,n,
enel punto a = (ay, ..., a,) da informacién del comportamiento de
f para valores x cercanos al punto a, cuando x esta en el conjunto
M = {a + te;: t € R}.

4. Interiorizar las acciones C.2, en el proceso que: dado un abierto A
en R", un punto a = (a4, ...a,) de 4, unCE f deAen R, un vector
u=ejen R*®—-{0}, j=1,..,n,cone; = (1,0,..,0), e, = (0,1, ...,0),
e, = (0,0,...,1), vectores de la base candnica de R", calcula la
derivada parcial de f respecto a la variable x;, en el punto a segin
la ecuacién (30):

f(a)_. f(a+te,) fl@)

(30)

5. Coordinar los procesos C.3 y C.4 en el proceso que, dada una FRV
definida sobre un abierto A en R", un punto a = (ay, ..., a,) de 4,
unCE fdeAden R, unvectoru =¢;enR" — {0}, j =1,..,n,con
e; = (1,0,...,0), e, = (0,1, ...,0), e, = (0,0, ...,1), vectores de la base
canénica de R", calcula e interpreta, grafica, analitica y
numéricamente la derivada parcial de f respecto a la variable x;,
j=1,..,n, enel punto a.

6. Encapsular el proceso C.5 en el objeto derivada parcial, DP, de f

. 9
respecto a la variable x;, en el punto a, representarla como % (a),
j

e interpretarla como la razén de cambio de f con respecto a la
variable x; cuando las demas variables xi, k # j, son fijas, o
también como la variacion de la funcién en vecindades del punto
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a en la direccion del vector e; de la base candnica de R", y
algebraicamente se expresa por la ecuaciéon (31).

O O ) = (00
axj h—0 h (31)
_ f(a+he) —f(a)
= lim
h—-0 h

D. Construccion del objeto derivada de una funcion real de variable
vectorial en un punto respecto a un vector DFRV

1. Desencapsular el objeto derivada direccional de la funcién f en el
punto a en direccién del vector u, en el proceso que dado f, un
punto a y un vector arbitrario (no necesariamente unitario o de la
base canénica) w, encuentra si existe el limite dado por la ecuacion
(32),

f(lay + hwy, ...,an, + hwy) — f(ay, ...
h

D, f(a) = lim ,an)’ (32)
h—-0
e interpretar D,,f(a) como la razén de cambio de f en el punto a,
en la direccién de un vector arbitrario w de R™.
2. Encapsular el proceso D.1 en el objeto la derivada de la funcién f en
el punto a respecto al vector w, hallando si existe el limite de la
ecuacion (32).

E. Construccion del objeto diferencial de una funcion real de variable
real DIFR

1. Grafico-numérico. Dada una funciéon FR, f, definida sobre un
subconjunto abierto A de R y un punto a de A4, la accion de
interpretar geométricamente la DIFR como el cambio de altura de
recta tangente, T (x), a la grafica de la curva y = f(x) en el punto
(a, f(a)), al variar x en el intervalo [a,a + h] con h > 0.

2. Algebraico-numérico. Dada una funcién f real de variable real
definida sobre un subconjunto A de R y el valor numérico de un
elemento a de A, la accion de calcular la diferencial de f en a:
desencapsulando el objeto derivada de la funcién en un punto,
verificando si existe la aplicaciéon descrita en (33), y si esta
aplicacién es lineal, T, (au + fv) = aT,(u) + BT, (v), a, B reales.
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TpACR->Rup T,(w) =f'(a)(w)= }li_r)réf(a * h})l _f(a)u (33)

Ademas, verificar si la funcion error definida en la expresion (34)
es continua en 0, }lirr(l) E,(h) = 0.

EsACSR-R
ko B (1) — f(a+h)_f|(i?|)_Df(a)(h)' Sih %0 (34)
0, sih=0

3. Gréfico-analitico. Interiorizar las acciones E.1, en el proceso que
interpreta geométricamente la diferencial de la funcién f en un
punto a, como la posibilidad de linealizar la funcién en
vecindades del punto.

4. Algebraico-analitico. Interiorizar las acciones E.2, en el proceso que
calcula la diferencial de la funcién f en el punto a, al aproximar
un punto arbitrario x al punto fijo a.

5. Gréfico-analitico. Coordinar los procesos descritos en E.3 y E4 en
el proceso que establece que una FR, f es diferenciable en un
punto a, como la posibilidad de aproximar f(x), para x
suficientemente cerca a a por la aplicaciéon afin, x = f(a)+
f'(a)(x — a), e interpretar geométricamente como la posibilidad
de linealizar la funcién y = f(x) en el punto (a, f(a)), aproximar
la grafica de la funcion por la tangente en vecindades del punto
(a,f(a)).

6. Encapsular el proceso E.5 en el objeto matemético la funcién real
de variable real diferenciable en un punto, DIFR y representarla
como la aplicacion lineal dada por la expresion (35) :

Df(a):R— R

h e DF(a)h = f(a)h. (35)
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F. Construccion del objeto diferencial de una funcién vectorial de
variable real DIFVR

1.

Grafico-numérico. Dada una FVR f, definida de un abierto A de R
en R?, un real a de 4, la accion de graficar la curva en el plano que
representa a f, el punto f(a) y encontrar el vector tangente a f en
el punto f(a).
Algebraico-analitico. Dada una FVR, definida sobre un abierto A
de R en R?, y un punto a interior de 4, la accion de calcular el
incremento de f al variar x en el intervalo [a, a + h] y compararlo
con los cambios del vector tangente a f en (a, f(a)).
Grafico-analitico. Interiorizar las acciones F.1 en el proceso que
determina si una funcién vectorial de variable real es diferenciable
e interpretarla geométricamente que cuando x — a, el vector
f'(a)(x — a) tiende a la porcién de curva,

Af(a) = f(a+h) = f(@).
Algebraico-analitico. Interiorizarlas acciones F.2 en el proceso, que
dada una funcién vectorial de variable real, f:4 € R — R?

determinar si la funcién es diferenciable en a al verificar si el
lf (a+uw)—f(a)-Df (@)ull, —0

[ul

operador dado por (36) es lineal y si |li|m0
ul-

Df(a):R — R?
x = Df(a)(x) = f(a)(x) = (fi’ (D), 2’ (@)x).

Algebraico-analitico. Coordinar los procesos F.3 y F.4 en el proceso
que dada una FVR y un punto a de su dominio, f:4 € R — R™,
m >1, determina que f es diferenciable en a, si existe una
transformacién lineal, T,:R — R™, m > 1, tal que,

Ta@) = (f{(@), .. fm(@)u, y que lim et br(@)ulm

lul
e interpretar geométricamente la diferencial como la posibilidad
de linealizar (existencia del vector tangente a la curva f en el
punto f(a)) en vecindades de f(a).
Encapsular el proceso F.5 en el objeto diferencial de una funcién
vectorial de variable real, DIFVR.

fla+hw) - f(a)
- :

(36)

=0,

(37)

Dy f(a) = }llir(l)
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G. Construccién del objeto diferencial de un campo escalar DICE

1.

Analitico-algebraico. Dada una funcion de dos variables, la accion
de verificar que la existencia de la derivada de la funcién en un
punto respecto a cualquier vector no implica que la funcién sea
continua en el punto Ejemplo, la funcion f:R? - R, definida

como f(x,y) = ; six#0, f(0,y) =0, existen las derivadas

direccionales en (0,0) en direccion de cualquier vector, sin
embargo la funcioén no es continua en (0,0).

Analitico-algebraico. Dada una funcién de dos variables, la accion
de verificar que la existencia de la derivada de f en un punto
respecto a cualquier vector w y que sea continua en el punto, no
implica que la derivada sea un operador lineal. Ejemplo, para la

si

funcion g: R? - R, definida como g(0,0) =0y g(x,y) =

x2+y2
x?+y? #0, existen las derivadas direccionales en (0,0) en
direcciéon de cualquier vector, ademas es continua en (0,0); sin
embargo, la derivada direccional en (0,0) no es lineal respecto al
vector direccion.

Analitico-algebraico. Dada una funcién de dos variables con
derivada direccional lineal respecto al vector direccién en un
punto y discontinua en este punto, la accion de verificar que la
existencia de la derivada de f en un punto respecto a cualquier
vector w, no implica la continuidad de la funcién en el punto.
Ejemplo, la funcién h:R? - R definida como h(0,0)=0 y

h(x,y) =
en (0,0)y dependen linealmente del vector direccién, sin embargo
es discontinua en el origen.

Repetir las acciones G.1, G.2, G.3, para varios casos de funciones e
interiorizarlas en el proceso que dado un CE f y un punto a de su
dominio, la existencia de su derivada en a no garantiza la
continuidad y la diferenciabilidad de f en a, como si ocurre para
el caso de las funciones reales de variable real.

Encapsular el proceso G.4 en la propiedad que en un CE la
derivabilidad no implica continuidad.

Grafico-analitico. La acciéon de interpretar geométricamente la
diferencial de una funcién de f definida de A € R*> a R en un
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punto (a,b) como el cambio de altura del plano tangente a la
superficie f en el punto (a,b, f(a b)) cuando un punto (x,y)
cambia del punto (a,b) al punto (a + Ax, b + Ay).

7. Analitico-algebraico. Dado un subconjunto 4 de R? una funcion
f:A - R, un punto (a,b) interior de A4, la accién de calcular la

diferencial de f en (a,b), estableciendo si el, lim E(Ax,Ay)
I(Ax,Ay)]|-0

es 0, que es equivalente a la ecuacion (38), y su diferencial es
_ (% or
Df(ab) = (b, @b)).

fla+Ax,b + Ay) — f(a,b) — %(a, b)Ax — %(a, b)Ay

. 38)
| = 0. (
188 l1~0 | (Ax, Ay) ||

8. Interiorizar la acciéon G.6 en el proceso que dado un abierto 4 € R",
una funcién f:A > Ry un punto interior a de A, interpretar
geométricamente la diferencial de f en a, Df (a), definida como el
operador de R" en R, que tiene la propiedad de ser lineal y se
utiliza para linealizar la funciéon f en a.

9. Interiorizar la accién G.7 en el proceso, que dado un abierto 4
R™, una funcién f: A —» Ry un punto interior a de A, determina si
f es diferenciable en el punto a y calcula su diferencial por la
ecuacion (39), denominarla como el vector gradiente de la funcion
f evaluado en el punto aq,

of(@) af(a)>_ )

) )
0xq dxy,

Df@ = Vf(@) =

10. Coordinar los procesos G.8 y G.9 en el proceso que dado un
subconjunto A € R", una funcién f: 4 - R y un punto interior a
de A, determina si f es diferenciable en el punto a y calcula su
diferencial dando una interpretacion geométrica y analitica.

11. Encapsular el proceso G.10 en el objeto campo escalar diferenciable
f en el punto a, DICE.

12. Desencapsular el objeto DICE, en el proceso que dado un
subconjunto A € R" una funcién f: 4 —» Ry un punto interior a,
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prueba que si f es diferenciable en un punto a, entonces f es
continua en a.

13. Encapsular el proceso G.12 en el objeto matemaético,
diferenciabilidad implica continuidad, TDICO.

14. Desencapsular el objeto DICE, en el proceso que dado un
subconjunto A € R", una funcién f: 4 - R y un punto interior a,
prueba que si f es diferenciable en un punto a, entonces existe la
derivada direccional de f en el punto a en cualquier vector
direccién w, f'(a; w).

15. Encapsular el proceso G.14 en el objeto, para campos escalares
diferenciabilidad implica derivabilidad. TDIDE.

16. Desencapsular DICE en el proceso de encontrar la mejor
estimacion de un campo escalar f, definido en forma tabular, en
puntos no registrados en la tabla.

H. Construccién del objeto diferencial de un campo vectorial DICV

1. Analitico-algebraico. Dado un subconjunto de A de R* un campo
vectorial f: A € R? - R3, un punto a de 4, la accion de establecer
si f es diferenciable en a determinando si los CE fi,f;,f3
definidos de R? a R son diferenciables en a.

2. Analitico-algebraico. Dado un subconjunto de A de R? un campo
vectorial f:A € R? - R3, un punto a de 4, la accion de establecer
si f es diferenciable en a verificando si la aplicaciéon definida en
(40) es lineal, para a y B escalares y u,v vectores en R?,

T,(au + Bv) = aT,(u) + BT, (v).

[0f1 ofi i
a_xl(a) a—xz(a)
d d L
v - T, =Df@M = a_fl(a) a_pjz(“) I
6f3 6f3
_a_xl (@) a—xz(a)_

Ademas, verificar si la funcién definida en la expresion (41),
E(a,v) - 0, cuando ||v|], = 0.
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Ea:AC R? - R3
lf(a+v)—f(a) - Df(@@)Il5
v 2 E(a,v) = lvll,
0, siv=20

,Siv#0 41)

Interiorizar las acciones de H.1, en el proceso que dado un
subconjunto 4 deR"*, n>1,unCV f:4 € R" - R™, un punto a
de A, la accion de establecer si f es diferenciable en a determinando
silos CE, fi, ..., fm, definidos de R™ a R son diferenciables en a.

Analitico-algebraico. Interiorizar las acciones H.2, en el proceso
que dado un subconjunto de A de R* un CV f:4 € R* - R™, un
punto a de 4, determina si f es diferenciable en a verificando si
la aplicacién definida en la ecuacion (42) es lineal (para a y
escalares y u,v vectores en R", T, (au + fv) = aT,(u) + ST, (v).

T,,R* - R™

d af,
I[O_Q(a) %(a)]l “

u — T, =Df(a)w) = : : [ E ] (42)
afm afm Un

Ademas, verificar si la funciéon definida en (43), satisface
IE@m _
ilp—0 Vil '

Ej;:ACR* > R™

fla+v)—f(a) — Df(a)(w)
v > E,(v) = E(a,v) = I

0, siv=0.

,siv+0 (43)
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DISENO E IMPLEMENTACION DE LA
INSTRUCCION

Actividades computacionales basadas en la DG

Siguiendo los apartados de la descomposicién genética del concepto,
se expone a continuacioén el disefio de actividades de instruccion
medidas por el software MATLAB, las cuales tienen como proposito
simular la construccién de las estructuras mentales de acciones,
procesos, objetos y esquemas a través de mecanismos para interiorizar
acciones, coordinar o invertir procesos, encapsular procesos en objetos
o desencapsular objetos en procesos y tematizar esquemas.

Las instrucciones y programas se disefiaron, probaron,
ejecutaron y depuraron en las salas de informatica de la Universidad
con el grupo de estudiantes que participaron en la investigacion,
quienes previamente habian asistido a las clases magistrales,
realizando tareas, talleres, y estaban familiarizados con la sintaxis del
software. Para la presentacion de estas actividades de instrucciéon se
adopt6 la numeracion establecida en la DG del capitulo anterior.

El software utilizado tiene las siguientes caracteristicas:

MATLAB Version: 8.2.0.701 (R2013b)

MATLAB License Number: 931317

Operating System: Microsoft Windows 7 Version 6.1 (Build 7600)
Java Version: Java 1.7.0 11-b21 with Oracle Corporation Java
HotSpot (TM) 64-Bit Server VM mixed mode

MATLAB Version 8.2 (R2013Db)
Simulink Version 8.2 (R2013Db)
Control System Toolbox Version 9.6 (R2013Db)
Data Acquisition Toolbox Version 3.4 (R2013Db)
Fixed-Point Designer Version 4.1 (R2013Db)
Partial Differential Equation Toolbox Version 1.3 (R2013Db)
Simulink Control Design Version 3.8 (R2013Db)
Statistics Toolbox Version 8.3 (R2013Db)
Symbolic Math Toolbox Version 5.11 (R2013Db)
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A. Construcciones previas

1. El objeto matematico funcion real de variable real.

MATLAB proporciona diferentes formas para definir y evaluar las
funciones, entre ellas: una desde la ventana de comandos, que se
caracteriza por el prompt >>, disponible mientras se trabaja en una
sesion; y otra crearla como un programa para utilizarla en posteriores
sesiones de trabajos.

En los siguientes apartados se explica cada una de estas formas y al
frente de cada instruccién se da la explicacién o documentacion
precedida del caracter porcentaje.

En la ventana de comandos de MATLAB realizar las siguientes
acciones, como formas diferentes para definir el objeto funcion.

a. Con el comando handle. Al nombre dado a la funcion se le asigna el
nombre de la variable o variables precedidos del signo @ y luego la
expresion o férmula analitica. Por ejemplo, para definir la funcion
f(x) =x*+3x+5 en la ventana de comandos, y hallar f(3), el
codigo es:

>> f=Q(x) x"2+3*x+5 % Definir la funciédn.
f = Q@(x)x"2+3*x+5
>> £ (3) % Evaluar la funcidn en x=3.

ans = 23 % Respuesta generada por MATLAB.

b. Con el comando inline. Al nombre de la funcién se le asigna con el
comando inline y entre paréntesis y apodstrofos la expresion
algebraica que define la funcién y el nombre de la variable
independiente. Por ejemplo, para definir la funcién anterior,
>> f=inline ('x"2+3*x+5"','x')% Definir la funcidn.
>> f£(3)
ans =

23

c¢. En forma simbolica. Definir el nombre de la variable como simbdlica,
asignar al nombre de la funcién la expresion algebraica que la
define y luego utilizar el comando subs para hallar el valor de f en
el valor deseado. Para el ejemplo anterior se debe digitar:

>> syms X % Definir a x como variable simbdlica.
>> f=x"2+3*x+5 % Definir la funciédn.
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d.

2.

>> subs (f, 3) % Evaluar la funcidn en x=3.
ans =

23
Como un modulo, script. Con la palabra reservada function, se
definen funciones y quedan disponibles para utilizarlas en otros
modulos al grabarla como un archivo de MATLAB. Para el caso del
ejemplo, guardar el siguiente cédigo digitado en el procesador de
texto de MATLAB con el nombre f.m

function y=f (x)

f es el nombre de la funcidn

y es la variable de salida,

x, es la variable independiente o argumento.

o° o

o\

4

y=x"2+3*x+5; % Asignar la funcidn.
>> £ (3) $ Evaluar f en x=3.

ans =
23

El objeto matematico funcion vectorial de variable real FVR

Para construir este objeto mental se disefiaron las siguientes acciones:

a.

Para definir la funcion particular, f:R - R3t - f(t) =
(cost,sint,t), y representarla en forma grafica, realizar las
siguientes acciones, digitando lo siguiente:

>>f=@Q(t) [cos(t) sin(t) t] % Definir la funcidédn vectorial.

>>t=0:0.1:12*pi; % Asignar el dominio de la funcidn.

>>plot3(cos(t),sin(t),t,'r', 'linewidth',2);

$graficar la funcién

>>grid on; % Incluir cuadricula.

>>xlabel ('x'"');ylabel('y');% Asignar etiquetas para ejes.

>>zlabel('z");

>>title('Grafica de la funcidén f(t)=[cos(t) sen(t) t]');
% Incluir titulo de la gréafica.

El resultado de estas acciones genera la grafica de la funcién
vectorial de la Figura 17.

= Oe(). v (). = (1))

Figura 17. Funcién vectorial f(t) = (cost,sint,t). Fuente: el autor
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3. El objeto matematico campo escalar CE

Para construir el campo escalar, realizar las siguientes acciones:

a. Para definir y graficar el campo escalar,

[R5 R, (ny) o fy) =z=% -2 -1,
escribir el siguiente c6digo en MATLAB,

>>f=0Q(x,y) y."2./9-x.72./16-1 % Definir el campo escalar.
>>[x,y]=meshgrid(-6:.01:6,-6:0.01:6);% Rango a graficar.
>>mesh (x,y, f(x,V)) % Graficar la funciédn.
>>grid on

>>xlabel ('x'"');ylabel ('y');zlabel ('z=£f(x,vy)")

>>title ('Grafica de f(x,y)=y"2/9-x"2/16-1")

El resultado de estas acciones se puede observar e interpretar en la
Figura 18.

. _g Y 2 :
Figura 18. Campo escalar f(x,y) = z = - — 77 — 1. Fuente: el autor.

4. El objeto matemético campo vectorial CV

Para construir un campo vectorial, realizar las siguientes acciones:

a. Definir el campo vectorial,
fiR3 > R3

(x,y,2) >pw=f(x,y,2) = (x? + y? + z%,x% — yz + 7%, xyz).
Evaluar el campo en el vector (1,2,3).
b. Utilizar variables simbolicas, escribir en MATLAB
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B.

>>syms X Yy Zz % Definir variables simbdlicas.
S>F=[x"2+y"2+272;x"2-y*z+2"2;x*y*z]% Definir el C. V.
>>subs (F, {x,vy,z},[1 2 31) $ Evaluar F(1,2,3).

Utilizar el concepto de funciéon de MATLAB, en un script digitar,

function [f1l f2 £3]=CV(x,y,z)% Definir el campo vectorial

fl=x"2+y"2+2"2; % Definir f1l, componente del C. V.
f2=x"2-y*z+z"2; % Definir f2, componente del C. V.
f3=x*y*z; % Definir £3, componente del C. V.

Grabar el anterior cédigo con el nombre CV.m y para evaluarlo en
el vector (1,2,3), digitar en la ventana de comandos,

>>[fl f2 £3]=CvV(1,2,3)
Utilizar funciones handles

>>f1=0Q(x,y,z) x"2+y"2+z72; % Definir f1, del C. V.
>>f2=Q(x,y,z) x"2-y*z+z"2; % Definir £f2, del C. V.
>>f3=0Q(x,vy,2z) x*y*z; Definir f3, del C. V.
>>F=Q@(x,y,z) [f1(x,y,2) f2(x,vy,2z) £3(x,y¥,2)]
% Definir el campo vectorial

>>F(1,2,3) % Evaluar F en (1,2,3)
ans =

14 4 6

o©

Construccién del objeto derivada direccional de una funcion real de

variable vectorial DD

Para construir el objeto derivada direccional, realizar las siguientes
acciones:

1.

En el caso particular de calcular la derivada direccional del campo
escalar, f(x,y,z) = x3+2y*+ 3z, en el punto a = (1,1,0) en la
direccion del vector u = (1,—1,2) y luego hacer la generalizacién,
se disefiaron las siguientes acciones:
Digitar las siguientes instrucciones

>>f=inline ('x"3+2*y"3+3*z','x','y','z")
% Definir el campo escalar.

>>a=[1 1 0] Asignar el valor de a.
>>u=[1 -1 2] Asignar el vector direccidn.
>>h=0.00001 Aproximar h a 0.

>>b=a+h*u Calcular a+hu.

>>dd=(f (b (1) ,b(2),b(3))-f(a(l),a(2),a(3)))/h

o)

% Aproximar la derivada direccional.

o o° oP

oe
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b. Repetir las acciones anteriores en varios valores del punto a, en
diferentes direcciones u y en otros campos escalares definidos de
R®en R.

2. Interiorizar las acciones anteriores en un proceso, similar al
codificado en el siguiente script.

clear;clc;

fu=input ('defina el campo escalar?',6's');% Capturar el C. E.
a=input ('Valor en el punto ?'); % Capturar el punto.
u=input ('valor del vector direccién ?');% Capturar vector

% direccidn.
f=inline (fu, 'x','y','2z"'"); % Definir el campo escalar.
h=0.00001;
b=a+h*u;

dd=(f (b(1),b(2),b(3))-f(a(l),a(2),a(3)))/h;

% Calcular la derivada direccional.

3. Modificar el proceso anterior cuando se definan otros campos de
R™ en R.

4. Encapsular el campo escalar en un objeto matematico y
denominarlo mi funcién, digitando el siguiente script en MATLAB

f=mifuncion(x,vy, z)
f=x"3+2*y"3+3*z;

5. Encapsular el proceso para calcular la derivada direccional de un
campo escalar definido de R3en R. en el objeto matematico
denominado ddrs.
function y=ddR3 (fu,a,u)
f=fu;
h=0.00001;
b=a+h*u;
y=(£(b(1),b(2),b(3))-f(a(l),a(2),a(3)))/h;

6. Realizar acciones sobre el objeto ddr3, para el caso del ejemplo
propuesto.
>> ddR3 (@mifuncion, [1 1 0],[1 -1 2])
ans = 3.0001

7. Desencapsular el campo escalar y modificarlo para otros campos
cuando n = 3 y utilizar el objeto ddr3.

8. Modificar los objetos matematicos mifuncién y ddrR3 para otros
campos escalares, por ejemplo cuandon = 2, n = 4.
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9. Interpretar geométricamente la existencia de la derivada direccional
de una funcién real de variable real f, en un punto, como la
pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto.
Para inducir esta interpretacion se disefiaron las siguientes acciones.

a. Digitar y analizar el siguiente cédigo en un script.

oo

Definir la funcidn.

Asignar a h un valor cerca a 0.
Asignar punto a calcular la DD.
Aproximar la derivada de f en

el punto (a,f(a)).

Asignar dominio de la funcidn.
Asignar la ecuacién de la recta
tangente a f en el punto (a,f(a)).
plot(x,f(x),'b',x,rt,"'r");% Graficar de la funcidn

% y la tangente.

f=inline('x.”2','x")
h=0.0001;

a=2;

df=(f (a+h)-f(a)) /h;

o o0 oo

o

x=-1:0.1:6;
rt=df.* (x-a)+f(a);

o o

o

punto=['o(',num2str(a), "', ', num2str(f(a)), ") ']l

% Asignar etiqueta para el punto.
text (a,f(a),punto); % Imprimir el punto en la gréafica.
xlabel ('x'");ylabel('y'); grid on;

title('Interpretacién geométrica de la derivada');

El resultado de estas acciones se observa en la Figura 19.

Interpretacion geométrica de la derivada
40 T T T T T

35

30

25

20

Figura 19. Recta tangente a la funcion f(x) = x?, en el punto (2,4). Fuente: el autor.

b. Las acciones anteriores se repiten para diferentes puntos y
funciones que inducen a interiorizarlas en el proceso de interpretar
geométricamente el concepto de derivada de una funcién real de
variable real.
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c. El proceso se encapsula en el objeto matematico tangenteld,
escribiendo la siguiente funciéon en MATLAB:

function t=tangenteld(fu,a)

% Para hallar la tangente a la gréfica de la funcidén en
el punto (a,f(a)), se debe digitar tangenteld(fu,a),
donde fu es la expresidén algebraica de la funcidn y a
el punto. Por ejemplo tangenteld('x.”2',62).
f=inline (fu, 'x");
h=0.00001;

df=(f (a+h)-f(a)) /h;
x=a-2:0.1:a+2;
rt=df.*(x-a)+f(a);

a° oo

o

o

Asignar dominio de la funcién.
Asignar la ecuacidén de la recta.
tangente a £ en el punto (a,f(a)).
plot(x,f(x),'b',x,rt,"'r");% Graficar funcidén y tangente.

o©

o©

grid on;

punto=['o(',num2str(a),"',"',num2str(f(a)),")"'];

% Definir etiqueta del punto.

text (a, f(a),punto); % Escribir el punto en la gréafica.

xlabel ('x'");ylabel('y");

title('Interpretacién geométrica de la derivada');
Sobre el objeto mental se pueden realizar acciones como,
>>tangenteld('4-x.%2',1)

Que genera la Figura 20.

Interpretacidn geométrica de la derivada
8 T T T T T T

Figura 20. Tangente a la funcién f(x) = 4 — x* en el punto (1,3). Fuente: el autor

10.  Interpretar geométricamente la derivada direccional para
campo escalar z = f(x,y). La derivada de f en el punto a en
direccién del vector u se interpreta como la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la curva de interseccién entre la superficie
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representada por f y el plano, en direccién del vector u en el punto
(a,f(a)). Para inducir esta interpretacion se disefiaron las
siguientes acciones:

a. Para un ejemplo particular, algunas acciones se realizan sobre
objetos previamente encapsulados como plano, recta, funciones
vectoriales, escribiendo lo siguiente en MATLAB:

hold on;

clear;

a=[1 1]; % Asignar punto de tangencia.
u=[1 171; % Asignar vector direcciédn.

f=inline('4-x.72-y."2"'",'x"'",'y"'"); % Definir la funcién.
x0=a (1) ;y0=a(2); Asignar variables.
z0=f (x0,vy0) ; Evaluar £ en a.
x1=x0-1;xf=x0+1; Asignar dominio de f en x.
yi=y0-1;yf=y0+1; Asignar dominio de f en y.
zf=2*abs (z0); zi=-zf; % Definir rango en f en z.
[x,y]=meshgrid(xi:0.01:xf,yi:0.01:vyf);
Asignar dominio de f en el plano xy.
Evaluar f en el dominio.
Graficar la malla que representa a f.
Asignar vector direccidédn en R"3.
Asignar vector ortogonal al direcciédn.
Asignar vector normal al plano
formado por A y B.
3);% Asignar coordenadas del vector
% normal al plano.
ys=[num2str (-A/B), '* (x,num2str (x0), ") +',num2str(y0), ...
'+0*z '] Generar ecuacidédn del plano
y=(-B/A) * (x-x0) +y0.
');% Definir el plano tangente.
.01:xf,2z1:0.01:2zf);
Asignar dominio en el plano.

Evaluar el dominio del plano.
Definir la malla que representa a f.
ignar Dominio de la funcidén vectorial.

yE(t,£2(£,0.*%t)), "b', "1linewidth', 2)
Graficar la funcidén vectorial que
representa curva parametrizada C
que es la interseccidén de la gréafica
de f con el plano.

h=0.00001; Aproximar que h tiende a cero.

df2x=(£2 (x0+h, x0)-£f2 (x0,x0)) /h;

dft=(f (x0+h, £2 (x0+h,0))-f (x0, £2(x0,0))) /h;

% Calcular derivada direccional.
u=[1,df2x,dft] % Asignar vector direccional de la recta
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z=f (x,y) ;
mesh(x,vy,z);
A=[u(l) u(2) 0];
B=[0 0 z0];
N=cross (A, B) ;

o® o o o

—~ o°

A=N(1);B=N(2);C=N

o

o

f2=inline(ys, 'x',"
[x,z]=meshgrid(xi:

o O N

o\°

y=£f2(x,2);

mesh (x,y,2);
t=x1:0.01:xf % A
plot3(t,f2(t,0.*t

o\°

o — 0

o° o o

o\



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

[

% tangente a la curva de interseccién C.
t=-1:0.01:1;

plot3(t.*u(l)+x0,t.*u(2)+y0,t.*u(3)+z0,'g",
'linewidth',2); % Graficar la tangente.

cadena=['o (', num2str(x0),"', "', num2str(y0),"',"', ...
num2str (z0),"')'];% Asignar etiqueta del punto.

text (x0,y0,z0,cadena) ;

grid on;

Estas acciones generan las Figura 21 y Figura 22.

b. Repetir las acciones anteriores para diferentes puntos y campos
escalares, para interiorizarlas en el proceso de determinar la
tangente a la curva C, interseccién de un campo escalar z = f(x,y)
con el plano en direccién del vector u, en un punto arbitrario a de
C.

c. El proceso anterior se encapsula en el objeto matematico
tangente2d, tal que dado el campo escalar, el punto y el vector
direcciéon encuentran la derivada direccional y la representan
geométricamente.

Interpretacidn geomeétrica de las derivadas Direccionales

Plano en direccion del vector u

Superficie z=4-x2-y2

X

Figura 21. Interpretacion geométrica de la derivada direccional, el plano de la
direccién del vector u, corta la gréfica de la superficie.
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Interpretacion geométrica de las derivadas Direccionales

1
Yector direccidn

Curva de interseccidn del plano con la superficie
X

Figura 22. Interpretacion geométrica de la derivada direccional, la pendiente de la
recta tangente a la curva formada por la interseccién del plano en la direccién u 'y
la grafica del campo escalar z = f(x,y)

C. Construccion del objeto derivada parcial de una funcion real de variable
vectorial o CE

La derivada parcial es un caso particular de la derivada direccional,
cuando el vector direccional es uno de la base canénica de R". Para la
construcciéon de este objeto matemadtico se propone activar los
siguientes mecanismos mentales.

1. Calcular la derivada parcial de un campo escalar.

a. Para el caso particular f(x,y,z) = x3+2y3+ 3z, calcular las
derivadas parciales de f respectoa x, y ya z en el punto (1,-1,2)
utilizando y realizando acciones sobre los objetos mateméticos
previamente construidos. Se proponen las siguientes:

>> ddR3 (@mifuncion, [1 -1 2]1,[1 0 0])
% Calcular la derivada parcial de f respecto a x.
>> ddR3 (@mifuncion, [1 -1 2],[0 1 01])
% Calcular la derivada parcial de f respecto a y.
>> ddR3 (@mifuncion, [1 -1 2],[0 O 117)

[}

% Calcular la derivada parcial de f respecto a z.

2. Repetir las acciones anteriores para calcular la derivadas parciales
en otros puntos y para diferentes campos escalares definidos sobre
R3 e interiorizar en procesos.
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Desencapsular el objeto matematico ddR3 para calcular derivadas
parciales en campos escalares definidos en R*, R* y en general en
R", cuando n > 1.

Repetir estos procesos y coordinarlos para encapsularlos en el
objeto matematico derivada parcial de un campo escalar.
Interpretar geométricamente la derivada parcial.

Encapsular el proceso de interpretar geométricamente la derivada

direccional de un campo escalar en el objeto matematico igr2,
function y=igR2 (fu,u,a)
x0=a (1) ;y0=a(2);
ul=u(l);u2=u(2);
f=inline (fu);
ul=ul/norm(u); u2=u2/norm(u) ;
z0=£f (x0,vy0) ;
limx=1;limy=1;
x1=x0-1limx; xf=x0+1imx;
yi=y0-limy;yf=y0+1limy;
zi=0;zf=2*abs (z0) ;
axis([xi xf yi vf zi zf]); % Definir rango para f.
h=0.00001;
[x,y]=meshgrid(xi:0.01l:xf,yi:0.01:yf);
z=f(x,y);
hold on;
mesh (x,y,2);
A=[ul u2 07];
B=[0 0 z0];
N=cross (A, B) ;
a=N(1l);b=N(2);c=N(3);
if abs(b)<=0.0001
xs=[num2str (x0), "+0*y+0*z']; % Ecuacidén del plano x=x0
[y,z]=meshgrid(yi:0.01:yf,z1i:0.01:zf);
fl=inline(xs,'y','z");
x=f1(y,z);
mesh (x,y,2) ;
t=yi:0.01:yf;
plot3(f1(t,0.*t),t,f(f1(t,0.*t),t),'r','linewidth',2);
Graficar la curva parametrizada Cl que
corresponde a la interseccidén del plano con la
% superficie.
dfly=(£f1(y0+h,0)-£1(y0,0)) /h;
dft= (£ (£1(y0+h,0),y0+h) -£ (£1(y0,0%y0),y0)) /h;
% Calcular las derivadas parciales.
u=[dfly,1,dft]; % Definir vector direccidén de la recta
% tangente.
t=-1limy:0.01:1limy;
plot3(u(l) .*t+x0,u(2) .*t+y0,u(3) .*t+z0, 'qg’',
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'linewidth', 2);
%$Grafica de la recta tangente a la curva Cl
else

ys=[num2str (-a/b),'* (x- ,num2str(x0),"')+', ...
num2str (y0), '+0*z'];
%ecuacidén del plano y=(-b/a)* (x-x0)+y0
f2=inline(ys, 'x','z");
[x,z]=meshgrid(xi:0.01:xf,z1i:0.01:zf);
y=f2(x,2);
mesh (x,y,z); % Graficar el plano con el vector u.
t=x1:0.01:x£f;
plot3(t,f2(t,0.*t),f(t,f2(t,0.*L)), ...
'b', 'linewidth', 2);
df2x=(f2 (x0+h,x0)-f2(x0,x0)) /h;
dft=(f (x0+h, £2 (x0+h,0))-f(x0,£2(x0,0))) /h;
u=[1,df2x,dft];
t=-1limx:0.01:1imx;
plot3(t.*u(l)+x0,t.*u(2)+y0,t.*u(3)+z0,
'g','linewidth', 2);

end

xlabel ('x'");ylabel('y');zlabel('z");
cadena=["'(*',num2str(x0),"', "', num2str(y0),"',"',
num2str(z0),"')'];

plot3(x0,y0,z0,"'o"', 'LineWidth', 2, ...
'MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor','g', ...
'MarkerSize',5)

text (x0,y0,z0,cadena) ;

cadena=["'(*',num2str (x0),"', "', num2str(y0),"',"',

num2str(zi), ') "']1;

plot3(x0,y0,zi,'o"', 'LineWidth',2, ...
'MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor','g', ...
'MarkerSize',5);

text (x0,y0,zi,cadena) ;

title('Interpretacidén geométrica de las derivadas...

Direccionales')

xa=[x0 x0+ul];ya=[y0 y0+u2];za=[zi zi];

line (xa, ya, za, '"MarkerFaceColor','r', 'linewidth',2);

% Graficar el vector direccidn.

xa=[xi x0];ya=[yi vyil;za=[zi zi];

line(xa,ya,za, 'Linestyle','--, 'color', 'm', 'linewidth',1);
xa=[x0 x0];ya=[yi y0];za=[zi zi];

line (xa,ya, za, 'Linestyle','--, 'color', 'm', 'linewidth',1);
xa=[x0 x0];ya=[y0 y0];za=[zi z0];

line(xa,ya,za, 'Linestyle','--, 'color', 'm', 'linewidth',1);
grid on;

box on
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6. Realizar acciones sobre el objeto mateméatico igr2, por ejemplo

para visualizar la interpretacion geométrica de la derivadas
parciales del campo,

f(x,y) =4 —x*—y? enel punto (1,1), digitar:
>> igR2('4-x."2-y.”2',[1 0],[1 11);

o)

o

3 Calcular DP de f respecto a x en el punto (1,1).
>> igR2 ('4-x."2-y."2',[0 11,I[1 11);

[}

3 Calcular la DP de f respecto a y en el punto (1,1).
Al procesar este c6digo genera las Figura 23 y Figura 24.

Interpretacién geométrica de las derivadas Direccionales

Figura 23. Interpretaciéon geométrica de la derivada parcial de f respetoa x,

% (1, 1). Fuente: el autor.

Interpretacidn geométrica de las derivadas Direccionales

Figura 24. Interpretacion geométrica de la derivada parcial de f respetoay,
g—’yr (1, 1). Fuente: el autor
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D. Derivada de una funcion en varias variables

1.

a.

C.

Para aproximar la derivada de una funcién definida sobre un
conjunto A de R™ en R™, se proponen las siguientes acciones:

Para el caso de una funcién real de variablereal, n = 1ym = 1,
calcular Df (a) = f'(a): encapsular la funcion a calcular la derivada
y utilizar el objeto derivada de una funcién real de variable real,
por ejemplo para el caso particular f(x) = x? en el punto a = 2.

function f=fR R(x)
% Definir la uncidén real de variable real.
f=x."2;

function y=derivada (fu, a)
% Definir la derivada de una funcidén en un punto real.
h=0.00001; % Definir incremento.

y=(fu(a+h)-fu(a)) /h;
>>y=derivada (RfR R, 2)

Para el caso de una funcion definida de R? en R la derivada de la
funcion f(x,y) =x?+y? en el puntoa = (1,1) se encuentra
realizando las siguientes acciones:

function f=fR2 R(x,Vy)
%$Definir el campo escalar de R"2 a R.
f=x."2+y."+2;

function y=ddR2 R(fu,a,u)

% Calcular la DD de un campo escalar de R"2 a R.
h=0.00001;

b=a+h*u;

y=(fu(b(1),b(2))-fu(a(l),a(2)))/h;

function y=grR2 R(g,a)

Q

% Calcular el gradiente de un campo escalar de R"2 a R.
fx=ddR2 (g,a, [1 0]);

fy=ddR2 (g,a, [0 1]);

y=[fx fyl;

>>gradiente=grR2 R(@fR2 R, [1 1])

Para el caso de un campo escalar f, n > 1y m =1, por ejemplo
para n = 3 para calcular la derivada de la funcion f(x,y) = x3 +
2y% 4+ 3z, en el punto a = (1,2,3).
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d.

function f=fR3 R(x,y,z)
% Definir Campo escalar de R"3 a R.
f=x."3+2*y."3+3.%z;

function y=ddR3 R(fu,a,u)

% Calcular la DD de un campo escalar de R*"3 a R.
h=0.00001;

b=a+h*u;
y=(fu(b(1),b(2),b(3))-fu(a(l),a(2),a(3)))/h;

function y=grR3 R(g,a)

% Calcular el Gradiente de un campo escalar de R"3 a R.
fx=ddR3 (g,a, [1 0 01);

fy=ddR3(g,a, [0 1 0]);

fz=ddR3(g,a, [0 0 11);

y=[fx fy fz];

>>gradiente=grR3 R(Q@fR3 R, [1 2 3])

Repetir acciones anteriores para campos escalares de dimension
mayor que 3 en varios puntos, y encapsular la derivada como el
gradiente del campo escalar.

Para el caso de una funcion vectorial de variable real, n =1y m >
1, por ejemplo si m = 2, aproximar la derivada para la funcién
vectorial f(t) = (cost,sint) en a =m realizar las siguientes
acciones:

function f=fR R2(t)

% Definir la funcidn vectorial en R"”2 de variable real.
f=[cos (t) sin(t)];

function y=derivada (fu,a)

% Aproximar la derivada de una funcidén real en un punto.
h=0.00001;

y=(fu(a+h)-fu(a)) /h;

>>y=derivada (€fR_R2,pi)

Para el caso de la funcién vectorial de variablereal, n =1y m > 1,
por ejemplo para m = 3, aproximar la derivada para la funcién
vectorial f(t) = (cost,sint,t) en a =m se deben realizar las
siguientes acciones:

function f=fR R3(t)

% Definir la funcidén vectorial en R”"3 de variable real.

f=[cos(t) sin(t) t]
>>y=derivada (€fR_R3,pi)
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g.

Repetir acciones anteriores para funciones vectoriales definidas de
R en R3, para m > 3 en varios puntos y encapsular la derivada
como el vector en R™ cuyas m componentes son las derivadas de
cada una de las f;(a),i = 1,---,m.

Interiorizar las acciones anteriores en procesos.

Repetir las acciones anteriores para diferentes casos.

Para calcular la derivada de la funcién,

f:R?-ﬁ]R3
,y,z)— f(x,y,z2) =(x+y+2z,x—y—2xzxyz).

En el punto a = (1,1,1), se debe calcular la matriz jacobiana y
utilizar los objetos matematicos previamente construidos. Para este
proposito se disefiaron las siguientes actividades:

function f=f1l(x,y,z)
f=x+y+z;

function f=£f2 (x,vy,z)
f=x-y-2*x*z;

function f=£f3(x,y,z)
f=x*y*z;

function y=ddR3 R(fu,a,u)

% Calcular la DD de un campo escalar de R"3 a R.
h=0.00001;

b=a+h*u;

y=(fu(b(1),b(2),b(3))-fu(a(l),a(2),a(3)))/h;

function y=grR3 R(g,a)
% Calcular el gradiente de un campo escalar de R"3 a R.
fx=ddR3 R(g,a,[1 0 0]);
fy=ddR3 R(g,a, [0 1 0]);
fz=ddR3 R(g,a, [0 0 1]);

y=[fx fy fz];

function y=jacR3 R3(fl,f2,f3,a)
y=[grR3 _R(fl,a);grR3 _R(f2,a);grR3 R(£f3,a)];

>>jacobiana=jacR3 R3(@fl,@f2,Q@f3,[1 1 17])

jacobiana =

1.0000 1.0000 1.0000
-1.0000 -1.0000 -2.0000
1.0000 1.0000 1.0000
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3.

Modificar los c6digos anteriores para calcular la derivada de otros
campos vectoriales definidos de R" en R™ en diferentes puntos.
Repetir las acciones anteriores para generalizar el concepto de
derivada de una funcién en varias variables.

E. Construccién del objeto diferencial de una funcion real de variable
real DIFR

1.

Para calcular la diferencial de una funcién real de variable real f
en el punto a e interpretar geométricamente, se disefiaron las
siguientes acciones:

Calcular la diferencial, para el caso particular de la funciéon f(x) =

x?, en el punto a = 2. Desencapsular la derivada de una funcion y

definir el error de aproximacién E(a, h) e interpretar la férmula de

Taylor de primer orden, a través de los siguientes mecanismos:

function f=fR R(x)
% Definir la funcidén real de variable real.
f=x."2;

function y=derivada (fu,a)
% Aproximar a la derivada de una funcidén en un punto.
dx=0.000001;

y=(fu(a+dx)-fu(a)) /dx;

function E=errorf (fu,a,h)

o)

% Definir la funcidén error de la férmula de Taylor.
if h==

E=0;
else
E=(f (a+h)-f(a))/h-derivada (fu,a);
end
>>a=2; % Definir punto de tangencia.

>>hold on
>>x=a-2:0.01l:a+2;
>>m=derivada (RfR R, 2);

Asignar rango para graficar.
Calcular la pendiente de la recta
tangente.

Definir la ecuacidén de la recta
tangente.

>>plot (x,fR R(x),'r',x,rt, 'b', 'LineWidth',1.5);

% Graficar 1la funcidén y la tangente.

>>h=1; Asignar valor del incremento.
>>deltaf=f (a+h)-f (a); Asignar el incremento de f al
variar x en [a,a+th]
>>dy=derivada (€fR R,2)*h; % Calcular la diferencial.
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b.

>>deltaf=dy+h*errorf (€fR R,2,h);
% Asignar la férmula de Taylor de primer orden.

ans
deltaf = 8
dy = 4.0000
deltaf = 8

Interpretar geométricamente la diferencial, dy, como el cambio de
altura de la recta tangente, mientras que deltaf, es el cambio de
altura de la curva y = f(x) cuando x varia una cantidad h desde a
hasta a + h, y la diferencia entre deltaf y dy es la funcién errorf
que representa la funciéon hE(a, h) del andlisis del concepto. Esta
interpretacion se puede visualizar al realizar la accion anterior, que
genera la Figura 25.

Interpretar analiticamente la existencia de la diferencial como la
posibilidad de aproximar la funcién y = f(x) = x? por la recta
tangente, y = f'(a)(x — a) + f(a), en puntos x muy proéximos al
punto fijo a.

Repetir las acciones anteriores, haciendo que h — 0, analizar el
comportamiento de deltaf, dyy errorf.

Interiorizar las acciones en procesos.

Repetir las acciones del paso anterior para diferentes valores de a.
Repetir las acciones del paso anterior para diferentes funciones f.
Encapsular los procesos anteriores en el objeto matemaético
diferencial de una funcion real de variable real f en un punto a,
implementado en la siguiente funcién.

function y=diferencialdy(fu,a,h)
% Definir la funcidédn que calcula la diferencial.
y=derivada (fu, a) *h;

>>y=diferencialdy(@fR R,2,0.001)

ans
y = 0.0040
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Figura 25. Interpretacion geométrica de la diferencial f(x) = x* en x=2. Fuente: el
autor.

F. Construccién del objeto diferencial de una funcién vectorial de
variable real DIFVR

1. Accion de calcular la diferencial de una funcién vectorial de
variable real.

a. Desencapsular los objetos matematicos derivada de una funcion
real.

b. Desencapsular la funcién vectorial de variable real.

c. Realizar las siguientes acciones sobre los anteriores objetos
matematicos, al programar y ejecutar los siguientes scripts y
encapsularlos en los objetos matematicos definidos por las
funciones.
function diffuvectorial (varargin)

% Graficar la tangente a una curva en R"3 definida por la
% funcidén f(t)=(2cos(t),sin(t),t).

clc;

graficatangentefR R3 (GfR _R3,3*pi);

function f=fR R3(t)
% Definir una funcidén de R a R"3.
f=[2*cos (t) sin(t) t];

function f=derivada (fu,a)

% Aproximar la derivada de una funcidén en el punto a.
h=0.00001;

f=(fu(a+h)-fu(a)) /h;
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function graficafR R3(fu,t)

% Graficar la funcidén fu en R"3, en un intervalo de t.

x=[1;y=[1;2=[]; % Inicializar vectores.

for k=1l:1length/(
vaux=fu (t (
x=[x,vaux (
y=I[y,vaux(

end

plot3(x,y,z,'b','linewidth',2); % Graficar la funciédn.

o\

Evaluar la funciédn.
Actualizar los vectores.
[z,vaux(3)];

’
’

; 2

t)
k))
1)]
2)]

I oe

function graficatangentefR R3 (fu, t0)
% Graficar la funcidén y la tangente en el puntO f (t0).
t=0:0.01:6%*pi; Definir rango de t.

graficafR R3(fu,t);% Graficar la curva definida por fu.
vO0=fu (t0) ; Evaluar la funcidén en tO.

x0=v0 (1) ;y0=v0(2);z0=v0(3); % Establecer las coordenadas.
df=derivada (fu,t0);% Calcular la derivada.

x=@ (t) x0+df (1) *t; Definir x(t) para la recta tangente.
y=0@(t) yO0+df (2)*t; Definir y(t) para la recta tangente.
z=@ (t) z0+df(3)*t; % Definir z(t) para la recta tangente.
t=-1:0.01:1;hold on; % Definir Rango de t de la tangente.
plot3(x(t),y(t),z(t),'r', " 'linewidth',2)% Grafica tangente
xlabel ("x(t) ") ;ylabel ('y(t)'");zlabel('z(t)");
cadena=["'(',num2str(x0),"', "', num2str(y0),num2str(z0),")"];
text (x0,y0,z0, cadena) ;

title('Diferencial de una funcidén vectorial de...
variable real ')

grid on;

o

o

o

o

d. Interpretar geométricamente los resultados generados al ejecutar
los scripts anteriores (ver la Figura 26).

Diferencial de una funcion vetorial de variable real

ftj-(2ecsiz), sint]. 1)

yiti=siniti

TR AT T SE i)

Figura 26. Interpretacién geométrica de la diferencial f(t) = (2 cost,sint,t) enel
punto a = f(ty) = f(3m) = (2 cos 3w, sin 3w, 3m). Fuente: el autor.
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G.

1.
a.

Repetir las acciones anteriores para diferentes puntos t, y funciones
f definidas de R en R3.

Repetir las acciones anteriores para diferentes puntos t, y
funciones f definidas de R en R?.

Repetir las acciones anteriores para diferentes puntos t, y
funciones f definidas de R en R™, m > 3.

Interiorizar las acciones anteriores en procesos.

Encapsular el proceso anterior en el objeto matematico diferencial
de una funcién vectorial de variable real en un punto.

Construccién del objeto diferencial de un campo escalar DICE

Calcular la diferencial de un campo escalar de R" a R.

Determinar la férmula de Taylor de primer orden para f(a + u),
del campo escalar f(x,y) = x* + y? en el punto (1,1) mediante la
ejecucion de las siguientes acciones en MATLAB sobre objetos
matematicos previamente construidos.

function f=fR2 R(x,y)
% Definir campo escalar de R"2 a R.
f=x.""2+y."+2;

function y=ddR2 R(fu,a,u)

% Calcular la derivada direccional de un campo escalar
% fu de R"2 a R, en a en la direccidén del vector u.
h=0.00001;

b=a+h*u;

y=(fu(b(1),b(2))-fu(a(l),a(2)))/h;

function y=grR2 R(g,a)
% Calcular el gradiente de un campo escalar de R"2 a R.
fx=ddR2 R(g,a,[1 0]);
fy=ddR2 R(g,a, [0 1]);

y=[fx fyl];

function y=difcampoescalar (fu,a,u)

% Calcular la diferencial del CE fu en el punto a.
y=dot (grR2 R (fu,a),u)

function E=errorces (fu,a,u)

% Calcular error de la férmula de Taylor de primer grado
% para la funcién fu en el punto a expandida a, a+tu.

if norm(u)==

158



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

b.

=((fu(b(1),b(2))-fu(a(l),a(2)))-
difcampoescalar (fu,a,u)) /norm(u) ;
end

>>a=[1 1]

o\°

Asignar punto donde se calcula la
diferencial de f.
>>u=[0.5 0.5] % Asignar vector para calcular f (a+u)

% aplicando férmula de Taylor de orden 2.
>>deltaf=difcampoescalar (RfR2 R, a,u)+norm(u) *
errorces (RfR2 R, a,u)

% Calcular deltaf=f(atu)-f(a), por la férmula de Taylor
De primer orden.

>>deltaf=fR2 R(a(l)+u(l),a(2)+u(2))-fR2 R(a(l),a(

% Comparar el valor anterior con deltaf=f (atu)-£f

ans

deltaf =2.5000

deltaf =2.5000

o

)7

2)
(a) .

Identificar la transformacién lineal en u, T,(u), como la funcién
difcampoescalar(@fR2_R,a,u) que representa la diferencial de f en
a.

Interpretar analiticamente la existencia de la diferencial de f en el
punto a, como la posibilidad de aproximar deltaf= f(a + u) — f(a),
con la suma de la transformacién lineal dada por,
difcampoescalar(@fR2_R,a,u), y el error definido como,
norm(u)*errorces(@fR2_R,a,u) que corresponde a la férmula de
Taylor de primer orden.

Interpretar geométricamente la diferencial al ejecutar las siguientes
acciones sobre objetos previamente construidos.

function ft=ptangente (f,a,x,Vy)

% Calcular el plano tangente de f en el punto a.
ft=Ff(a(l),a(2))+ddR2 R(f,a, [1,0])* (x-a(1))+

ddR2 R(f,a, [0 1]),*(y-a(l));

>>x=a-5:0.01l:a+5; y=x; Definir rango de x e y para
graficar.

Establecer la malla que
representa el dominio.

o° o

o\°

>>[x,y]l=meshgrid(x,Vy):;

o\°

>>mesh (x,y,fR2 R(xX,y));% Graflcar la funcién

>>cadena=["'(',num2str(a(l)),"', ', num2str(a(2)),"',"', ...
num2str (fR2 R(a(l),a(2))),"')"1;

>>text(a(l),a(2),fR2 R(a(l),a(2)),cadena, 'color', 'red');

>>hold on;
>>mesh (%, y,ptangente (RfR2 R, [1,1],%x,Vy));
$Graficar el plano tangente
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Donde difcampoescalar (8fR2 R,a,u), representa el cambio de
altura del plano tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)),
mientras que f(a+u)—f(a) representa el cambio de altura
de la superficie z = f(x,y) cuando (x,y) cambia del punto fijo
a = (a,b) al punto, a+u=(a(1)+ u(1),a(2)+u(2)). (Ver las Figura
27 y Figura 28).

Interpretacion geomeétrica de la diferencial

" Panotangente 2={{1,1)+ (1,1)0c Tt (1.1

Figura 27. Plano tangente a la superficie z = x* + y? en el punto (1, 1, 2). Fuente: el
autor
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3.

Interpretacion geométrica de la diferencial

fla+u)=f(a)+¥V f(a)"u+||ul|E(au)

7 WiEy

(ar(\gQ):m ‘1_'2)
3 <

i

02 0.4

Figura 28. Interpretacion geométrica de la diferencial de f(x,y) = x* + y* en el

punto (1,1, 2). Fuente: el autor.

Repetir la accién anterior para otros valores de a, del vector u y
otros campos escalares f.

Repetir 'y modificar las acciones anteriores para calcular la
diferencial de otros campos escalares f definidos de R® a R para
varios puntos a y vectores u e interpretar geométrica y
analiticamente.

Repetir las acciones anteriores y generalizarlas para interiorizar en
un proceso que calcula la diferencial de un campo escalar en un
punto.

Encapsular la accién anterior en el objeto matematico diferencial de
un campo escalar en un punto a.

H. Construccién del objeto diferencial de un campo vectorial DICV

1.

Dado un abierto 4 subconjunto de R", un punto a de A y un campo
vectorial f definido de A en R™, la acciéon de calcular la diferencial
de f en el punto a. Dado el campo vectorial,
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fiR3 > R3
y,z)— f,y,z) =(x+y+2zx—y—2xzxy2).
determinar la diferencial del campo vectorial f en el punto a =
(1,1,1).
Desencapsular el objeto matemético funcién y definir el campo
vectorial

function f=f1l(x,y,z)
f=x+y+z;

function f=£f2 (x,y,z)
f=x-y-2*x*z;

function f=£f3(x,y,z)

f=x*y*z;

Desencapsular el objeto matemético derivada de una funcién en el
punto a = (1,1,1).

function y=ddR3 R(fu,a,u)

% Calcular DD de un campo escalar de R"3 a R.

h=0.00001;

b=a+h*u;

y=(fu(b(1),b(2),b(3))-fu(a(l),a(2),a(3)))/h;

Desencapsular el objeto matematico campo escalar diferenciable en
un punto a.

function y=grR3 R(g,a)

% Calcular gradiente de un campo escalar de R"3 a R.
fx=ddR3 R(g,a,[1 0 0]);

fy=ddR3 R(g,a, [0 1 0]);

fz=ddR3 R(g,a, [0 0 17]);

y=[fx fy fz];

Desencapsular el objeto matematico derivada de una funcién de
R™ en R™, como la matriz jacobiana de orden m X n, con filas
formadas por los gradientes de m campos escalares, para el
ejemplom = 3,n = 3.

function y=jacR3 R3(fl,f2,f3,a)

y=[grR3_R(fl,a);grR3 R(f2,a);grR3 R(£f3,a)];

Definir la funcién error para la férmula de Taylor de grado 1.
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E;ACS R > R3
If(a+w) - fla) = T,(Wlm

U Ey(w) = lull, Stuz0,
0, Siu=0
function E=errorcvec (fl, f2,£3,a,u)
% Definir funcidn error.
if norm(u)==
E=0;
else
b=a+u;
fb:[fl(b(l),b( ),b(3)) £f2(b(1),b(2),b(3))...
£3(b(1),b(2),b(3))];
=[fl(a(l),a( ),a( )) f2(a(l),a(2),a(3))...
f3( (1),a(2),a(3))1;
=(fb'-fa'-difcampovectorial (fl1,f2,£f3,a,u)) /norm(u);

end

f. Definir campo vectorial diferenciable en un punto a, como la

existencia de la transformacion lineal aplicada en un punto, en
direccién del vector u, T, (u), que se representa por el producto de
la matriz jacobiana evaluada, el punto y el vector u.

function y=difcampovectorial (fl,£f2,£f3,a,u)
y=jacR3 R3(fl,£f2,£f3,a)*u';

Calcular A f(a) = f(a+u) — f(a) = T,(w) + ||ul|Ex(w)
paraa = (1,1,1) y u = (0.5,0.5,0.5).

a=[1 1 1];u=[0.5 0.5 0.57];
b=a+u;
deltaf=difcampovectorial (@fl,@f2,Q@f3,a,u)+...
norm (u) *errorcvec (@fl1,@f2,@£3,a,u);

fo=[f1(b(1),b(2),b(3)) £2(b(1l),b(2),b(3))...
£f3(b(1),b(2),b(3))1;
fa=[fl(a(1l),a(2),a(3)) f2(a(l),a(2),a(3))...
f3(a(l),a(2),a(3))]1;
deltaf=fb'-fa'
deltaf =

1.5000

-2.5000

2.3750

2. Repetir las acciones anteriores para otros puntos a y vectores u.
3. Repetir las acciones anteriores para otros valores de m,n,ay u e

interiorizar en el proceso de calcular el diferencial de un campo
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b.

vectorial definido de R" en R™ para evaluar la férmula de Taylor
de primer grado.
Encapsular el proceso anterior en el objeto matematico diferencial
de un campo vectorial en un punto.
Interpretar geométricamente la existencia del diferencial de un
campo vectorial en un punto.
Sea A un subconjunto de R? y sea f un campo vectorial de 4 en R?
que representa una superficie Sy en R?, definida paramétricamente
como,

Sp =105, 8), f2(s,0), f3(s,1): (s, 1) € A}
Si f es diferenciable en un punto interior (sg,t,) de 4, entonces el
espacio tangente a S £ en el punto,

f(s0,to) = (fi (S0, to), f2 (S0, to), f3 (S0, to)) € R3,
estd dado paramétricamente por la aplicacion afin de A en R3
definida por,
pt(so, to)(s,t) = f(So,to) + dh(so, to) (s = So, t — to).

Definir las componentes de f, para el caso particular,

f=h(st) (s, 1) fs(s,)) = (s +t,s—t,s% —t?)
en el punto (sg,ty) = (1,2).

function f=f1l (s, t)
% Definir componente fl1 del campo vectorial f.
f=s+t;

function f=f2 (s, t)
% Definir componente f2 del campo vectorial f.
f=s-t;

function f=£f3(s,t)
% Definir componente £3 del campo vectorial f.
f=s.72-t."2;

Realizar acciones sobre los objetos matematicos previamente
construidos para hallar el espacio tangente a una superficie,
expresado en forma paramétrica.

s0=1;t0=2; % Asignar coordenadas del punto de tangencia.
a=[s0 t0] % Definir el punto a.

sa=s0-1:0.1:s80+1; % Definir el rango de s en el domino A.
ta=t0-1:0.1:t0+1; % Definir el rango de t en el domino A.

[sc,tc]l=meshgrid(sa,ta); % Definir la malla para A.
xc=fl (sc, tc); % Calcular £ 1(s,t), (s,t) en A.
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6.

o\

yc=£f2 (sc, tc); Calcular £ 2(s,t), (s,t) en A.
zc=f3(sc, tc); Calcular £ 3(s,t), (s,t) en A.
surf (xc, yc, zc) ; Graficar la superficie Sf.

% Calcular el espacio tangente

J=jacR2 R3(fl,f2,£f3,a); % Calcular el diferencial del

% campo f en a.

f0=[f1(s0,t0) £2(s0,t0) £3(s0,t0)]; % Hallar f0=f(t0,s0).
pt=Q@(s,t) f0'+J*[s-s0;t-t0]; % Definir espacio tangente.
% Definir la componente en x del espacio tangente en

% forma paramétrica.
tx=@(s,t) £O0(1)+J(1,1)*(s-s0)+J(1,2)*(t-t0);

Definir la componente en y del espacio tangente en
forma paramétrica.
ty=@(s,t) £0(2)+J(2,1)*(s-s0)+J(2,2)*(t-t0);

Definir la componente en z del espacio tangente en
forma paramétrica.
ptz=@(s,t) £0(3)+J(3,1)*(s-s0)+J(3,2)*(t-t0);
hold on

xt=ptx(sc,tc); yt=ptyl(sc,tc); zt=ptz(sc,tc);

% Asignar la componente en x, y y z del espacio tangente.

o)

surf (xt,yt,zt); % Graficar del espacio tangente.

o

o

o° o° o

o° o° 'O

Analizar el resultado de las acciones anteriores, que se pueden
visualizar en la Figura 29.

Repetir las acciones anteriores para las siguientes situaciones e
interiorizar en un proceso :

f(S; t) = (x»J’: Z) = (S, t’SZ + tZ)' (SO'tO) = (O'O)' (SO' tO) = (1!1)
f(s,t) » (x,y,2) = (s+t,s—ts*>—t?),

(so, to) = (0,0), (so,to) = (1,2).

f(s,t) » (x,y,z) = (scost,ssint,t), (sq,ty) = (0,0), (so, to)

= (2,/2).

f(s,t) » (x,y,z) = (cosssint,sinssint,cost), (50, to) = (0,0).
T T
(S0, to) = (Z'Z)

que debe generar la Figura 30.
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Espacio tangente a una supertficie, paramétricamente
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y=y(s.t)

Figura 29. Interpretacion geométrica del espacio tangente a una superficie en forma
paramétrica. Fuente: el autor.

Espacio tangente a una superficie, en forma paramétrica

B S jpérﬁéie ‘f(s,t_v (cosssent sens sent, cos t). T

1.4+ i S REpEClOtangente . oy

5] g

i AT i A £ (A i)
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0.2

o S
~€onjunto

y=y(s.t)

w=x(s )
Figura 30. Interpretacion geométrica del espacio tangente a una superficie en forma
paramétrica. Fuente: el autor.
7. Encapsular los procesos anteriores en el objeto matemaético espacio
tangente expresado en forma paramétrica a una superficie en un

punto.

function espaciotangente(fl,f2,£3,a)
sO=a(l);t0=a(2);
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sa=s0-1:0.1:s50+1; % Definir el rango de s en el domino A.
ta=t0-1:0.1:t0+1; % Definir el rango de t en el domino A.
[sc,tc]l=meshgrid(sa,ta);%$ Definir la malla para A.
xc=fl (sc, tc); % Calcular £ 1(s,t), (s,t) en A.
yc=£f2 (sc, tc); Calcular £ 2(s,t), (s,t) en A.
zc=f3(sc, tc); Calcular £ 3(s,t), (s,t) en A.

surf (xc, yc, zc) ; Graficar de la superficie Sf.
%Calcular el espacio tangente.

J=jacR2 R3(fl,f2,£f3,a); % Calcular el diferencial del

% campo f en a.
sO=a(l);t0=a(2); % Asignar coordenadas del punto de
% tangencia.

fO0=[f1l(s0,t0) f2(s0,t0) £f3(s0,t0)] % Hallar fO0=f(t0,s0).
pt=@(s,t) £0'+J*[s-s0;t-t0]; % Definir espacio tangente.
% Definir la componente en x del espacio tangente en

% forma paramétrica.
tx=@(s,t) fO(1)+J(1,1)*(s-s0)+J(1,2)*(t-t0);

Definir la componente en y del espacio tangente en
forma paramétrica.
ty=Q@(s,t) £f0(2)+J(2,1)*(s-s0)+J(2,2)*(t-t0);

Definir la componente en z del espacio tangente en
forma paramétrica.
ptz=@(s,t) £0(3)+J(3,1)*(s-s0)+J(3,2)*(t-t0);
hold on

xt=ptx(sc,tc); yt=pty(sc,tc); zt=ptz(sc,tc);

% Hallar la componente en x,y y z del espacio tangente.
surf (xt,yt,zt); % Graficar del espacio tangente.

sA=[s0-1 s0+1 s0+1 s0-1]; % Definir vecindad de sO.
tA=[t0-1 t0-1 tO0+1 tO0+1l]; % Definir vecindad de tO.

o o

o

o0 o° o

o° o° 'O

hold on;

patch(sA,tA, 'b'") % Definir vecindad de p0=(s0,t0).
text (s0,t0, ['o (', num2str (s0), "', "', num2str (t0), ") "'1);

% Definir el punto PO.

cadena=["' (', num2str (£0(1)), "', "', num2str(£0(2)), ...

', ', num2str (£0(3)), ") ']

text (£0(1),£0(2),£f0(3),cadena)

xlabel ('"x=x(s,t) ") ;ylabel ('y=y(s,t)");zlabel('z=z(s,t)");
title ('Espacio tangente a una superficie, ...
paramétricamente')

I. Teoremas fundamentales

1. Verificar que si una funcion es diferenciable en un punto, entonces
es continua en el punto, TDICO. Verificar que el reciproco del
teorema no se cumple. Dada la funciéon
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fiRZ >R
2

24 0,0
(x,y) P f6,y) ={x2 + y2’ (x,y) # (0,0)

0, (x,y) = (0,0)
a. Definir la funcién

function f=fR2 R(Xx,y)
if x==0 & y==
£=0;
else
f=(x.*y."2) ./ (x.72+y."2);
end

b. Verificar que para esta funcion la férmula de Taylor no se cumple,
utilizando los objetos matematicos derivada direccional, gradiente
de un campo escalar y diferencial de un campo escalar,

>>taylor=difcampoescalar (fR2 R,a,u)+norm(u)*...
errorces (@fR2 R,a,u)
% Definir férmula de Taylor de orden dos.
ans=
0
>>deltaf=fR2 R(a(l)+u(l),a(2)+u(2))-fR2 R(a(l),a(2))
% Calcular el valor de Delta f.
ans=0.2500
% Calcular la diferencial por la definicién.
>>fprintf ('Diferencial f en (x0,y0)...
$10.5f\n"',difcampoescalar (€fR2 R, a,u))
% Mostar la salida de los resultados.
Diferencial f por la definicidén en (x0,y0) 0.00000
>>fprintf ('Si f es diferenciable en (x0,y0), por el...
corolario 1, %10.5f\n',ddR2 R(QfR2 R,a,u))
% Genera la salida
Si f es diferenciable en (x0,y0), por el corolario 1,
0.25000

c. Interpretar geométricamente que esta funcion no es diferenciable.
Graficar la funcion y el plano tangente realizando acciones sobre
los objetos plano tangente y funcion definida de R? en R.

clc;

a=[0 0],

u=[0.5 0.5];
x0=a (1) ;y0=a(2);
x=x0-0.5:0.01:x0+0.5;
y=y0-0.5:0.01:y0+0.5;
[x,y]=meshgrid(x,vVy);

o

Asignar punto de tangencia.
Asignar vector direccidn.

oo

oe

Asignar rango para X.
Asignar rango para y.
Asignar malla del dominio.
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d.

hold on;

mesh (x,y, fR2 R(x,y)); % Graficar la funcidn.

mesh (x, y,ptangente (@fR2 R,a,x,y));% Graficar el plano
% tangente

grid on;

Interpretar que la gréfica de funcién en vecindades del punto (0,0),
no se puede aproximar por un plano tangente a la funcién en (0,0),
ver la Figura 31.

Funcién continua en (0,0} pero no diferenciable en (0,0}

fxy)=007 Mo +y) si (xy)=0,
. 0 si (xy)=0

05 - - 3 s
S Plano tangente .
0 TOy)=R0.0)+, (x-0)+f (v-0) 0

05 05

x

Figura 31. Interpretaciéon geométrica de una funcién continua pero no diferenciable

en (0,0). Fuente: el autor.

Repetir las acciones anteriores para otros ejemplos y
contraejemplos del Teorema 1, TDICO.

Interiorizar el proceso anterior para inferir que ser diferenciable
implica ser continuo, pero el reciproco no se cumple.

Verificar el Teorema 2. Para el contrarreciproco, si una funcién es
discontinua en un punto, entonces no es diferenciable en este
punto. Verificarlo para la siguiente funcion, que no es diferenciable
en (0,0):

f:RZ >R
xy*

(x,y) > flxy) =3x* + y*’ (x,y) # (0,0)
0' (x' Y) = (0,0)
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a. Definir la funcién
function f=fR2 R(Xx,y)
if x==0 & y==
£=0;
else
f=(x.*y."4) ./ (x."4+y."8);
end

b. Graficar la funcion y el plano tangente con acciones sobre los
objetos previamente construidos e interpretar la gréfica.

function teorema? (varargin)

% Verificar si una funcién es diferenciable implica la
$ existencia de las derivadas direccionales.

clc;

a=[0 07];

u=[0.5 0.5];
x0=a (1) ;y0=a(2);
x=x0-0.5:0.01:x0+0
y=y0-0.5:0.01:y0+0
[x,y]=meshgrid(x,Vy);
hold on;

C = del2(fR2 R(x,y));
% Graficar la funcidn
mesh (x,y, fR2 R(x,y), 'FaceLighting', 'gouraud', ...
'LineWidth',0.3);

mesh (x, y,ptangente (@fR2 R,a,x,y)); % Graficar el plano
tangente.

o°

Asignar punto de tangencia.
Asignar vector direccidn.

o

o

Asignar rango para X.
Asignar Rango para y.
Definir el dominio de f.

.5;
.5;

o

o°

o\

grid on;

$Formula de Taylor

taylor=difcampoescalar (€fR2 R,a,u)+norm(u)*...

errorces (@fR2 R, a,u)

deltaf=fR2 R(a(l)+u(l),a(2)+u(2))-fR2 R(a(l),a(2))
fprintf ('Diferencial f por la defincidén en (x0,y0)...
$10.5f\n', difcampoescalar (QfR2 R,a,u))

fprintf ('Si f es diferenciable en (x0,y0), por el...

corolario 1,%10.5f\n',ddR2 R(RfR2 R,a,u)) ;
Al realizar las anteriores acciones da como resultado,

taylor =
-0.0294
deltaf =
0.4706
Diferencial f por la defincidén en (x0,y0) 0.00000
Si f es diferenciable en (x0,y0), por el corolario 1,
0.50000
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La gréfica generada es la Figura 32

Funcién discontinua en {0,0}, no diferenciable en (0,0}

50

Ejey

Figura 32. Interpretacién geométrica de una funcion discontinua y no diferenciable
en (0, 0). Fuente: el autor.

5. Repetir las acciones anteriores para otros ejemplos vy
contraejemplos para verificar el Teorema 2.

6. Interiorizar el proceso anterior, para inferir que si una funcién es
diferenciable en un punto, entonces implica la existencia de todas
las derivadas direccionales en el punto TDIDD. Sin embargo, el
reciproco no es cierto.

7. Verificar el Teorema 3. Para la funcién,

f:R? > R

1
(x? + y2) sin ——, (x,y) # (0,0)
xy) e floy) = x? +y?
0, (xy)=(00)
la cual es diferenciable en (0,0) pero sus derivadas parciales no son
continuas en este punto.
a. Definir la funcion.
function f=fR2 R(x,y)
if x==0 & y==
£=0;
else
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f=(x."2+y."2) .*sin(1l./sqrt (x."2+y."2));
end

b. Graficar la funcién y el plano tangente con acciones sobre los
objetos previamente construidos e interpretar la gréfica.

function teoremal(varargin)

% Ejemplificar que la existencia y la continuidad de las
% derivadas parciales en un punto implica la existencia
% de la diferencial en el punto.

clc;

a=[0 0]; Asignar punto de tangencia.

u=[0.5 0.5]; % Asignar vector direcciédn.

x0=a (1) ;y0=a(2);

x=x0-0.5:0.01:x0+0.5; % Definir rango para x.
y=y0-0.5:0.01:y0+0.5; Definir rango para y.
[x,y]=meshgrid(x,Vy); % Definir dominio de la funcidn.
hold on;

C = del2(fR2 R(x,y));

mesh (x,y, fR2 R(x,y), 'FaceLighting', 'gouraud’, ...
'LineWidth',0.3);

% Graficar la funciédn

mesh (x,y,ptangente (@fR2 R,a,x,y)); % Graficar el plano
grid on;
taylor=difcampoescalar (@fR2 R, a,u)+norm(u)*...
errorces (@fR2 R, a,u);

% Asignar férmula de Taylor de orden 2.

deltaf=fR2 R(a(l)+u(l),a(2)+u(2))-fR2 R(a(l),a(2))
fprintf ('Diferencial f por la definicidén en (x0,y0)...
$10.5f\n',difcampoescalar (RfR2 R, a,u))
fprintf ('Si f es diferenciable en (x0,y0),
corolario 1,%10.5f\n',ddR2 R(QfR2 R,a,u))
% Salida que genera

Diferencial f por la definicién en (x0,y0) 0.00000
Si f es diferenciable en (x0,y0), por el corolario 1,
0.00000

oe

o\°

por el...

Al ejecutar estas acciones se genera la siguiente salida y la Figura
33.
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Funcion diferenciable en (0,0}, pero derlvadas parciales no continuas en este punto

o
o
)

o
<
A )

7=fixy)
o
»
1

3 2
X '
o Py ST

Figura 33. Interpretacion geométrica de una funcién diferenciable en (0, 0).

Fuente: el autor.

Representar graficamente las derivadas parciales de la funcion en
el punto (0,0), e interpretar.

Repetir las acciones anteriores para otros ejemplos y
contraejemplos, para verificar el Teorema 3 TCSDI.

Interiorizar el proceso anterior, para inferir que una funcién puede
ser diferenciable en un punto; sin embargo, las derivadas parciales
no son continuas en el punto que afirma que el reciproco del
Teorema 3 no se cumple.
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Diseiio del cuestionario

Este apartado tiene como propésito describir como se disei6 y valido
el cuestionario, que fue el instrumento utilizado para la recoleccién y
el analisis cualitativo de la informacion con el fin de poderla triangular
con otras fuentes y determinar niveles de comprension.

En la fase de disefio del cuestionario se describe cémo se
identificaron y seleccionaron los contenidos, las caracteristicas de los
estudiantes que participaron en la aplicacion piloto, la evaluaciéon por
los expertos y, en ultimo término, la presentacion de la version
modificada, segtin los informes de los expertos y de las respuestas de
los estudiantes a las distintas tareas.

Identificacion de los contenidos del cuestionario

Para identificar los contenidos matematicos que debian formar parte
del precuestionario, en primer lugar se seleccionaron y analizaron
ocho libros de texto de editoriales de amplia difusién internacional y
que son la fuente principal de consulta de los estudiantes.

Los textos hacen una exposicion analitica del concepto, de los
cuales cuatro hacen énfasis en la parte tedrica y los otros cuatro en las
aplicaciones de los contenidos de la diferencial.

Una resefia de este andlisis se anex6 en la seccion andlisis de la
diferencial en los libros de texto, donde se identificaron los elementos
matematicos, las relaciones légicas y los sistemas de representacion
que constituyen la diferencial de una funcién en varias variables.

La comprension del concepto por los estudiantes fue el objeto
de esta investigacion, y los elementos matemaéticos que lo configuran
se concretan en los siguientes, con sus respectivas siglas:

Funcién en varias variables FVV.

Derivada direccional DD.

Derivada parcial DP.

Funcién derivable en un punto DFVV.

Diferencial de una funcién real de variable real DIFR.
Diferencial de una funcién vectorial de variable real DIFVR.
Diferencial de un campo escalar DICE.
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Diferencial de un campo vectorial DICV.

Diferencial de una funcién en varias variables DIFVV.
Teoremas fundamentales de diferenciacién TFDI.

Teorema 1. Diferenciabilidad implica continuidad TDICO.
Teorema 2. Diferenciabilidad implica la existencia de las derivadas
direccionales TDIDD.

Corolario 1. La diferenciabilidad de un campo escalar implica la
existencia de las derivadas parciales CDIDP.

Teorema 3. Condicion suficiente de diferenciabilidad TCSDI.
Teorema 4. Diferenciabilidad de un campo vectorial implica la
diferenciabilidad de los m campos escalares que lo conforman
TDICVDICE.

Corolario 2. Funcion de clase C* implica ser diferenciable CC1DL.

Elaboracion del precuestionario

Para la elaboracién del precuestionario se tomaron como referencia los
elementos matematicos, las relaciones ldgicas, los sistemas de
representacion y la descomposicion genética del concepto de
diferencial de una funcién en varias variables, presentados en las
secciones anteriores, y a partir de ellos se seleccion6é una coleccion de
30 problemas que comprendieron: el desarrollo curricular
identificado en los libros de texto, las actividades planteadas, los
problemas descritos en articulos publicados en revistas de
investigacion.

De la coleccién de los 30 problemas se escogieron los diez mas
representativos del concepto y que permitian analizar las relaciones
légicas que los estudiantes debifan establecer entre los elementos
matematicos dados en distintos sistemas de representacion. Para cada
uno de estos problemas se determiné el nimero maximo de cuestiones
que debian contener, y que pudieran ser contestados en el transcurso
de una clase universitaria habitual.

El formato de presentacion del precuestionario constaba de tres
folios. En el primer folio se incluia el nombre del estudiante, la edad y
la fecha de realizaciéon del precuestionario, luego aparecian las
preguntas con los correspondientes items. El estudiante, en hojas
anexas, respondia el cuestionario.
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Sujetos

Contestaron el precuestionario 14 estudiantes (seis mujeres y ocho
hombres), con un rango de edad entre 18-22 afios, de segundo afio
(cuarto semestre curricular) del programa de Matematicas de la
Universidad Pedagogica y Tecnolégica de Colombia, UPTC. Todos los
estudiantes estaban cursando la asignatura de Célculo Multivariable
en el momento de la realizacién de la prueba, habian recibido una
instruccién previa con las actividades computacionales basadas en la
DG, sobre el concepto de diferencial de una funcién en varias
variables.

Validacion del cuestionario por expertos

Para la evaluacion del precuestionario por expertos se contactaron
nueve profesores, asignandole los seudénimos EXn, siete de ellos
atendieron la solicitud y retinen las siguientes caracteristicas:

Amplia experiencia en el desarrollo de cursos de calculo
multivariable y analisis real. Los expertos EX1, EX2 con titulo de
doctor en Mateméticas y vinculados con la Universidad Nacional de
Colombia; los expertos EX3, EX4, EX5, EX7 con titulo de Maestria en
Matematicas, y el experto EX6 con titulo de Maestria en Educacién
Matematica, los cinco estan vinculados con la UPTC. Los expertos EX8
y EX9, no atendieron la solicitud.

A los expertos se les envié un documento, que comprendjia:
carta de solicitud, contexto de la investigacion, formulacién del
problema, objetivos, disefio del cuestionario en una tabla con las
columnas objetivos, tareas, items, descriptores, procedencia y
variables. En el dmbito de esta investigacion, para cada tarea los
descriptores se entendieron como las palabras clave que la definen o
caracterizan; las variables, como un conjunto de elementos
matematicos; y las formas de representaciéon, como verbal, grafica,
algebraica y tabular, que configuran el concepto de DIFVV.

Al finalizar se propuso una encuesta para cada tarea (Tabla 12),
a fin de evaluar las representaciones, el grado de dificultad, el grado
de relevancia, los elementos matematicos, las observaciones y
sugerencias. A continuacién se describen los resultados de este
analisis, las observaciones y sugerencias hechas por los expertos.
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Tarea 1. Respecto a las representaciones, los expertos
consideran que la verbal estd presente en un 35 %, la grafica en 18 %,
la algebraica en 41 % y la tabular en 6 %; sobre el grado de dificultad,
el 24 % la califica de poca, el 71 % de media y el 5 % de alta; y en cuanto
al grado de relevancia, la evaltia de poca el 5 %; de media, el 28 % y
de alta, el 67 % (ver Figura 34). Los elementos matemaéticos
caracteristicos son DIFR, DFVV, TCSDI. Se concluye que esta tarea es
considerada por los expertos como de dificultad media y altamente
relevante.

Verbal

Grifica

Poca

Media
Tabula

Alta

Algebraica

Representaciones, tarea 1 I Grado de dificultad, tarea 1 I Grado de relevancia, tarea 1

Figura 34. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 1.

Tarea 2. Los expertos califican las representaciones asi:
algebraica 48 %, verbal 31 %, grafica 21 %. Respecto al grado de
dificultad, el 36 % la considera de poca, el 50 % de media y el 14 % de
alta. En lo relativo al grado de relevancia, la evaltian: poca, el 7 %;
media, el 29 % y alta, el 64 % (ver Figura 35). Los elementos
matematicos caracteristicos son DIFVR, DIFR, DFVV, TCSDI. Se
concluye que la tarea se considera de dificultad media y altamente
relevante.

Madia

Poca

Verbal

Griifica

Poca

Media

Alta

Algebraica

Representaciones, tarea 2 I Grado de dificultad, tarea 2 I I Grado de relevancia, tarea 2. I

Figura 35. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 2.
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Tarea 3. Las representaciones caracteristicas en esta tarea, segin
la evaluacion de los expertos, son: verbal 27 %, gréfica 38 %, algebraica
32 %, tabular 3 %. Respecto al grado de dificultad, el 21 % la considera
de media, y el 79 %, de alta. En cuanto al grado de relevancia, el 14 %
opina que es de poca relevancia; el 36 %, de media y el 50 %, de alta
(ver Figura 36). Los elementos matemaéticos caracteristicos son DP,
DICE, DFVV. Se concluye que la tarea se considera de dificultad media
y altamente relevante.

Media

Verbal

Gréfica

Algebraica

Alta

I Representaciones, tarea 3. I I Grado de dificultad, tarea 3. I I Grado de relevancia, tarea 3 I

Figura 36. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 3.

Tarea 4. Los porcentajes de representacion en esta tarea son:
verbal 35 %, algebraica 28 %, tabular 37%; en cuanto al grado de
dificultad, el 10 % la considera de ninguna dificultad; el 28 %, de poca;
el 48 %, de media y el 14%, de alta; y respecto al grado de relevancia,
la califica de poca el 10%; de media, el 28 % y de alta, el 62 % (ver
Figura 37). Los elementos matematicos caracteristicos son FVV, DP,
DICE. Se concluye que la tarea se estima de dificultad media y
altamente relevante.

poca Media

Nada Poca

Algebraica

alta

Alta

media

Tabular

| Representaciones, tarea 4 | [ Grado de dificultad, tarea 4 | I Grado de relevancia, tarea 4 I

Figura 37. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 4.
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Tarea 5. Las representaciones que sobresalen en esta tarea son:
verbal 36 %, gréfica 2 % y algebraica 62 %. Respecto al grado de
dificultad, el 20 % la califica de poca; el 40 %, de media y el 40 %, de
alta. En cuanto al grado de relevancia, la evaltia de poca el 9 %; de
media, el 31 % y de alta, el 60 % (Figura 38). Los elementos
matematicos caracteristicos son FVV, DP, DICE, T1, T2, T3. Se
concluye que la tarea es considerada de dificultad media y de
relevancia alta.

Media

Verbal
Grifica
Poca
@ I Poca
Media
Algebraica Alta Alta
| Representaciones, tarea 5. I | Grado de dificultad, tarea 5. I I Grado de relevancia, tarea 5. I

Figura 38. Representaciones, grados de dificultad y relevancia, Tarea 5.

Tarea 6. Las representaciones que predominan en esta tarea son:
verbal 38 %, grafica 2 %y algebraica 60 %. Respecto al grado de
dificultad, el 12 % la considera de poca dificultad; el 40 %, de media y
el 48 %, de alta. En lo relativo al grado de relevancia, la evaltia de poca
el 7 %; de media, el 29 % y de alta, el 64 %, (Figura 39). Los elementos
matematicos caracteristicos son: Teorema 2, DD, FVV, DP, DICE. Se
concluye que la tarea es estimada de dificultad media y altamente

relevante.
Media
'

Media

Verbal

Grifica

Poca
Poca

Alta

Algebraica

Alta

| Representaciones, tarea 6. I I Grado de dificultad, tarea 6. I I Grado de relevancia, tarea 6. I

Figura 39. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 6.
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Tarea 7. Las representaciones que predominan en esta tarea son:
verbal 33 %, grafica 28 % y algebraica 39 %. Respecto al grado de
dificultad, el 43 % la considera de poca; el 50 %, mediay el 7 %, de alta.
En cuanto al grado de relevancia, el 4 % la califica de poca; de media,
el 39 % y de alta, el 57 % (ver Figura 40). Los elementos matematicos
caracteristicos son: FVV, DD, DP, DICE, T2, Corolario 1. Se concluye
que la tarea es considerada de dificultad media y altamente relevante.

Poca Media
Verbal
Griéfica -
m Alta
Algebraica Media Alta
I Representaciones, tarea 7. I I Grado de dificultad, tarea 7. l I Grado de relevancia, tarea 7. I

Figura 40. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 7.

Tarea 8. Las representaciones que sobresalen en esta tarea son:
verbal 31 %, grafica 31 % y algebraica 38 %. Respecto al grado de
dificultad, el 71 % la evalta de media y el 29 %, de alta. En cuanto al
grado de relevancia, el 14 % de los expertos opina que tiene relevancia
media y el 86 %, alta (ver Figura 41). Los elementos matematicos
caracteristicos son: DP, DICE, C1, T3, T4. Se concluye que la tarea es
calificada de dificultad media y altamente relevante.

Verbal Media

Grifica

Algebraica

I Representaciones, tarea 8. I I Grado de dificultad, tarea 8. I I Grado de relevancia, tarea 8. I

Figura 41. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 8.
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Tarea 9. Las representaciones que resaltan en esta tarea son:
verbal 30 % y algebraica 70 %. Respecto al grado de dificultad, el 14 %
la considera de poca dificultad; el 43 %, de media y el 43 %, de alta.
En lo relativo al grado de relevancia, el 36 % la evaltia de media, y de
alta, el 64 % (ver Figura 42). Los elementos matematicos caracteristicos
son: DICV, T4. Se concluye que la tarea es considerada de dificultad

media y el grado de relevancia, alto.

Alta

Media

Verbal
Poca

Alta

Algebraica

I Representaciones, tarea 9 I I Grado de dificultad, tarea 9 l Grado de relevancia, tarea 9 I

Figura 42. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 9.

Tarea 10. Las representaciones que predominan en esta tarea
son: verbal 29 %, gréfica 2 % y algebraica 68 %. Respecto al grado de
dificultad, los expertos la consideran: de ninguna dificultad, el 4 %; de
poca, el 21 %; de media, el 32 % y de alta, el 43 %. Con relacién al grado
de relevancia: nada relevante, el 3 %; poco, el 4 %; media, el 32 % y
alta, el 61 % (ver Figura 43). Los elementos matematicos caracteristicos
son: DIFVV, DIFR, DIFVR, DICE, DICV, Teorema 4. Se concluye que
la tarea es evaluada de dificultad media, y el grado de relevancia, alto.

Grifica Media

A
N ‘

I Representaciones, tarea 10. I I Grado de dificultad, tarea 10. l I Grado de relevancia, tarea 10. I

Poca
Nada

Algebraica

Figura 43. Representaciones, grados de dificultad y relevancia de la tarea 10.
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Cuestionario definitivo

Luego de la revisiéon de los expertos y del andlisis a las respuestas o
soluciones de los estudiantes en la prueba piloto, se atendieron las
sugerencias y recomendaciones y se procedi6 a redisefiar cada tarea
para consolidar el cuestionario definitivo que se presenta a
continuaciéon y que comprende: formulaciéon de los objetivos,
descripciéon de las tareas, los items que organizan la tarea, los
descriptores, las fuentes bibliograficas de donde proceden los
ejercicios y las variables que representan los elementos matemaéticos y
las relaciones logicas.

Ademas, se incluye una solucién plausible del cuestionario,
segun el andlisis tedrico del concepto, las fuentes de donde se tomaron
algunas tareas y las propuestas del investigador. Esta solucion es
referencia para la recolecciéon y el andlisis de la informacién en
secciones posteriores.

Tarea 1

Objetivos. Registrar las relaciones que establece el estudiante entre los
elementos que configuran el concepto de diferencial de una funciéon
real de valor real, para caracterizar el nivel de comprensién Intra del
desarrollo del esquema de la diferencial de una funcién en varias
variables, mediante el andlisis de las representaciones utilizadas para
resolver el problema.

Tareas. 1. Dada la funcion f(x) = x>+ 1ya = 1.

a. Represente graficamente el incremento de la funcién f en a, Af (a);
el incremento h de la variable x; la diferencial de f en a evaluada
enh, df(a,h) = f'(a)hy el polinomio de Taylor de primer orden,

fla+h)=f(a)+f'(@h+|h|E(a h).

b. Muestre que f es diferenciable en a = 1 y determine la diferencial
de f en el punto a como una transformacion lineal de R en R.

c. Siaesunvalor que se desea calcular aproximadamente por medio
de diferenciales, esta estimacion se ha de obtener de la siguiente
forma: primero, se elige una funcién conveniente f y los valores
apropiados x y h de manera que, a = f(x + h), luego se aplica la
féormula de aproximacién para calcular a, f(x+h) = f(x)+
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f'(x)h. Interesa elegir f y x de manera que f(x) se pueda calcular
facilmente. Aproxime utilizando diferenciales a = 3/1.02.

Items. 1.a,1.b, 1.c.

Descriptores. Se presenta una funcioén real de variable real en forma
algebraica y un punto.

Se representa en forma verbal y algebraica el incremento, la diferencial
y el polinomio de Taylor de primer orden.

Aparece el término transformacion lineal que esté relacionado con la
diferencial.

Se pide interpretar en forma analitica la diferencial de una funcién real
de variable real en un punto.

Se describe un procedimiento para encontrar un valor aproximado de
la raiz ctbica de un ntmero utilizando la parte principal del
polinomio de Taylor de primer orden.

Procedencial®?. Adaptacion de ejercicios propuestos del Cdlculo de
Apostol, tomo I, seccién 2.20, ejercicios 1y 2, pagina 167.

Ejercicios propuestos del Cilculo de Apodstol, tomo I, seccion 2.20,
ejercicios 4 y 5, pagina 168.

Variables. Representacion algebraica, grafica, analitica y verbal del
incremento y la diferencial de una funcion real de variable real.

La diferencial como una transformacién lineal, aproximacién de la
grafica de la curva por la recta tangente en un punto.

Aplicacion de la diferencial para aproximar valores de funciones a
partir de unos ya conocidos.

Solucion plausible

a. Losincrementos Af(a), h, la diferencial de f en a y la relacién entre
estos elementos dados por la férmula del polinomio de Taylor de
orden 1 estdn representados graficamente en la Figura 44.

102 Tom M. Apostol, Calculus Volumen 1. Introduccion, con vectores y geometria
analitica, Barcelona: Editorial Reverté, 1988, 167-168.
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Y 5
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Figura 44. Gréfica de la solucion de la Tarea 1.

El incremento de la funcién f en a, esta dado por,
Af(a) = fla+h) = f(a) = f(1+h) = f(1)
Af(a)=(1+h)?>+1—-(1)*—-1=2h+h%
La diferencial de f en a es, df(a,h) = f'(a)h = 2(1)h = 2h.
El error en la aproximacion de la diferencial por el incremento es
|h|E(a,h) = Af(a) — df(a,h) = 2h + h* — 2h = h.
b. Directamente se prueba que, f es diferenciable en x = a, porque,

. r(a,h) . |h|lE(a,h)  h?
lim =lim——=lim— =
h—0 h—0 h h-0 h

0.

O en forma indirecta, para una funcién real de variable real ser
derivable en un punto es equivalente a que la funcién sea
diferenciable en el punto.
La diferencial de f en a esta dada por la transformacion
T,=f"(a):R-> R
h - 2ah.

2
c. Sea f(x)=xY3Ff"(x)= gx_i, si x=1h=0.02, entonces

aplicando la parte principal del polinomio de Taylor,
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1 2
a=fx+h)=V1+002=fx)+f' (x)h=V1 +3(1)73%0.02
= 1.0067.
Tarea 2

Objetivos. Identificar las relaciones entre los elementos que configuran
el concepto de diferencial de una funcién real y de una funcion
vectorial de valor real, a través del anélisis de las formas de
representaciéon utilizadas para resolver el problema, a fin de
caracterizar el paso del nivel de comprension Intra al Inter del
desarrollo del esquema de la diferencial de una funcién en varias
variables.

Tareas. 2. Sea ] un intervalo tal que ] € Ry sea g:/ — R, una funcién
vectorial de wvariable real que representa una curva
Cy = {(gl(t),gz(t),g3 (t)): t E]}. Si g es diferenciable en un punto
interior t, de /, entonces el espacio tangente a C; en el punto,

9(to) = (91(to), g2(to), g3(to)) € R® estd dado paramétricamente por
la aplicacion afin, A, : R — R* definida, como:

A, (1) = g(to) + Dg(to)(t — to).

a. Mostrar que el espacio tangente a C; en el punto g(t,) es

{(x,y,2) € R®:x = g,(ty) + g1 (o)t — to),y = go(to) + g2 (to) (t — to),
z = g3(to) + g3(to) (t — to)}.

Si g1(to), 92(te), g3(to), no son todas cero, este espacio tangente es
una recta en R? y es llamada la recta tangente.

b. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la
curva en R3, definida como:
1
g:t- (x,y,2) = (ts,t2 + 1,t) enty = 1.
Items. 2. 2.a,2.b.

Descriptores. Presentaciéon de una funcion vectorial de variable real que
describe una curva en R3.

Se hace una explicacién de la diferencial de este tipo de funcién como
una aplicacion afin representada en forma algebraica.
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Se pide calcular la diferencial de la funcién en el punto g(ty), to € J, y
su aplicacién, para encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva
en el punto.

La funcién es continua en J.

Se requiere el concepto de diferencial de una funcién real de variable
real para hallar la diferencial de la funcién vectorial.

Procedencia. Ejercicio adaptado del texto de Bartle, 1975, seccién 39,
ejercicio 39 Py 39 Q, pagina 359.

Variables. Funciéon vectorial de variable real, representacion
parameétrica de curvas en el espacio, diferencial de una funcién real de
variable real, diferencial de una funcion vectorial de una variable real.

Solucion plausible
a. Como g(ty) = (g1(to), 92(to), g3(to)), entonces,
Dg(to) = D(Ql(to);gz(to)'%(to)) = (91'(%)'gzl(to)u%’(to)),
Luego,
A, = g(to) + Dg(to)(t — to).
Asi que,
Ar, = (91(to) + 91 (o) (t — to), g2 (t0) + g2(t0) (t — to), g3 (to)
+ 93" (to) (t — to))-
Entonces, el espacio tangente a la curva C; en g(t,), esta dado por:
{(x,y,2) € R%: A, = (x(0),y(®),z()), t € R}
b. Segun la parte 2.a
1 2 t 2
x = g:(t) + gLt (t 1) = 1+ (5) D3 -D =5 +5

Y =92(t) + g2 () (t —tp) =2+ 2(t — 1) = 2¢.
z=g3(to) + g3(t)(t —tx) =1+1(t—-1) =t
Luego el espacio tangente a la curva C; en el punto

g(te) = g(1) = (1,2,1), es {G +2,2t, t) tE ]R}.
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Tarea 3

Objetivos. Determinar las relaciones que establece el estudiante entre
los elementos matemaéticos que configuran el concepto de derivada
parcial de un campo escalar, para caracterizar el nivel Inter del
desarrollo del esquema de la diferencial de una funcién en varias
variables, a través del andlisis de la representaciéon utilizada para
resolver la situaciéon problema.

Tareas. 3. Interpretar geométrica y analiticamente las siguientes
situaciones.

a. El plano x = 1 corta el paraboloide z = x? + y? en una parabola.
Determine la pendiente de la recta tangente a la parabola en el
punto (1,2,5) e ilustre graficamente.

b. El plano y = 2 corta el paraboloide z = x? + y? en una parébola.
Determine la pendiente de la recta tangente a la parabola en el
punto (1,2,5) e ilustre graficamente.

Items. 3., 3.a, 3b.

Descriptores. Las funciones de dos variables estan expresadas en forma
algebraica por una ecuacion y lo que representan se describe en forma
verbal.

Se proporciona un punto particular de la superficie.

El estudiante debe hacer una representacion grafica de las expresiones
algebraicas y verbales.

El estudiante debe determinar la pendiente de la recta que pertenece
al plano y que es tangente al paraboloide en el punto y hacer una
representacion grafica.

No aparece el término derivada parcial, sin embargo debe utilizar este
concepto para hallar la pendiente de la recta tangente.

Procedencia. Ejercicio adaptado del Cilculo varias variables de Thomas,
Finney y Weir, 1999, ejemplo 4, pagina 927.

Variables. Campos escalares, funciones reales de variable vectorial con
dos componentes o funciones en dos variables, planos, derivada
parcial, pendiente de la recta tangente.
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Solucion plausible

a. La Figura 45 de la izquierda representa la superficie del
paraboloide dado por, f(x,y) = x? + y%, el plano  x = 1.
La Figura 45 de la derecha representa la parabola, z = 1 + y?, enel
plano x = 1, la tangente a la pardbola en el punto (1,2,5). La
pendiente de la recta tangente a la parabola, formada por la
interseccion del plano x = 1 con el parab0101de fl,y) =x*+y3?
en el punto (1,2,5), estd dada por m, = —(x y) =2y, que al

evaluarla en el punto se obtiene m, = é (1,2) = 4.

Plano = = 1 \
o ': / o(1,2,5)

‘.’\ o "' :fl, ) ,{'I / ;

0 ""0' :";‘7’0 [\

\n 0l [ )
&\“‘\“\“"0'0‘:’0""0 il |
tx\\\‘:\‘\‘\‘.’,‘.’.'/" 'l/,,” |
\\\\\\\\:‘\:"‘m,l,' i |

\\\ oy N.q:' 2 Tangente

|
|
s=1+ut
- ==
L
£ o |l ———~— y

Figura 45. Tangente a la curva de interseccién del plano x = 1 y la superficie
z = x* + y% en el punto (1,2,5). Fuente: el autor.

b. La Figura 46 de la izquierda representa la superficie del
paraboloide dado por superficie, f(x,y) = x? + y?, el plano y = 2.
La Figura 46 de la derecha representa la parabola z = x* + 4 en el
plano y = 2, la tangente a esta en el punto (1,2,5).
La pendiente de la recta tangente a la parabola en el punto (1,2,5)
formada por la interseccion del plano y = 2, paralelo al plano xz,
con la grafica de f(x,y) = x? + y?, estd dada por:
my = g—’; (x,y) = 2x, reemplazando el punto se obtiene,

a
m, = é(1,2) = 2.
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(z,y) =2 +*

WA
AN

ARSI

XA

Vangen

angente

Figura 46. Tangente a la curva de interseccion del plano y = 2 y la superficie
z = x* + y* en el punto (1,2,5). Fuente: el autor.

Tarea 4

Objetivos. Identificar los elementos matematicos y las relaciones entre
estos que configuran el concepto de DICE, para describir el nivel de
comprension Inter del desarrollo del esquema de la DIFVYV, segtn las
representaciones utilizadas en la solucién de la situacién problema.

Tareas. 4. La altura h de las olas en mar abierto depende de la
velocidad v del viento expresada en nudos y del tiempo t que el viento
haya estado soplando a esa velocidad expresado en horas. En la
siguiente tabla se dan valores de la funcién h = f(v,t) en pies.

Duracién en horas
v/t |5 110[15[20 30|40 |50
10 2 2 2 2 2 2
15 | 414 |5 |5|5]|5]5

5

9

20 818191919
30 13116 |17 118 119 | 19
40 |14 1212528313333
50 [19]29 36|40 |45 |48 |50
60 |24137 147 |54 62|67 |69

'Velocidad en nudos
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a. Encuentre h(40,15), y jcudl es su significado?
b. Encuentre el mejor estimado posible, segtn los valores de la tabla,

) ) ah ah )
para las derivadas parciales, a—v(40,15), 5(40,15) e interprete estos

valores.

c. A partir de la férmula de Taylor de primer orden para un campo
escalar obtenga una aproximacién lineal a la funcién de altura de
las olas, cuando la velocidad v es cerca de 40 nudos y el tiempo t
es cerca de 15 horas. Luego estime las alturas de las olas cuando el
viento ha estado soplando durante 17 horas a 43 nudos.

Items. 4.,4.a,4.b, 4.c.

Descriptores. Se enuncia una situaciéon problema de fenémenos
modelados por una funcién representada por un registro numérico de
valores.

No se tiene una expresion algebraica de la funcién, se da en forma
tabular.

Se pide interpretar el valor de la funciéon en un punto, segin la
situacion.

Se pide aproximar numéricamente la derivada parcial y dar una
interpretacién a la situacién problema.

Se pide aproximar el valor de la funcién en un punto no registrado en
la tabla, aplicando el concepto de diferencial y de derivada parcial que
estan relacionados en la férmula de Taylor de primer orden para
campos escalares.

Procedencia. Ejercicios adaptados del Cilculo multivariabe de James
Stewart, paginas 884-885.

Variables. Representacion numérica de una funcién de dos variables,
derivada parcial, diferencial.

Solucion plausible

a. h(40,15) = 25, significa que en mar abierto, si la velocidad del
viento es de 40 nudos y si ha durado 15 horas soplando a esta
velocidad, la altura de las olas es de 25 pies.
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b. Aproximamos las derivadas de la funcién h respecto a las variables
vy at, como el promedio de las diferencias finitas hacia adelante,
hacia atrés y centradas:

oh h(40 + Av,15) — h(40,15)  h(50,15) — h(40,15

O 40.15) ~ ( v,15) — h( ) _ A ) — h( )=11
v Av 10

oh h(40 — Av,15) — h(40,15) _ h(30,15) — h(40,15) _

5 (40,15) ~ Y = =T =09

11409
—— =

El significado de estos célculos es que en mar abierto, si la altura
de las olas es de 25 pies, generada por la velocidad del viento a 40
nudos y por estar soplando a esta velocidad durante 15 horas,
entonces por cada 10 nudos que aumente la velocidad del viento y
que dure soplando durante las mismas 15 horas, la altura de las
olas ascendera 1 pie.

dh
— (40,15) ~
ov

dh h(40,15 + At) — h(40,15 h(40,20) — h(40,15

I 4015 1 ) —h(40,15) _ h(40,20) — h(4015) _
ot At 5

oh h(40,15 — At) — h(40,15 h(40,10) — h(40,15

2 0169 0~ hUOLS) _RH0I0) - hH015)

0.6+0.8
——=

Los resultados anteriores significan que en mar abierto, si la altura
de las olas es de 25 pies, generada por la velocidad del viento a 40
nudos y por estar soplando a esta velocidad durante 15 horas,
entonces por cada 5 horas que aumente el tiempo y la velocidad
del viento se haya mantenido a 40 nudos, la altura de las olas
ascenderd 0.7 pies.

c. Utilizando la parte principal del polinomio de Taylor tenemos, si
a = (40,15), a + v = (43,17), v = (3,2), entonces,
h(a + v) = h(a) + T,(v) = h(a) + Vh(a) - v.

oh oh
h(40,37) ~ h(40,15) + (% (40,15),5(40,15)) . (3,2).
h(40,37) ~ 25 + (1,0.7) - (3,2) = 29.4.

ah(4015) 0.7
at - 0T "
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Tarea 5

Objetivos. Identificar los elementos matematicos y las relaciones de
continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad que configuran el
concepto de diferencial de un campo escalar, para establecer el nivel
de comprensiéon Inter y Trans del desarrollo del esquema de la
diferencial de una funcién en varias variables, por medio del andlisis
de las representaciones utilizadas al resolver el problema.

Tareas. 5. Dada la funcion, f(x) = {xzﬂ’z' (x.y) # (0.0)
0, (x,y) = (0,0).
a. Siz=(x,y) # (0,0), encuentre: z—i (2), g—i (2); aplicando teoremas
de diferenciacion.
b. Sia = (0,0), encuentre —(a) ai (a).

c¢. Dado el punto a = (0,0), el vector direcciéon v = (a, ) # (0,0), el
error cometido para aproximar Af (a) por medio de Vf(a) - v es
r(a,v) = fla+v) - f(a) = Vf(a)v.

Muestre en forma directa que f no es diferenciable en a,

a,v
analizando el valor lim r ).
[lvll=o0 v

d. Responda falso o verdadero y justifique, ; f es continua en el punto
a = (0,0)?

e. Responda falso o verdadero. La existencia de las derivadas
parciales de f en un punto, implica que f es diferenciable en este.

Items. 5.,5.a,5.b, 5.c, 5d, 5e.

Descriptores. La funcion f esta definida por secciones mediante una
expresion algebraica.

La derivada parcial en puntos donde f es continua puede calcularse
aplicando teoremas de diferenciacion.

Para calcular las derivadas parciales de f en (0,0) se deben aplicar las
definiciones de estas derivadas.
lim e
llvli—o vl

no es diferenciable en (0,0).

Se debe verificar que: es distinto de 0, para mostrar que f
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Para mostrar que f no es continua en (0,0) se debe verificar que no se

cumple la ecuacion, ” 1111%0 0 f(x,y) = £(0,0).

La tarea pretende determinar si el estudiante es capaz de establecer
que para funciones en varias variables la derivabilidad no implica la
continuidad.

Procedencia. Adaptacion del libro Curso andlise de Elon Lima, ejemplo
3, pagina 122.

Variables. Funcién en dos varias variables, continuidad de una funcién
en dos variables en un punto, definicién de derivada parcial de una
funciones de dos variables en un punto, teoremas de diferenciacion
parcial, definicién de diferencial.

Solucion plausible

a. Siz # (0,0), aplicamos teoremas de diferenciaciéon
2 2
2) (xy) xya(x +y%)

%Z _(x ry ox =y3—x2y
ox (x2 + y?2)? (x% +y?)?
a(xy) I(x*+y%)
2 2
Qi(z)—-(x Y)TG T Ty Ay
(xz + yz)z - (x2 n y2)2'

b. Si a =(0,0), aplicando la definiciéon de derivadas parciales y
teniendo en cuenta como estd definida la funcién, tenemos:

of _ . fO+h0)—f(00 . f(hO) _
ax 0 =% h “ImTh -
of fO0+hn)—f(00) . f(Oh)
5y 00 =1 h R .
¢. Reemplazando los valores del item 5.b, entonces,
r(a,v) f(a,B) - f(O 0)a f(O 0)B
li lim
i Tl @ loo o+ 52
ap

= lim —.
(@.8)~(0,0) (a2 + p2)3/2
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Si (a,B) — (0,0) por la trayectoria @ = 8 en el limite anterior se

. 1

tiene que, (lxl_I)I(l) oNeTh
lo tanto la funcién no es diferenciable en (0,0).

d. Falso. Porque para que la funcién sea continua en a = (0,0), debe

cumplir que

este limite no existe, luego es distinto de 0, por

f(x,y) = £(0,0).

Sin embargo, como f(0,0) = 0, el l)lrr(l0 0 f (x,y) no existe, porque

si (x,¥) = (0,0) por trayectorias dlstmtas los limites no coinciden;
por ejemplo, por la trayectoria x = y este limite es 1/2, y por la
trayectoria y = 0 el limite es 0.

e. Falso. Porque la funcion f de esta tarea es un contraejemplo, en el
item 5.b se mostré que en el punto a = (0,0) existen las derivadas
parciales respecto a x y respecto a y son iguales a 0; sin embargo,
en el item 5.c se mostré que la funcién no es diferenciable en a.

(x, Y) (0 0)

Tarea 6

Objetivos. Determinar cuéles elementos matematicos y relaciones
l6gicas que configuran los conceptos de derivada direccional, parcial
y diferenciabilidad establece el estudiante, para detallar el nivel de
comprensién Inter y Trans del desarrollo del esquema de la diferencial
de una funcién en varias variables, por medio del andlisis de las
representaciones de la solucién del problema.

Tareas. 6. Dada la funcién, g(x) = x2+y2' (%, y) # (0,0)
0, (x,y) = (0,0).

a. Muestre que la derivada direccional de g en (0,0) respecto al vector
direccion u = (a, b) # (0,0) es:

9'{(0,0); (a, b)} = D,,g(0,0) =

b. Muestre que Z—i (0,0) = Z—i (0,0) =0.

c. Responda falso o verdadero y justifique. La derivada direccional
de g en a = (0,0), en direcciéon u = (a, b) # (0,0), es lineal
respecto al vector direccion, es decir,

g (@u+v)=g(au)+g ).

ab?
a? + b%’
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d. Muestre que g no es diferenciable en a = (0,0).

e. Responda falso o verdadero y justifique: para cualquier vector u y
para cada a = (0,0), g'(a;u) = D,g(0,0) = Vg(0,0) - u.

f. Responda falso o verdadero y justifique. Si una funcién en varias
variables tiene derivada direccional en un punto segtn cualquier
vector direccion, entonces la funcién es diferenciable en el punto.

Items. 6., 6.a., 6.b., 6.c., 6.d., 6.¢e., 6.1.

Descriptores. La funcién esta expresada en forma algebraica, por
secciones.

Para encontrar la derivada direccional se debe utilizar la definicion.
Se debe calcular la derivada parcial utilizando su definicion.

Se debe utilizar el concepto de transformacién lineal y aplicarlo a la
derivada direccional.

La funcién g es continua en (0,0).

Procedencia. Adaptacion del libro Curso andlise de Elon Lima, ejemplo
3, pagina 122.

Variables. Funcion en varias variables definida por secciones, derivada
direccional, derivada parcial, transformaciéon lineal, limite de una
funcién en varias variables, gradiente de una funcién en un punto,
vector direccion, producto interior en R", funcién diferenciable en un
punto.

Solucion plausible

a. Porladefinicién de la funcién g y de derivada direccional, se tiene
que,

9((0,0) + h(a, b)) — g(0,0)

D, g(0,0) = }li_r)r(l)

h
h3ab? ,
2 2 b
— lim (ha)? + (hb) __a .
h—0 h a? + b2
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b. Aplicando la definicion de derivada parcial,

ag :
ax 00 =]}

dg .
@(0,0) = }ll_rg

C.

h0?
0,0) + h(1,0)) — g(0,0 h,0
9(00) +r(10)-9O0O) _ . 90 . 7507
0 h h-0 h h—0
=0.

0h?
0,0) + h(0,1)) — g(0,0 0,h
g((00) +h(01) = g0 _ . gON) _ TF1P

h h—-0 h—-0

=0.
Es falso, la derivada direccional de g en a = (0,0), no es lineal en
el vector direcciéon, por ejemplo para los vectores direccionales,
u=(10) y ©v=(01), entonces, g'(a,u+v)= %, mientras
que, g'(a,u) + g'(a,v) = 0.
La funcién g no es diferenciable en a = (0,0), porque, si v = («a, )
y como Vg(0,0) = (Z—i (0,0),3—‘;]’(0,0)) = (0,0), g(0,0) = 0, entonces

reemplazando,

im _r(a,v)= lim —g(a,ﬁ) = im —aﬁz
Ivli~o ||v|| (@p)=(00) [aq2 + g2 (@p)=(00) (a2 + p2)3/2

Este limite no existe, porque si (a, ) — (0,0), por la trayectorias
a =p y por B =0, estos limites son distintos, como se muestra
= 0.

respectivamente, lim =L Jim—%
Es falso que, D,g(0,0) =Vg(0,0) - u. Porque en 6.a, si u # (0,0),

2
D,g(0,0) = agibz # 0 y por la parte 6.b, Vg(0,0) - u = 0.
Es falsa la proposicion, la funcién g es un contraejemplo, en los
items 6.a. y 6.b. g tiene derivada direccional en (0,0) en cualquier

direcciéon y en el item 6.d se mostré que no es diferenciable.

Tarea 7

Objetivos. Identificar las relaciones logicas entre los elementos
matemadticos que configuran el concepto diferencial de un campo
escalar que logra establecer el estudiante, para caracterizar el nivel
Inter del desarrollo del esquema de la diferencial de una funcién en
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varias variables, por medio del analisis de las representaciones de las
soluciones de la situacién problema.

Tareas. 7. La ecuacion de una superficie de una montafia es
z = 1200 — 3x? — 2y?, donde la distancia se mide en metros, el eje x
apunta hacia el este y el eje y hacia el norte. Un montafista se
encuentra en el punto (—10,5,850).

a. ;Cudl es la direccién de la ladera con més pendiente a partir de la
posicién en que se encuentra el montafiista?

b. Si el montafista se desplaza en direccion este, ;desciende o
asciende y segin, a qué tasa?

c. Si el montafiista se desplaza en direccion suroeste ;desciende o
asciende y segin, a qué tasa?

d. ;En qué direccién recorre una trayectoria a nivel?

Items.7.,7.a.,7.b., 7.c., 7.d.

Descriptores. Se da la expresion algebraica de f cuya superficie
representa una montana.

Se da un punto particular de la superficie.

El ejercicio induce a calcular el gradiente de la funcién en el punto y
dar una interpretacion geométrica de este concepto.

Se debe calcular la derivada direccional en el punto (—10,5) segtin los
vectores (1,0), (—1,—1) que representan las direcciones de
desplazamiento y ademas cuando esta derivada es 0.

Procedencia. Adaptacion del libro de Louis Leithold, 1985, del ejercicio,
38, seccion 12.6, pagina 984.

Variables. Derivada direccional, gradiente de una funcién en un punto,
vector direccion, producto punto, curva de nivel.

Solucion plausible

a. Ladireccion de la ladera con mas pendiente, a partir de la posicion
del montafiista, es la que indica el vector gradiente de la superficie
de la montana evaluado en el punto.
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0 0
V7 (09) = (5 () 5 () = (65,49,

Vf(—-10,5) = (60,—20).
Normalizando este vector,

Vi(x,y) (60,—20) <3m —\/1_0>
u = = = , .
IV /602 + (—20)2 10’ 10
b. Al desplazarse el montanista en direccion este, el vector u = (1,0),
indica el desplazamiento, y la tasa a que se desplaza est4 dada por
la derivada direccional de la funciéon f en la direccion de u
evaluada en el punto en que se encuentra, que es igual a la

derivada parcial de f respecto a x, Z—£ (=10,5) = 60.
Significa que por cada unidad que el montafiista se desplace en la
direccidn este, asciende 60 unidades.

c. Si el montafista se desplaza al suroeste, el vector unitario que
indica esta direccion es u = (—1,—1) vy la tasa a que se desplaza
estd dada por la derivada direccional de la funcién f en la
direccién de u evaluada en el punto en que se encuentra. Como la
funcién es diferenciable, se puede aplicar la siguiente férmula,

D,f(~10,5) = Vf(—=10,5) - u = (60,—20) - <T\/§Tﬁ> = —20V2.
Significa que el montafista, por cada unidad que se desplace en la
direccién suroeste, desciende 20v/2 unidades.

d. Para calcular la direccién, dada por el vector unitario u, en que el
montafiista recorre una trayectoria de nivel, significa que la
derivada direccional evaluada en el punto es 0, es decir:

Dyf(=10,5) = Vf(=10,5) - (v1,v;) = (60, —20) - (v1, ;)
= 60v; — 20v, = 0.

El vector esta dado por la forma, v = (v4,3v;) que al normalizar

. v V10 3v10
este vector se obtiene, u=-—=(—,—).
[lv|l 10 10

Tarea 8

Objetivos. Identificar cudles elementos matematicos y relaciones entre
estos del concepto de diferencial de un campo escalar logra establecer
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el estudiante, para caracterizar el nivel Inter del desarrollo del
esquema de la diferencial de una funcién en varias variables, por
medio del estudio de las representaciones de la solucién del problema.

Tareas. 8. Dado el campo escalar diferenciable f(x,y) = x? + y?, el
punto a = (x9,Y9) y el vector v = (Ax,Ay). Demuestre que f es
diferenciable en a y determine cuél es la diferencial del campo escalar
f en a y dé una interpretaciéon geométrica.

Ttems. 8.

Descriptores. La funcion es de dos variables y se representa en forma
algebraica.

Se da un punto arbitrario y un vector arbitrario.

Se debe expresar la definicion de campo escalar diferenciable en un
punto y hacer una representacién grafica de esta.

Procedencia. Adaptacion del investigador al ejemplo 4, secciéon 1.3
pagina 927 del texto del Cdlculo varias variables de Thomas, Finney y
Weir, 1999.

Variables. Campo escalar de dos variables, diferencial de un campo
escalar en un punto arbitrario.

Solucion plausible. Para demostrar que f es diferenciable, calculamos:

r(a,v) = Af(a) = Vf(a) v = f(xq + Ax,y0 + Ay) — [ (x0,¥0) — VS (x0,Y0) *
(Ax, Ay).

r(a,v) = xo?+2xoAx + (Ax)2+y%+2y,Ay + (Ay)?-xo2-yo2-2x0Ax —
2x9Ay

r(a,v) = (Ax)? + (Ay)?

r(av) _ . (Ax)%+(Ay)?

Iwli~0 vl (axAy)—(0,0)  (Ax)Z+(Ay)?
diferenciable en (0,0).

Evaluando, =0, entonces f es

La diferencial de f estd dada por la transformacion lineal,

T,:R? > R
v T,(v) =Vf(a) - v.

Sia = (xo,¥0) y v = (Ax, Ay), entonces,
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0 9]

Tu(v) = (é (0,705 (xo,yo>> (0 4)
0 9]

= % (0, ¥0)Ax + % (0, ¥0)Ay.

Geométricamente significa que en vecindades de (x,, y,) la superficie
f(x,¥) = x* + y? se puede aproximar por el plano tangente dado por,

z = f(x0,¥0) + Vf(x0,¥0) * (X — X0, Y — Yo)-
Tarea 9

Objetivos. Identificar cuales relaciones entre los elementos
matematicos que configuran el concepto de diferencial de un campo
vectorial logra establecer el estudiante, para caracterizar el nivel de
comprension Trans del desarrollo del esquema de la diferencial de una
funcién en varias variables, por medio del estudio de las
representaciones de la solucion del problema.

Tareas. 9. Dado el campo vectorial,
fx,y,2) = (x* +y* + z%,x* —yz + 2%, xyz).

a. Sia=(0,1,2)yu=(023), encontrar la derivada direccional de f
en el punto a en direccién del vector u.
b. Muestre que f es diferenciable en a.

Items. 9. 9.a., 9.b.

Descriptores. Representacion del campo vectorial, compuesto por tres
campos escalares expresados en forma algebraica.

Se pide calcular la diferencial del campo vectorial en un punto
particular del dominio y segtn el vector direccion especifico de R3.

Se debe establecer la relacion entre la diferencial del campo vectorial
en un punto y la derivada direccional.

Se pide mostrar que el campo es diferenciable utilizando la definicién
o teoremas que establecen relaciones entre diferenciabilidad y
derivabilidad.

Procedencia. Adaptacion del ejercicio 39.L, de la seccion 39 péagina 358
del texto The Elements of Real Analysis de Robert Bartle, 1979.
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Variables. Campo vectorial, derivada direccional de un campo
vectorial, diferencial de un campo vectorial en un punto en la
direccién de un vector, diferenciabilidad implica derivabilidad.

Solucion plausible

a. La derivada direccional del campo vectorial f en el punto
a = (x,y,z) en direcciéon del vector u = (uy, u,,u3) estd dada por:

df1 0f1 0f1
@ 5@ FI@)
oty 2 0 (i
Dyf(a) = a_xl(a) E(a) E(a) | Us
Uz
0fs 0f3 0f3
ka_xl (a) a (a) E (a)
2x 2y 2z Uyq
D,f(a) = <2x -z —-y+ 22) <u2>,
yzZ xz Xy Us

asi,

0 2

4\ /0 16
Do,2,3(0,1,2) = (0 -2 3) (2) ( 5 )
2 0 0/1\3 0

. f es diferenciable en a porque cada uno de los campos escalares
componentes de f: f;(x,y,2z) = x* + y? + z2,

f2(x,y,2) =x* —yz+ 2%, f3 = (x,¥,2) = xyz, son polinomios en
las variables, x,y, z; los cuales son diferenciales en cada punto de
su dominio.

Otra forma equivalente para mostrar que f es diferenciable en a es,
como cada una de las derivadas parciales del campo vectorial,

fl-,j(x) = %(x), i=123; j=123son continuas en x =a,
J

entonces f es diferenciable en a.

Tarea 10

Objetivos. Registrar procesos de generalizacion y sintesis que realizan
los estudiantes para caracterizar el nivel de comprensién Trans del
desarrollo del esquema de diferencial de una funcién en varias
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variables, por medio del analisis de las formas de representar y
argumentar las soluciones a la situacién problema.

Tareas. 10. Sean f una funcién diferenciable definida sobre un
subconjunto A abierto de R" en R™ y a un punto de 4,

ftASR" > R™ talquex » y = f(x).

Determine la expresion de la diferencial Df (a): R" —» R™, tal que
u v v =Df(a) u= f'(a;u) para los siguientes casos:
an=1m=1. bbn=1m>1. ecn>1m=1. dn>1m>1.
[tems. 10.,10.a., 10.b., 10.c., 10.d.

Descriptores. No se da una expresion o férmula de la funcién.

Se da una representacion algebraica de una funcién arbitraria
diferenciable y de la diferencial de la funcion como una
transformacién lineal.

Se da un dominio arbitrario de la funcién en R" y un punto arbitrario
del dominio.

Se dan valores particulares de la dimensién del dominio y codominio
de la funcién.

Se pide la expresion que representa la diferencial de una funcién real
de variable real, funcién vectorial de variable real, campos escalares
y campos vectoriales.

Procedencia. Adaptacion del ejemplo 39.8 seccion 39 del texto The
Elements of Real Analysis de Robert Bartle, 1979.

Variables. Diferencial de una funcién en varias variables: funcion real
de variable real, funcién vectorial de variable real, campos escalares
y campos vectoriales.
Solucion plausible
a. Sin=1m=1,Df(a)(w) = f(a)u = g(a)u.
b. Sin=1m>1, Df(a)(w) = (fl’(a),---,fm’(a))u =

(fr'@u, -, fn' (@w).

c. Sin>1,m =1, entonces,

203



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

d d
DF(@)(w) = V(@) u = (% (a),---,%m)) Qg )

o, o,
(e @ = 5@\
p@ws=| oo " |(s>.
Uy o gy |\

2%, E
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RECOLECCION Y ANALISIS DE LA INFORMACION

Teniendo como referencia la descomposicion genética preliminar, la
solucion plausible del cuestionario, las soluciones individuales de
cada tarea presentada por los estudiantes al resolver el cuestionario,
se llevo a cabo una primera etapa de analisis de esta informacién, que
dio como resultado la codificacion de las diferentes categorias para
cada tarea y de estas categorias se estableci6 cuales mostraron los
estudiantes (Tabla 13).

La segunda etapa de andlisis consisti6 en determinar las
relaciones entre los elementos matematicos en la solucién plausible
del cuestionario, segtin la DG preliminar y las categorias identificadas
en la fase anterior. Este analisis se realiz6 con el software Atlas.ti7,
segin la codificacion y el significado de cada categoria y la
identificacion de estas en la solucién del cuestionario. De este analisis
se generd una red semdantica para cada tarea (Figura 47 a Figura 56) y
una red semdntica general (Figura 57).

En la tercera etapa se analizaron las entrevistas
semiestructuradas que se hicieron a los estudiantes y se elabor6é un
resumen general de las categorias mostradas por los estudiantes en las
entrevistas (Tabla. 14). Posteriormente se triangul6 la informacién
entre la DG preliminar, las categorias segtin la red semantica de la
solucion plausible de cada tarea, la solucién del cuestionario por cada
estudiante y el andlisis de la entrevista.

La cuarta etapa del andlisis consisti6é en agrupar las categorias
y establecer niveles y subniveles de comprensién del desarrollo del
esquema de la diferencial de una funcién en varias variables desde el
punto de vista de la teoria APOE, a través de la descripcion de las
estructuras mentales y los mecanismos mentales utilizados para su
construccion, a fin de generar los resultados de los niveles de
comprensiéon que demostraron los estudiantes. Esta etapa permiti6
validar y refinar la DG preliminar.

205



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

Primera etapa: identificar categorias del cuestionario
definitivo

En esta seccion se exponen las categorias y subcategorias que
emergieron del analisis de las soluciones presentadas por los
estudiantes. El significado de las subcategorias se estableci6 de
acuerdo con los elementos matemaéticos, el objetivo, los descriptores,
las variables y las respuestas dadas por los estudiantes, segin el
cuestionario definitivo. Esto permite describir las relaciones entre los
elementos matematicos para caracterizar los niveles de comprension
de la DIFVV.

En la Tabla 13, para cada tarea se anotan, en la primera
columna, los items, en la segunda, la categoria, los codigos y el
significado de la subcategoria. Los cédigos son de la forma Tmn,
donde T es tarea, m, el item y n el consecutivo. Por ejemplo, el c6digo
T1ac3, corresponde al item 1.a. de la Tarea 1, Categoria 3.

ftem Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

T1acl. Representar la gréafica de una funcién f y la recta
tangente a f en el punto (a, f(a)).

T1ac2. Identificar en la gréfica el incremento de la variable
l.a. | independiente h, el incremento de la variable dependiente,
Af(a) y la diferencial de f en a, df (a, h).

T1ac3. Polinomio de Taylor, relacionar en la grafica y en
forma algebraica los elementos: Af (a), df (a, h), y |h|E(a, h).

T1bcl. Demostrar en forma directa que f es diferenciable en
el punto a.

T1bc2. Demostrar en forma indirecta que f es diferenciable

1.b.
en un punto a.

T1bc3. Diferencial de f en el punto a como la transformacién
lineal de Ren R, T,(h) = f'(a)h.
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

1l.c.

Tlccl. Aplicacion. Resuelva wuna situaciéon problema
aplicando la DIFR, identificando y relacionando los
elementos matematicos que la configuran en la parte
principal del polinomio de Taylor: f(a + h) = f(a) + f'(a)h.

2.a.

T2acl. Representacion algebraica de la diferencial de la
funcion g, vectorial en R® de variable real, en el punto t,
como:

Dg(ty) = (g1'(to), 92" (t0), 93'(tp)), si cada una de las
derivadas de las funciones reales de variable real,
g1’ (to), g2’ (to), gs'(ty), existen y no son todas cero.

T2ac2. Espacio tangente a C,,
g(ty) = (91'@0),gzl(to);g3'(to)) € R3.

2.b.

T2bc1. Representacion algebraica del espacio tangente, C,, a
una funcién vectorial, (definida sobre un subconjunto de R,
en R3, en el punto g(¢,)) calculando la diferencial de g en el
punto y realizando las operaciones correspondientes.

3.a.

T3acl. Representacion grafica e interpretacion geométrica de
la derivada parcial de un campo escalar respecto a la variable
x, definido de R? en R.

3.b.

T3bcl. Representacion grafica e interpretacion geométrica de
la derivada parcial de un campo escalar respecto a la variable
y, definido de R? a R.

T4acl. Evaluacion e interpretaciéon de un campo escalar de
dos variables independientes, representado en forma tabular
con datos provenientes de un fenémeno fisico.

4.b.

T4bcl. Derivada parcial del campo escalar h = h(v,t),
respecto a las variables v y t, en un punto arbitrario (v, ty) e
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

interpretacion como el limite de la razén media al variar
solamente una variable y la otra permanecer constante.

T4bc2. Derivada parcial de un campo escalar de dos variables
representado en forma tabular como un valor aproximado de
la razén media al variar solamente una variable y la otra
permanecer constante.

T4ccl. Aplicacion de la diferencial de un campo escalar para
aproximar el valor de este campo, h = h(v, t), en un punto no
registrado en la tabla de valores, utilizando la parte principal
del polinomio de Taylor de orden 1, e interpretacién de este
resultado segtin la situaciéon planteada.

5.a.

T5acl. Teoremas de diferenciacion para calcular derivadas
parciales del campo escalar f en puntos donde este es
continuo.

5.b.

T5bcl. Derivada parcial del campo escalar f respecto a cada
variable en un punto como el limite del cociente incremental,
of f(a+he) — f(a)

ox, (@ = im n

5.c.

T5cc1. Condicién directa para establecer diferenciabilidad de
una funcién f en un punto a, verificando que se cumpla,

riav) flat+v)—fl@-Vf@-v_,

1m =
Ivli-o ||v]| vl

5.d.

T5dcl. Continuidad de un campo escalar en un punto,

lizand li ,Y) = ,b).
analizando que(x,y)l_r)r(la’b) f(x,y) =f(a,b)

5.e.

Tbecl. Justificar que un campo escalar no es diferenciable en
un punto, argumentando alguna de las siguientes razones:

No cumplir las hipétesis del teorema de la condicion
suficiente de diferenciabilidad: la existencia de las derivadas
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

parciales en un entorno del punto y la continuidad de estas
en el punto.

Funciones que aunque poseen derivadas parciales en un
punto, no son continuas en el punto, por lo tanto no son
diferenciables. Ilustrar con el contraejemplo que se analiz6 en
esta tarea, el cual posee derivadas parciales en el punto pero
no es continua en él y, por tanto, no diferenciable.

Funcién de varias variables que posee derivada direccional
en un punto segiin cualquier vector direccion y sin embargo
no es diferenciable en el punto.

6.a.

Téacl. Derivada direccional de la funcién g en el punto (0,0)
en direccion del vector u = (a, b) como el limite del cociente
incremental,

9((0,0) + h(a, b)) — g(0,0)
h

9'((0,0), (a b)) = lim

6.b.

Tébcl. Derivada parcial como un caso particular de derivada
direccional de una funcién en un punto, cuando el vector
direccién es uno de la base canénica de, R?

20,0 = g'((00),(1,0) y 5200 = g'((0,0),(0,1).

6.c.

Té6ccl. No linealidad de la derivada direccional de g en a
respecto al vector direccion mostrando que, g'(a;u +v) #
g'(a;u) + g'(a; v). Este resultado se tiene porque g no es
diferenciable en (0,0).

6.d.

Tédcl. Condicion directa para establecer la diferenciabilidad
de la funcién en un punto,

r(a,v) i Af(a)—Vf(a)'V= 0

im = lim
Iwlii~o |lv|l ~ Iwli=o vl

6.e.

Tbecl. Verificar que el reciproco del siguiente teorema no se
cumple: si una funcién f es diferenciable en un punto gq,
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

entonces la derivada direccional de f en a en direccion del
vector u es igual al producto punto del vector gradiente de f
evaluado en a con el vector direccion u.

6.f.

T6ecl. Caracterizacion de funciones de varias variables que
la derivabilidad en un punto no implica diferenciabilidad en
este. El criterio directo para que f sea diferenciable en a es
que debe existir una transformaciéon lineal T, tal que
fla+v)=f(a) +T,(wv) + |[vllr(a,v) y ademds que

r(av) _
llvli—o vl

7.a.

T7acl. Calculo e interpretaciéon del vector gradiente de un
campo escalar en un punto.

7.b.

T7bcl. Interpretacion de la derivada parcial de una funcién
z = f(x,y) respecto a una variable en un punto en una
situacion problema.

7.C.

T7ccl. Célculo e interpretacion de la derivada direccional de
una funcién en un punto respecto a un vector direccién, en
una situacion problema.

7.d.

T7dcl. Significado del valor nulo de la derivada direccional y
su aplicacion para determinar direcciones para recorrer
trayectoria de nivel, segtin la situacién problema.

8.a.

T8acl. Condicién directa para establecer la diferenciabilidad

de un campo escalar en un punto, calculando el residuo
r(av) _

r(a,v) = Af(a) — Vf(a) - v y verificando que ||h||mo ™
v||-

8.b.

T8bcl. La diferencial de un campo escalar f en el punto a
como la existencia de la transformacién lineal definida de
R™ en R por la expresion T, (v) = Vf(a) - v.
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ftem

Categoria y subcategorias que emergen de las tareas

8.c.

T8ccl. Existencia del plano tangente a la grafica de un campo
escalar en un punto como la interpretacion geométrica de la
diferencial de f en el punto a y como la posibilidad de
linealizar f en puntos cercanos de a.

9.a.

T9acl. Célculo de la diferencial de un campo vectorial f en
un punto a, como la derivada direccional de f en a en
direccién del vector u que es igual al producto de la matriz
jacobiana de f en el punto a, Jf(a), con el vector u.
Algebraicamente se representa como,

Duf(a) = f'(a; ) =Jf(a)'u:aa(€c’,—];:§) u

9.b.

T9bcl. Condicién directa para establecer la diferenciabilidad
de un campo vectorial en un punto,

r(a,u) . Af(a) = Dyf(a) - u
im = 1
lull-0 ||ul| llull-0 (||
A(@) = Jf(@)-u _

" ul~0 llull

10.

T10acl. La diferencial de una funcién f en varias variables,
definida en un abierto como la transformacion lineal entre los
espacios donde se define la funcién, para los siguientes casos:
funcidon real de variable real, funcién vectorial de variable
real, campo escalar y campo vectorial.

Tabla 13. Categoria y subcategorias que emergen de las tareas. Fuente: el autor.

En la Tabla. 14 se presenta el resumen de las subcategorias

mostradas por el grupo de estudiantes, luego del analisis individual
de cada cuestionario. En esta tabla, en la primera columna se
encuentra el cédigo de la categoria, y en las siguientes columnas, los
estudiantes que se han identificado con el seudénimo En, donde n va
desde 1 hasta 9 y en cada celda de la tabla aparece la letra S, para
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indicar que el estudiante mostré la categoria correspondiente, o la
letra N para el caso contrario.

Categoria Estudiantes

Codigo E1|E2 | E3|E4|E5|E6|E7|E8|E9
Tlacl S|S|S|S|[S|S|IN|N|S

Tlac2 S|S|[S|S|N|N|N|N|N
Tlac3 S|IS|S|S|[N|N|N|S|S

T1bcl N|IN|S|IN|S|N|N|N|N
T1bc2 S|IS|IN|IN|N|N|N|N|N
T1bc3 N|S|N|IN|N|N|N|N|N
Tlccl S|S|S|S|[S|IN|S|S]|S

T2acl SIN|[S|S|S|N|N|N|N
T2ac2 SIN|S|S|N|[N|N|N|N
T2bcl SIN|S|S|IN|[N|N|N|N
T3acl S|S|S|S|S|S|S|N|N
T3bc2 S|S|S|S|S|S|S|N|N
T4acl S|S|S|S|[S|S|S|S]|S

T4bcl S|S|S|S|N|S|N|N|N
T4bc2 SIN|S|IN|N|N|N|N|N
T4ccl S|S|S|S[S|S|S|S]|S

T5acl S|IS|S|S|S|IN|S|N|N
T5bcl S|S|S|S|S|S|S|N|N
T5ccl S|S|S|S|S|IN|S|N|N
T5dcl S|IS|S|S|[S|IN|N|S|S

T5ecl S|S|[S|S|S|S|S |N|N

Téacl S|S|S|S|N|N|N|N|N

Tébcl S|S|S|S|N|S|S |N|N

Téccl SISIN|S|N|N|N |N|N
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Categoria Estudiantes
Codigo E4 | E5 | E6
Té6dcl
Téecl
To6fcl
T7acl
T7bcl
T7ccl
T7dcl
T8acl
T8bcl
T8ccl
T9acl
T9bcl
T10acl S| S SIN|N|N|N|N

Tabla. 14 Categorias mostradas por los estudiantes al resolver las tareas del
cuestionario

™
[Sy
ap!
N
™
N
m
o]
™
©

wlm|Z v v vk |nv v v v v
n v |2 n v v ln|nln|n ;v |n
2121212222 |w|vn|nnmn
ZIZ21Z2222 v |wnn|Z2 12|12
212122222 Y |w|Z2 12|12
21212222 |v|w|vw|Z2 12|12
2222222121212 1212
ZC 2222221212122

Z1Z1Z21Z21ZzZnn|zw|zzw |3

Segunda etapa: relaciones entre los elementos matemdticos

A continuacion se presenta el resultado del anélisis de las relaciones
entre los objetos matematicos que configuran los conceptos en cada
tarea de la solucion plausible del cuestionario segin la DG y las
categorias identificadas en la seccién anterior y se representan en
forma gréfica a través de redes semanticas.

Para la Tarea 1, la red semantica se expone en la Figura 47,
donde se puede apreciar que la categoria T1acl establece relaciones
entre el objeto matematico funcion real de variable real, FR, con la
diferencial de una funcion real de variable real DIFR, a través de
pendiente de la recta tangente a la funcién en un punto. Las demas
categorias de esta tarea muestran la relacion directa entre otros
elementos con el objeto DIFR. Para cada categoria se encuentran
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referenciados los segmentos de texto de la solucién plausible del

cuestionario.

% DIFR: Diferencial de funcion real
Difa)R->R {6-11)

(R dfoRR ato= i

Esta asociade con

st asociado con

Esta adciado con

[ié Tleel (94}~

Resuelve una situacion problema
aplicando la diferencial

4

:
[58) L. Seafl) = x1=3; f
B

G thcones Bspaede  fsthasidocon s p1)-
P =R->| e
- — Determina la diferencial de f en el
Funcion real de variable real, n=1, punto a como (a aplicacion lineal
m=1 1
Esta asodado con [5:7) La diferencial de fen a
esta.
[ié Tlact {10-1)~
Representa graficamente la funcidn y
la recta tangente [%
Tibe2 {11-1}~
[ﬁ Tlac2 {12-1}~ (}’éﬁ Tlac3 {111}~ |% Tibct {4-1)~ Muestra en forma indirecta que fes
Tlac?2. ldentifica en la grdfica el Relaciona, segin el polinomio de Muestra en forma directa que fes diferenciableeng = 1
incremento  delta fia):la diferencial Taylor, en la gréfica detta fia), dffa; diferenciableen =1, A
de fen a, dffe; i) h) e identica |hlE(a; by T ]
) { [5:6] 0 en forma indirecta,
; { § para una..
\A \J
[5:3] El incremento de la [5:4] El error, [h|E(a; h) = 7f [5:5] 1b. Directamente, f es
g funci'on f. [ (@ - difere.,

Figura 47. Red semantica de la Tarea 1. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Para la Tarea 2, la red seméntica de la Figura 48 muestra las relaciones
que establecen las categorias de esta tarea entre los siguientes
elementos: funcion real FR, funcién vectorial de variable real FVR;
cada FVR esta compuesta por m funciones reales FR; la diferencial de
una funcién vectorial de variable real DIFVR se relaciona con la DIFR,
porque la transformaciéon lineal DIFVR aplicada a una real esta

compuesta por m DIFR.
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¥ DIFVR: Diferencial funcion
vectorial real Df(a):R->R*m {6-
6~

l Dfia)u)=(.1 (a)._mia)u

|ié T2acl (92}~

Identifica y encuentra una expresion
algebraica para la diferencial de la
funcién g, vectorial en R3 de variable

real, en el punto t0

E [5:9] 2.a. Como: g(t0) = (g1
(t0); g2..

fgé FR. f:AC=R->R{0-6)~

Es parte y‘{ W arte de
|"S"é1 e \[x‘éi 222 (9-4)~
‘ﬁ DIFR: Diferencial de funcion real Realiza operaciones entre escalares y
Df(a):R->R {6-12)~ Dada una funcién vectorial en R3; vectores para encontrar una expresion
l 7R iR R, A= (o definida sobre un subconjunto del espacio tangente a Cg en el punto
g(t))
&1 FV. A C= R>RAm {13}~
is assdqated with 5 propipdad de {Fun;ién vectorial de variable real, n=1,
m>
X E [5:10] At0 (t) = g(t0) + Dg
y/e' Ly (o)t - t..
N

m=1

Funcion real de variable real n=1,

E [5:11] 2.b. Seg’un la la parte
2. %

Figura 48. Red semédntica de la Tarea 2. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor-

Para la Tarea 3, la red semantica de la Figura 49 muestra relaciones
que establecen las categorias entre los elementos derivada parcial DP;
cuando estos objetos existen y son continuos en un punto forman parte

de la diferencial de un campo escalar DICE, la cual es una propiedad
de algunos campos escalares CE.

[@ T3acl {14-1}~

Encuentra ia expresion algebraica de
la derivada parcial respecto a

3

v

[ [5:15] 3.a. La siguiente gra?

ca, izq..

)

Y& CE. fAC=:R "n->R {3-7)}~

Funcidn real de variable vectorial,
campo escalar, n>1, m=1

L
Esta asodiado con

A

<55 DICE: Diferencial de un campo
escalar Df(a):R*“n-=R {10-13}~

Dffa)(u)=Gradiente fia)u

.
Es pafte de

% DP: Derivada parcial {0-11}~

LD_ ufia), si u=e_i

EWn

|% T3bcl {12-1}~

Encuentra la expresidon algebraica de
lag derivada parcial respecto a

h

4

[5:14] 3.b. La siguiente gra?
ca, izq..

Figura 49. Red semantica de la Tarea 3. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Respecto a la Tarea 4, la red seméntica de la Figura 50 muestra las
relaciones que establecen las categorias emergentes del cuestionario
entre los elementos campo escalar CE, representado en forma tabular
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de datos provenientes de una situacién problema; se aproxima el
objeto derivada parcial DP en puntos del CE por diferencias finitas y
como el CE es diferenciable, se encuentra la diferencial DICE. Estos
elementos se relacionan en la parte principal del polinomio de Taylor
de grado 1, lo que permite encontrar mejores aproximaciones de
valores del CE en puntos no registrados en la tabla.

4% DICE: Diferencial de un campo |
escalar Dffa}RAN->R {1013}

Esta asociado con

Dffa)(u)=Gradiente flahu J% CE. fAC=R*n->R{3-T}~
Funcion real de variable vectorial,
Es parte campo escalar, n>1, m=1
EQWM
VI ? Tdbcl {4-2)~
[}’éDP. Derivada parcial {0-11}~ Esté asociado con % i 8 Thect (6-3)~
SO " | Encuentra expresiones algebraica T T e, g
LD_uﬂs,{ siu=e i Encu tm.J',rdsm.n i“" ’_“‘, G Aproxima el valor del campo escalar
para definir la derivada parcial en un punto 1o regstrado en Fsta asodiado con
! T
s calfsa de y \A
E [5:17] 4b. Aproximamos las E [5:18] 4.c. Utilizando la parte
derivadas.. b
....... v
I;’éi T4b2 (82)~ e 8 Tdact (72~
Es parte de o x R
Aproxima por diferencias finitas los |e— Encuentra e interpreta ef valor de un
derivadas parciles de un campo campo escalar de dos variables
escalar de dos variables representado A

Al
[5:16] 4. h(40; 15) = 25,

igni’ca ..

Figura 50. Red semantica de la Tarea 4. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Respecto a la Tarea 5, la red semantica representada en la Figura 51
indica relaciones entre elementos matematicos de la siguiente forma:
calcular las derivadas parciales DP, utilizando teoremas de
diferenciacién en puntos donde el campo escalar CE es continuo, de
acuerdo con la categoria Tbacl, o utilizando la definicién, en caso
contrario, categoria Tb5bcl; determinar si el campo escalar CE es
diferenciable DICE, aplicando el criterio del limite de acuerdo con
T5cc1; verificar si un CE es continuo utilizando el teorema que sostiene
que diferenciabilidad implica continuidad TFDI-TDICO, de acuerdo
con Tbhdcl; justificar que un campo escalar no es diferenciable en un
punto, utilizando el teorema que afirma que diferenciabilidad implica
la existencia de las derivadas parciales TFDI-TDIDP, segtn Tbecl.
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% DICE: Diferencial de un campo )
escalar Df(a):R*n->R {10-15}~

CE. fAC=:R*n->R (3-8}~ fia) adie s causa de
& {3-8} D {a)(u)=Gradiente figlu »Ju\.r%“m_mmp -

Funcion reat de variable vectorial,
campo escalar, n>1, m=1 s parte £s cau
Es proplkdad de Es callsa de

% DP: Derivada parcial (0-12}~ |¥'é3 T5ccl {7-1)~
Establece la diferenciabilidad de una

Es(a asociado con

Corolario, Diferenciabilidad implica la
exitencia de las dervadas parciales. El
reciproco no se cumple

Esta asoIado con

[23:1 Tsecl {7-2)~

D_ufig) siu=e.i Es chysa de

funcién en un punto a en forma
T |3?é TFDI-TDICO {2-3}~

T5ecl, Justifica que un campo escalar

no es diferenciable en un punto
Teorema, diferenciabilidad implica
continuidad

521 c Tos A
valores de.. E [5:23] e. Falso. Porque la
usa de funci‘'on f..
Ii’éi Tsac {81}~ |¥é TSbl (81}~

féﬁ T5dct {7-2)~

Esta asocedocon  Esta ashgiado con y

Aplica teoremas de diferenciacion para
calcular derivadas parciales

Calcula derivadas parciale

ur,umentu que la funcion no es
continua en (0,0); analizando el lim_
(xy)->(0.0)fixy)

E [5:22] d. Falso. Porque para
quelaf.

Figura 51. Red semantica de la Tarea 5. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Respecto a la Tarea 6, la red semantica de la Figura 52 describe lo
siguiente: por T6acl, encuentra la DD del CE en un punto; por Tébcl
se halla la DP del CE en un punto como caso particular de la DD
cuando los vectores direccion son los de la base candnica de R?; segin
Téccl se prueba que la DD en el punto (0,0) no es lineal respecto al
vector direccion, que es alternativa para inferir la no diferenciabilidad
en (0,0) del CE; otra alternativa es, segtin Tédcl, establecer que el
limite entre el resto sobre la norma del vector direccién no es cero; y
por Téecl se prueba que el reciproco del teorema no se cumple: si un
CE es diferenciable en un punto, entonces la derivada direccional del
CE en el punto segiin cualquier vector direccién es igual al producto
punto entre el gradiente del CE evaluado en el punto con el vector
direcciéon TFDI-TDIDD; y por T6fc1 se establece que la existencia de la
derivada direccional en un punto segtin cualquier vector direccién no

es condicion suficiente para que el CE sea diferenciable en el punto
DICE.
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(5291, Esfalsala

escalar DfialRAn->R {10-15)

% DICE: Difrencil deun campo |

[5:27) d. La funci‘on g no es
diferen.,

proposici‘on, |
- - Dfio)u)=Gradiente flohu 1
t"'/ N Es cafsade i :
~~~~~ 1
ﬁér&fa{s-zp ] N | WT6dc1 8-
SG s e 5 causa de %TPDI-TDIDD i ik Aplica o condicion directa para
unefncon fen i Dieencabildad en un punto implica establecr 5 o uncin s diferencioble
% Thecl (84}~ I evistencia de as derivadas
s causa de direccionales sequn cualquier vector Fowarte de
Establece que es falsa la proposicion / direcciony 0. ufo)=Dfiohu El [%CE. FAC= Rin->R (39
argumentando que por el resultado reciproco no se cumple :
Tecd g (004 0= D.g00=09 | X T Funcid realdevariabe vectoria,
(ehu = 0 que contradice e resultado o, * campo escalar n>J, m=1
kdetutarea Thacl. Ty o —
[ [_.728]0e. also, que Dug(0; 0) ] £ propdd de
4 Toec 4]+ i
Prueba, que o derivada direccional de b brooledad d  Dervada diracional ).
pledad de |} DD: Derivada direccional {2-8)~ sy \ Deri ial (012}
gen(0:0) no depende inealmente del [ : & = st ciado con %%DP.DenvadapamI(MZl
vgcror dveccién msrra.ndo que (0.4l =1 D.uf) siv=e |
cluckd u);g{a, i fté asoTadocon W Esté asociager¥on
i [?émacl ™ [?éma{s-zp
Liig]d;fm' la derivada o Ei O kG ‘Uti{iza ¢l conce,?to e derivads parcial
&n (00) en direccion del cagcis ot
'
Y

B

qyde.

[5:24) a. Por la de?nici‘on de )

Figura 52. Red semantica de la Tarea 6. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Respecto a la Tarea 7, a partir de una situacién problema se describen
las relaciones entre los objetos matemaéticos, representadas en la red
semdantica de la Figura 53, que comprenden: por T7acl se encuentra e
interpreta el vector gradiente de un campo escalar diferenciable DICE;
segin T7bcl y T7ccl se encuentra e interpreta respectivamente la

derivada parcial DP y la derivada direccional

DD; y por T7dcl

establece que sila DD es 0 entonces se hallan las curvas de nivel.
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ﬁéjnaa 1)

Encuentra el vector gradiente y lo
normaliza, interpreta la direccion

)

\J

[5:30] a, La direcci‘'on de la
ladera .

[iénda (1)

Aplica la derivada direccional cuando
esta es cero para determinar en que
direccidn se recorre una trayectoria de
ivel sequn Lo situacidn probleme,

e

[5:33] d. Para calcular la
direcci‘on.,

fsta asociado con

Fsté asocia

& DICE: iferencal deun ampo |
escalar Dffa):R*n->R {10-15}~

|oto=Grdee e

%[ﬁ (. FAC= Rin->R(34)-

Funcion real de variable vectorial,

campo escalar, n»1, m=1

arte de

fs prophdad de

[?éiDD:Derivadadireccional{Z-Bb bstd ssiciadb con J%DP:l)eﬁvadapardaI{MZ%

0.l

. [o_uﬁa), e

fsta asodiado con

fsta awjlado con

R Tt {61} @t 74
Encuentra lo derivada direccional de Encufntla aen Ww -
i funcion respecto a una variable en un
Una funcion en un punto respecto a un 4 e
AR punto y da una interpretacion como la
Vector direccion y la interpreta como R i
] 3 velocidad instantanea en direccion de
o tasa en que se asciende o desciende S
ARG {os vectores canonicos segun la
¢l montanista segun la situacion A
situacion problema,
problema
Y A
) :
* '
R P {5:31]b.AIdesplazarseel
g [5:32] . Si el monta‘nista se onbr ke
despla..

Figura 53. Red semantica de la Tarea 7. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

En lo referente a la Tarea 8 se genero la red semantica de la Figura 54,
la cual describe que dado un campo escalar CE en forma algebraica se
realizan las siguientes acciones y procesos sobre este objeto: segiin
T8acl se muestra que el CE es diferenciable en todo su dominio; por
T8bcl se encuentra la diferencial del campo escalar DICE, y segtn
T8ccl se da una interpretacion geométrica de la diferencial.
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% DICE: Diferencial de un campo
escalar Df(a):R"n->R {10-16}~
LDf(a)(u): Gradiente fla)u
'Esyﬁ(' Es caysa de Est iado con
{% T8acl {5-1}~ %% Tebet (43~ ) [% T8ccl {2-1)~
Encuentra una expresion algebraica Representa la diferencial de f en forma ’n_ff’.‘-"fﬁ'fa geome’tricafr\enre_ la
para el residuo r(a v) y muestra que f algebraica como la existencia de la diferencial como la exstencia del
es diferenciable en forma directa, transformacion lineal definida de R*n .’715"9 fangffffe a la grdfica de la
vericando que lim_||v||->0 r{avA|vi|=0 en R por la expresion Ta(v) = dfia)v funcion en el punto y en forma
1 analitica como la aproximacion lineal
H 4 de f en puntos cercanos de a
v A § 1
g [5:34] Para demostrar que es [5:35] La diferencial de f esta \
diferenc.. dada .. [ [5:36] Geom'etricamente

signi?ca que ..

Figura 54. Red semédntica de la Tarea 8. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Sobre la Tarea 9 se gener6 la red semantica de la Figura 55, la cual
describe que dada una funcién en varias variables FVV en forma
algebraica, que para este caso corresponde a un campo vectorial CV,
se realizan las siguientes acciones y procesos sobre este objeto: segtin
T9acl, como el CV es diferenciable en todo su dominio, se aplica el
teorema que establece que la diferenciabilidad de un campo vectorial
implica la diferenciabilidad de los campos escalares que lo componen
TFDI-TDICVDICE, la diferencial es igual a la derivada direccional en
cualquier punto de su dominio segin cualquier vector direccién, y
esta se encuentra como el producto de la matriz jacobiana, evaluada
en el punto con el vector direccién, y por T9bc1 se muestra en forma
directa que este CV es diferenciable.

vectorial Df(a):R"n->R"m {6-7}

-~ Es propiedad de

‘% CV: fA C= :RAn->RAm {0-4}~
P\‘

‘% DICV: Diferencial de un campo

LDﬁa)M: -Jacobino fla)*u Funcidn vectorial de variable vectorial,
campo vectorial, n>1, m>1

Esta asoci, con Esta asoj ado con ausa de

|x‘é T9bcl {2-1}~

[% T9acl {8-2)~ |% TFDI-TDICVDICE {2-3}~

Muestra que el campo vectorial es Diferenciabilidad de un campo

diferenciable en un punto en forma
directa verificando que iim_||v|->0r
@vvi=0

Aplica el teorema que estabiece: Si un
campo vectorial f es diferenciable en
un punto a, entonces la diferencial es
{a derivada direccional

:
v

A
v

[5:38] b. f es diferenciable en
apor..

[5:37] a. La derivada
direccional del..

Esta asociado con

vectorial implica la diferenciabilidad
de los campos escalares que (o
componen

Figura 55. Red semantica de la Tarea 8. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.
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Teniendo en cuenta la Tarea 10 se genero6 la red seméntica de la Figura
56, donde se describe que, dada una funcién en varias variables FVV
y segin T9acl, se encuentran expresiones algebraicas y Ila
interpretaciéon como transformacién lineal, segtin los siguientes casos:
la diferencial de una funcién real de variable real DIFR, la diferencial
de una funcién vectorial de variable real DIVR, la diferencial de un
campo escalar DICE y la diferencial de un campo vectorial DICV.

¥ DIFVV: Diferencial de una
funcién en varias variables FVWV
{0-3)~

La funcion es diferenciable en el punto
a. DfiakR* n->R*m, Dfia)(u)

Es propipdad de

(3& T10act {6-5}~
Dada una funcion f en varias variables
defnida en un abierto, & ala
diferencial (transfol
ent i

5 {3:)321:‘ R =1m =1 Dfiay Esun ’ﬁ DICV: Diferencial de un campo
- ’\’ vectorial Df(a):R*n->R*m {6-7}
de variable real, funcion vectorial de lDﬁG) Rhacoaxnafajd
E variable real, campo escalar y campo A
55 vectorial. £s partgde *
Es un [5:43]d.n > 1; m > 1, Df(a)
/ \
¥ DIFR: Diferencial de funcion real %% DIFVR: Diferencial funcion ) %% DICE: Diferencial de un campo
Df(a):R->R {6-11}~ s parte de vectorial real Df(a):R->RAm {6- escalar Df(a):R"n->R {10-16}~
(7R dtaxe-> R afey)=rian gl Dfl0)o)=Gradente faju
T (o= 2 01 _mia T
| Swes i :
'S 0qUsa de
5:42] ¢.n > 1;m = 1, Df(a)
E [5:41] b.n = 1;m > 1, Df(a) B Eu) =]?f"
(u) = (f.

s [5:40) a.n = 1 m = 1, Df(a)
(w="f.

& DFVV: Derivada de una funcién
en un punto respecto a un
vector {0-7)~

D_uffa), derivada de una funcion fen
un punto a respecto a un vector u.

Figura 56. Red seméntica de la Tarea 10. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.

Finalmente, en la Figura 57 se representa en forma gréfica la DG,
donde se muestran las relaciones entre los objetos matematicos como
resultado del analisis de la DG preliminar, las categorias emergentes
de las respuestas dadas por los estudiantes del cuestionario y la
solucion plausible de este.
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& DICV: Diferencial de un campo
vectorial Df(a):R n->RAm {6-6) & TFDI-TDICVDICE {2-3}~
o £ d
=20 | oifrenciabiidad de un campo
| Dfia){u)=/acobino fia)*u vectorial implica la diferenciabilidad
de los campos escalares que lo
Esyvé \Q |componen
% DIFVR: Diferencialfuncion & DICE: Diferencal de un campo A TFOLTOIDD 1~
vectorial real Df(a):R->R*m {6- escalar Df(a):R"n->R {10-14}~ Es causa de Diferenciabilidad en un punto implica
6}~ TS —| la existencia de las derivadas
l RO~ L a lDf{u)(u) SN ol direccionales seguin cualquier vector
fa)u)=(f.1 (a).f _mig)u direcciony D, ufia)=Dfiahu. £l
Es caifsa de reciproco no se cumple
d
s pargede Usa.de ausa de
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& DIFV: Diferencial de una
& DIFR: Diferencial de funcién real funcién en varias variables FVWV
TFDI-TDIDP {0-3}~
Df(a)R->R (611}~ fs cusa de 06~ & 03
PPTETE——— Corolario, Diferenciabilidad implica la
FR, dfia)R->R, dfia)u)=f (au La funcion es diferenciable en el punto R 8
l 0. DR n->Rm, Dfigjy) exn{enc(a de las dervadas parciales. El
reciproco no se cumple
fsta a‘s;‘ra& con
Y& TFDI-TDICO (2-2) £s causa de
Teorema, diferenciabilidad implica SR TFDL-CSDI (8-
continuidad Teorema. Condicion suficiente de
diferenciabilidad. Si cada una de las
% CD: Condicion directa de derivadas parciales existe en una
Es rusa de diferenciabilidad {0-2) vecindad de a y son continuas en a
entonces f es diferenciable
*** Comentario fusionado de: lineal DF
(a) (2016-02-12T11:26:49) ***
(iébo: Derivada direccional (28] | bt
Puedelexistic D_ufia) si ||ull=1
Esté asociggaTon EW"
[?é DP: Derivada parcal {0-10}
& DFV: Derivada de una funcién —
en un punto respecto a un lD_uf(a), siu=ei
vector {0-7}~
D, ufia), derivada de una funcion fen
o un punto a respecto a un vector u. ...
» L /‘ ~-.\H~.
Puidf_ st Puede/ st Puede existic “Puede _E_sttlr
el / ‘~~.,‘_.‘

[)’és FR. :AC=R->R{0-5)~

[%&Fv. £A C= R->RAm {1-3]

.,

s parte de

A

Funcidn real de variable real, n=1,
m=1

m»1

Funcion vectorial de variable real, n=1,

[ié] CE. fAC=:RAn->R (36~

Es parte de

SECV: A C= RA->RAM {0-3)~

Funcion real de variable vectorial,

M

campo escalar, n>1, m=1

Funcidn vectorial de variable vectoriat,
campo vectorial n>1, m»1

Esta 74 con Esta asociagerton

?é]rw.uc- Rin->RAm (0-4) |

Funcnon en varias variables, n>=1,
my=1

Figura 57. Red semantica de la DG. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el autor.
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Tercera etapa: andlisis de las entrevistas

En esta etapa, a cada estudiante se le realiz6 una entrevista
semiestructurada y el correspondiente andlisis a la luz de la
descomposicion genética, las categorias que emergieron en la etapa
uno y las relaciones entre los elementos matematicos segtin el analisis
plausible del cuestionario que se presenté en la secciéon anterior.

A continuaciéon se expone un episodio demostrativo de la

entrevista al estudiante que se identifica con el seudénimo de E1, para
la Tarea 1, realizada por el investigador I.

1.
2.

o

7.
8.
9.

I. Explique jcémo desarroll6 la Tarea 1?

E1. La funcién es una pardbola que se traslada una unidad hacia arriba;
ahora, el incremento viene definido por Af(a) = f(a + h) — f(a), que
viene a ser este segmento [ilustra el incremento], ehh la diferencial de f
en q, entonces se aplica la férmula de Taylor, bueno, la diferencial viene
dada por la férmula f'(a)h, [la sefiala en la grafica], en este caso como es
unidimensional no es el producto punto, sino la multiplicacién real
normal que viene a ser la altura con respecto a la tangente, el error es lo
que le falta a la altura respecto a la tangente para llegar a la altura de la
curva en el punto, si se pasa por efecto o por exceso.

En el segundo indicar si f es diferenciable en uno y mostrar que es
diferenciable. Para mostrar que es diferenciable debo ver que existe una
transformacion lineal, que en este caso es f'(a)h y que satisface el
polinomio de Taylor, y que el error va para 0 cuando h tiende a 0,
entonces eso fue lo que hice. Ademas, creo que hay un teorema.

I. En cambio de mostrar que el limite cuando h va para cero y que el
error r(a,v) va para cero, que es equivalente al proceso que describe.
¢Cuadl teorema aplic6?

El. Ah, en caso de que sus derivadas existan y sean continuas en el
punto, entonces la funcién es diferenciable en el punto.

I. En otras palabras jqué diferencia, en forma geométrica, encuentra
entre la diferencial y el incremento de la funcién?

El. La diferencia es el error, son magnitudes, pero el incremento es
superior, en este caso a la diferencial.

I. ;Siempre va ocurrir asi?
E1. A veces puede cambiar, puede ser al revés.
I. La diferencial es el cambio con respecto a jqué objeto matematico?

10. E1. A la tangente.
11. I. El incremento es con respecto a la forma en que cambia ;quién?
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12.
13.
14.

15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.
22.

23.
24.
25.

26.

El. La curva.

I. ;En qué consiste la parte ¢ de la Tarea?

El. Decia, me daba si a es un valor que se desea calcular
aproximadamente por medio de diferenciales, la estimaciéon se
encuentra en una funcion conveniente y los valores f y h y luego se
aplica la férmula de Taylor. Lo que uno hace es hallar la aproximacién
de la raiz cubica de un namero. Para esto, tomamos la funcién mas
apropiada, que seria la raiz ctibica de x y nos aproximariamos por la
recta tangente, y como es mas facil calcular el valor de la tangente que
el de la funcion, entonces aplicamos la férmula y ya.

I. En este caso se aplico el polinomio de Taylor, pero ;qué parte del
polinomio de Taylor no se tiene en cuenta?

E1. El error.

I. Pero necesita otra informacién ;podria indicar cuél?

E1. Si, encontramos el valor de la funcién en un punto conocido, que en
este caso es uno.

I. El incremento en x jcudl serfa?

E1l. Seria la diferencia entre el valor que tomé, que es uno, y el que nos
dan, es decir 1.02, o sea 0.02.

I. La diferencial ;cuél seria para este caso?

2
E1. En este caso seria G) (1)3, que es la derivada de la funcién en uno

por el h que es 0.02.

I. §Cual fue el valor de la aproximacién?

El. a es aproximadamente uno.

I. Pero no es uno, porque obtendriamos que el valor de la raiz ctibica de
1.02 es lo mismo que la raiz cabica de uno.

E1. No, es una aproximacion a la raiz ctibica de 1.02.103

Posteriormente se hizo el andlisis de este segmento, utilizando

el software atlas.ti7, que se resume en la Tabla 15. En la primera
columna de esta Tabla aparece el item correspondiente a la Tarea; en
la segunda columna se agrupa el cédigo de la categoria segtn la
codificacion establecida en la primera fase, el cédigo de segmento de
la entrevista relacionada con la categoria y los elementos matematicos
relacionados; en la tercera columna se hacen comentarios sobre los
procesos de pensamiento que se percibieron en la entrevista. Respecto
al contenido del cédigo del segmento de la entrevista, por ejemplo

103 Estudiante E1 (Estudiante de calculo III), entrevista por Zagalo Suarez. 14,
marzo, 2016.
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ETIE1L2, 5-10, significa Entrevista, Tarea 1, Estudiante E1, linea 2 y
lineas 5 a 10.

Item Categoria, Comentarios
segmentos de la
entrevista

Tlacl, ET1E1L1- | Grafica la funcién y la tangente en un punto e
2, FR. interpreta en forma verbal, algebraica y analitica
Tlac2, ET1E1L2, la diferenc%al; establece re'laciones entre los
5-10 elementos: incrementos, derivada y el error de

l.a. | Af(a),df (a). aproximacion.

T1ac3, ET1E1L2,
9-12, Taylor,

Af(a) = df(a)-
h + |h|E(a, h).

T1bcl, ET1E1L2, | El estudiante argumenta en forma algebraica y
DIFR. analitica por qué la funcion es diferenciable en el

T1bc2, ET1E1L3- | Punto-
4, TFDI-CSDL.

T1bc3, ET1E1L3,
DIFR.

1.b.

Tlccl, Resuelve una situaciéon problema aplicando la
l.c. | ET1E1L13-26, diferencial en forma algebraica y analitica
DIFR.

Tabla 15. Anélisis de la entrevista de la Tarea 1, Estudiante 1.

De este analisis se gener6 la red seméntica, Figura 58, que
representa los elementos matematicos y las relaciones légicas entre
estos que logra establecer el estudiante en la entrevista y luego se
triangula esta informacién con la obtenida en las fases uno y dos.
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& DIFR: Diferencial de funcién real <
Df(@):R->R {2-12)~ Esta asociada con 3 Tiecl (5-1)~

Resuelve una situacién problema
aplicando la diferencial

s e
consiste Ia ..

B [6:15] 15. Inv. En este caso se
aplic..

|7 aftarr->R dfia)w)=r @

Y& FR. f: AC=R->R {0-6}~

lFun:A‘én real de variable real, n=1,

m=1.

Esta asodada con

%& T1acl {2-1)~ Es parye/de

v
Representa graficamente a funcién y Es parfe de
iRl [6:16] 22. E1. En este caso
|J“ fEcla ongetie seria (1-=..
i
= [6:7] La funcion es una @nbﬁ @21~
parabola q.. Determina la diferencial de f en et
punto a como (a aplicacion lineal
& T1ac2 (7-1)~ 5 [6:48] a diferencial viene
Tlac2. Identifica en la grdfica el dada por L.
incremento  deita fia); ia diferencial T1ac3 {6-1}~ 1’_ Tibcl (5-1)~
defena, dfia; ) [ & e & Tibez (a1~
Reiaciona, segun el polinomio de Muestra en forma directa que f es = e
A Tayior, en (a g1 delta fla), dfia: lmkrencmble ena=1 [T“eff’j E‘;f”ﬁ o (dita quer e
/ ) e identica | T QyeEnciablc eRat
1 A
g [6:8] el incremento viene de % v v
nido po.. (6:10] ara mostrar que es l e Sn g
[6:12] . Inv. En otras palabras B 5 L1] h,
[ s diferenciab.. 3 avadn.

v
[6:13] 9. Inv. La diferencial es
[=EE )
v
[6:9] | error es lo que le falta
= ]

Figura 58. Red semantica de la entrevista ET1E1. Elaborada en atlas.ti7. Fuente: el
autor.

Las entrevistas completas y el proceso de analisis hacen parte
del desarrollo de la investigacién. En la Tabla 16 se presenta el
resumen de las categorias mostradas por todos los estudiantes. En la
primera columna aparece el cédigo de la categoria y en las columnas
siguientes, los seudénimos de los estudiantes desde EI a E9. La letra
S indica que se infiere que el estudiante si demostré lo descrito por
esta categoria, y la letra N indica el caso contrario.

Categoria Estudiantes

E2 E5

™
~
gy
W
ng|
W
™
N
™
~N
!
(&)
™
©

Codigo
Tlacl
Tlac2
Tlac3
T1bcl
T1bc2
T1bc3
Tlccl
T2acl

»n (|2 | »n |[Z  n | n | n
»n | |[Z v |Z  n | |un | n
» v |z 07 v n K
zZ |z 212|222 |2
w v |Z vz »n KK

S
S
S
S
N
S
N
S

»n v B v v v n n
»n | |[Z v | ln v n
»n | |Z (2|2 v |un | n
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Categoria Estudiantes

Codigo El1 |E2 |E3 |E4 |E5 |E6 |E7 |E8 |E9
T9acl S S |S N| S| S|S |[N |N
T9bcl S S I[N N| S| N|N [N |N
T10acl S S |S S| S| S|S [N |N

Tabla 16. Categorias mostradas por los estudiantes en las entrevistas.

Cuarta etapa: niveles de desarrollo del esquema de la
diferencial

Teniendo como referencia el enfoque teérico APOE, la DG de la
diferencial y el desarrollo metodolégico de las fases anteriores, se
asume que el desarrollo progresivo del esquema de la diferencial de
una funcién en varias variables estd caracterizado por los elementos
matematicos representados en forma grafica, numérica, algebraica y
analitica (G, N, A, AN), por las traducciones entre estas
representaciones y por las relaciones légicas que se establecen entre
los elementos para hacer inferencias, cuando resuelven ejercicios y
situaciones problema.

Por tanto, como una adaptacion de la caracterizacién para el
esquema de la derivadal®, la comprension por los estudiantes de la
diferencial de una funciéon en varias variables se describe a
continuacion en términos de la conceptualizacién de la triada de los
niveles Intra, Inter y Trans de la siguiente manera: el nivel Intra, con
los subniveles Intra 1 e Intra; el nivel Inter, con los subniveles Inter 2,
Inter 1 e Inter, y el nivel Trans con los subniveles Trans 1 y Trans. Para
cada subnivel, Cn indica la caracteristica correspondiente 7.

Nivel Intra 1

C1. No utilizar ningun elemento matemdtico. Se manifiesta cuando no
resuelve ninguna tarea y no recuerda ninguno de los elementos
matematicos que constituyen el esquema.

104 Gloria Sanchez-Matamoros Garcia, y otros, “El desarrollo del esquema de la
derivada”, Enserianza de las ciencias, 24, 2006: 87-88.
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C2. No establecer relaciones entre los elementos matemdticos. Ocurre
cuando, en las cadenas de inferencias, al intentar resolver una tarea,
recuerda algunos elementos matemaéticos con concepciones erroneas
y en una Unica forma de representacion. Por tanto, las relaciones que
establece son incorrectas.

Nivel Intra

C1. Recordar elementos matemdticos de forma aislada. Se evidencia cuando
al intentar resolver la tarea recuerda algunos elementos de manera
aislada sin establecer relaciones entre estos y en un tinico modo de
representacion.

C2. Establecer relaciones entre elementos matemdticos comprendidos como
acciones. Cuando en el desempefio de las tareas recuerda algunos
elementos matematicos y realiza acciones sobre estos de una forma
mecanica y algoritmica; las relaciones que puede llegar a establecer no
son suficientes para inferir nueva informacién o generar nuevos
elementos que le permitan resolverlas.

C3. Recordar los elementos matemdticos como componentes internos de otro
elemento. Se presenta cuando recuerda uno o varios elementos
matemaéticos, como proceso u objeto, realizando acciones sobre este
para generar un nuevo elemento. Sin embargo, considera el nuevo
elemento de manera aislada.

Nivel Inter 1

C1. Reconocer elementos matemdticos contiguos. Se evidencia cuando
comprende un elemento del esquema como objeto, realiza acciones
sobre este y las generaliza para construir un nuevo elemento,
entendido como una estructura mental de accién o proceso y
cognitivamente proéximo al objeto.

C2. Establecer relaciones entre los elementos contiguos. Cuando ha
comprendido como proceso u objeto dos elementos contiguos del
esquema y en un mismo modo de representacion y los relaciona a
través de la conjuncién para resolver tareas o situaciones problema.

Nivel Inter 2

C1. Agrupar elementos matemdticos de naturaleza similar. Ocurre cuando
ha comprendido un elemento del esquema como objeto, por
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mecanismos de desencapsulacién coordina el proceso que lo generé
con otros elementos entendidos también como procesos o acciones
representados en forma G, A o N para generar nuevos elementos y
agruparlos por su génesis similar.

C2. Generalizar procesos. Cuando aplica un mismo proceso a varios
elementos matematicos de naturaleza similar.

Nivel Inter

C1. Reconocer propiedades de los elementos matemdticos. Se manifiesta
cuando al aplicar un mismo proceso a diferentes elementos
matematicos del esquema, los puede clasificar dependiendo de si
cumplen ciertas propiedades.

C2. Establecer relaciones entre elementos matemiticos. Se presenta cuando
relaciona con la conjuncién e implicaciéon légica elementos
matematicos, no necesariamente contiguos y en diferentes formas de
representacion.

Nivel Trans 1

C1. Establecer relaciones entre elementos matemdticos comprendidos como
procesos u objetos. Ocurre cuando ha comprendido varios elementos
matematicos como objetos y los desencapsula en los procesos que los
generaron, y al coordinarlos crea nuevos procesos que, a su vez,
originaran estructuras generales del esquema que son comprendidas
como acciones o procesos.

C2. Presentar primeros intentos de sintesis entre los elementos matemiticos.
Se manifiesta cuando generaliza procesos que transforman varios
objetos del esquema y utilizando la implicacion 16gica los encapsula
en un nuevo objeto.

Nivel Trans

C1. Inferir propiedades del esquema al establecer relaciones l6gicas entre los
elementos que lo configuran. Se evidencia cuando ha logrado tematizar
el esquema e infiere propiedades de estos objetos a partir de la
aplicacion directa e indirecta de relaciones logicas de conjuncién e
implicacion.
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C2. Establecer coherencia del esquema. Ocurre cuando generaliza y
sintetiza las propiedades que satisfacen algunos elementos
matemadticos y las puede identificar en diversos &mbitos como casos
particulares y en diferentes modos de representacion.

La Tabla 17 resume las caracteristicas generales de cada uno de los
niveles y subniveles de desarrollo del esquema de diferencial de una
funcién en varias variables.

Niveles Caracteristicas

C1. No utilizar ningtin elemento matematico.

Intral . .
C2. No establecer relaciones entre los elementos matemaéticos.

C1. Recordar elementos matematicos de forma aislada.

C2. Establecer relaciones entre los elementos matematicos
Intra comprendidos como acciones.

C3. Recordar elementos matematicos como componentes de
otro elemento.

C1. Reconocer elementos matemaéticos contiguos.

Inter 1 . .
C2. Establecer relaciones entre los elementos contiguos.
C1. Agrupar elementos matematicos de naturaleza similar.
Inter 2 .
C2. Generalizar procesos.
C1. Reconocer propiedades de los elementos matemaéticos.
Inter . e
C2. Establecer relaciones entre elementos matematicos.
Cl1. Establecer relaciones entre elementos matematicos
comprendidos como procesos u objetos.
Trans 1

C2. Presentar primeros intentos de sintesis entre los elementos
matematicos.

C1. Inferir propiedades del esquema al establecer relaciones
Trans | légicas entre los elementos que lo configuran.
C2. Establecer coherencia del esquema.

Tabla 17. Caracterizacion de los niveles y subniveles de desarrollo del esquema de
la diferencial de una funcién en varias variables

231






RESULTADOS

En este capitulo se expone el andlisis de cada uno de los estudiantes,
organizado por los niveles de desarrollo del esquema de la diferencial
de una funcién en varias variables. Se describe teniendo como
referencia el analisis teérico del concepto, la descomposicion genética,
las relaciones logicas entre los elementos matematicos que se
establecen en la resolucién de las tareas del cuestionario y que se
evidencian en las formas de representaciéon gréafica, numérica,
algebraica y analitica, en las argumentaciones, en las entrevistas, y
segln la solucion plausible de estas tareas.

Por tanto, se mostrara una caracterizaciéon de forma descriptiva
y explicativa de los niveles de desarrollo establecidos en el marco
tedrico y en la recoleccion y analisis de la informacién.

Analisis de cada estudiante

El anédlisis se organizd en el siguiente orden de subniveles del
desarrollo del esquema, de acuerdo con los objetivos de cada tarea del
cuestionario y el desempefio que demostr6 el estudiante en estas.

Intra: tareas 1.a, 1.b y 1.c, para establecer la comprensién del
concepto diferencial de una funcién real de variable real DIFR.

Inter 1: tareas 2.a, 2.b, con el propésito de analizar la
comprension del concepto diferencial de una funcién vectorial de
variable real DIFVR, como elemento contiguo a la DIFR.

Inter 2: tareas 3.a, 3.b, 4.a, 4.b, 5.a, 5.b, 6.a, 6.b, 6.c y 7, para
analizar la comprension del concepto de derivada direccional DD y
parcial DP, como elementos contiguos a la DIFR y agrupar las
funciones en varias variables segtn las propiedades locales de
continuidad, derivabilidad, linealidad y diferenciabilidad.

Inter: tareas 4.c, 5.c, 6.d y 8, para analizar la comprension del
concepto diferencial de un campo escalar DICE, cuando establece
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relaciones entre los objetos CE, FR, DP, DD y DIFR, en los modos de
representacion G, A, AN, N.

Trans 1: tareas 9.a y 9.b, con el propédsito de analizar la
comprension del concepto diferencial de un campo vectorial DICV,
cuando establece relaciones con la DICE comprendido como objeto o
proceso.

Trans: tareas 5.d, 5., 6.e, 6.f, 9b y 10, para analizar la
comprension del esquema de la diferencial de una funciones en varias
variables DIFV'V, al verificar el cumplimiento de las propiedades y las
relaciones que pueda establecer entre los elementos que la configuran
y que le dan coherencia y completez al esquema.

A continuacién se describen los resultados de este andlisis de
los estudiantes que se ubican en cada subnivel.

Nivel Intra
Subnivel Intra 1
Estudiante ES8

Comprende el elemento matematico, la derivada de una funcién real
como accién en una Unica forma de representacién, la algebraica,
cuando aplica reglas de diferenciacién de una manera mecénica y
algoritmica, sin tener en cuenta las condiciones que debe cumplir la
funcién.

No comprende la DIFVR como un elemento contiguo a la DIFR.

Muestra la tendencia a comprender la DP como accion,
incluyendo algunos elementos matematicos, que los recuerda con
errores y en el tiinico modo de representacion, la algebraica. Ademas,
no logra generalizar el proceso de derivacion de una FR, para
encontrar la derivada de un CE, la DP y la DD como elementos que
configuran la DICE.

No muestra capacidad de sintesis cuando comete errores al
aplicar las relaciones l6gicas de implicacién, conjuncién y disyuncién,
en la comprensiéon como accién del concepto de DICE, para hacer
inferencias y generar nuevos elementos matematicos.
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En la Tabla 18 se presenta una caracterizaciéon del desarrollo
del esquema de la DIFVV, correspondiente a este subnivel Intra 1,
demostrado por el estudiante.

Subnivel Intra
Estudiante E9

Recuerda de manera aislada y como acciéon el elemento DIFR, junto
con los elementos internos que lo constituyen. No logra relacionar este
elemento con los elementos DIFVR, DICE y DICV.

En la Tabla 18 se indican las caracteristicas, los elementos
matemadticos y los sistemas de representacion utilizados por el
estudiante en el nivel Intra.

Nivel Inter

Subnivel Inter 1
Estudiante E5

Comprende el elemento DIFR como un proceso al activar mecanismos
para interiorizar acciones de recordar y relacionar elementos que lo
configuran. Coordina este proceso con la FVR para generalizar la DIFR
en la comprensién del elemento contiguo DIFVR en un nuevo proceso.

Comprende como acciones realizadas sobre los elementos FV'V,
los conceptos de DP y DD en el modo de representaciéon A, pero no
logra hacer las traducciones a las representaciones G y AN, al intentar
resolver las situaciones problema.

No comprende los elementos DICE y DICV como acciones
sobre el CE y el CV respectivamente, porque presenta errores y
dificultades para representarlos en forma G, A, AN y para establecer
relaciones logicas entre estos, que le permitan estructurar y sintetizar
el esquema de la DIFV'V.

Estudiante E7

Grafica la FR y la tangente a esta por un punto e interioriza esta accion
en el proceso de identificar en forma V' y A la diferencial de la funcién
y el error de aproximar el incremento de la funcién por la diferencial.
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Sin embargo, tiene dificultad para encapsular el proceso en el objeto
DIFR en un punto e interpretarlo como una transformacion lineal.

Intenta generalizar el concepto de DIFR al elemento contiguo
DIFVR en forma A; sin embargo tiene dificultades al representar este
elemento en forma G y A.

Comprende los conceptos de DP y DD como acciones, porque
encuentra estas derivadas en forma A, pero no las interpreta en forma
G, ANy N. No establece relaciones entre los elementos que configuran
estos conceptos para hacer inferencias que le permitan resolver las
situaciones propuestas.

No comprende los elementos DICE y DICV como acciones,
procesos u objetos, lo cual no le permite establecer relaciones entre los
elementos que los constituyen ni determinar coherencia y sintesis del
desarrollo del esquema de la DIFV'V.

En las Tabla 18 y 19 se exponen las relaciones logicas, los
elementos matematicos y los sistemas de representacion utilizados por
los estudiantes en la construcciéon progresiva del esquema. Las
relaciones que se establecen entre los elementos matematicos en el
nivel Inter 1 son, ademads de las que figuran en dicho subnivel, las que
se presentan en el subnivel Intra.

Subnivel Inter 2
Estudiante E6

En la construccion progresiva del esquema, comprende como accién y
proceso la DIFR, por lo cual presenta las caracteristicas del nivel Intra
del esquema de la DIFVV (Tabla 18).

Comprende como acciones, procesos y objetos la DP y la DD en
representaciéon A, G, N y AN, como elementos contiguos a la DIFR. Por
tanto, se ubica en el nivel Inter 2 del desarrollo del esquema (Tabla 19).

Entiende los elementos DICE y DICV como acciones, pero no
logra interiorizarlas en procesos y encapsular estos en objetos.
Ademas, presenta errores y dificultades para hacer traducciones entre
las formas de representacion G, A, N y AN de los elementos
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matematicos y establecer relaciones necesarias entre estos para
estructurar el esquema de la DIFV'V.

Subnivel Inter
Estudiante E4

Muestra caracteristicas del nivel Intra, porque realiza la acciéon de
graficar la funcién real de variable real y la tangente a esta en un
punto, tiene dificultades al interiorizar esta accién en el proceso de
recordar y traducir entre las formas de representacion G, A, AN, la
diferencial de la funcién y relacionarla a través del polinomio de
Taylor de orden uno, con el incremento de la funcién y el error de
aproximar el incremento de la funcién por la diferencial. Ademas,
identifica los elementos relacionados con la DIFR en forma A y logra
sintetizarlos al resolver una situacién problema.

Comprende como objeto DIFR, lo desencapsula y lo utiliza
como proceso para comprender la diferencial de una funcién vectorial
DIFV como elemento contiguo a la DIFR y, por lo tanto, presenta las
caracteristicas del nivel Inter 1 del esquema de la DIFVV.

Reconoce e interpreta la DP y la DD en los modos de
representaciéon G, A, N y AN, comprende como objeto estos elementos
matematicos, que caracterizan el nivel Inter 2 del esquema DIFVV.

Reconoce e interpreta la DICE en representaciéon G, A y AN, y
comprende como proceso este elemento, que es una caracteristica
principal del nivel Inter del esquema de DIFV'V.

La caracterizacion de estos subniveles del nivel Inter se
representan en la Tabla 19.

El estudiante muestra errores y dificultades para establecer y
demostrar propiedades que generalizan los elementos DIFR, DIFVR,
DICE y DICV, que estructuran y dan coherencia al esquema de DIFV'V.

237



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

Nivel Trans
Subnivel Trans 1
Estudiante E3

La construcciéon progresiva del esquema se evidencia por las
caracteristicas presentadas en los niveles Intra, Inter y Trans, de la
siguiente forma.

Respecto al desemperio en la Tarea 1, el estudiante alcanza el
nivel Intra (Tabla 18), porque comprende la DIFR como accién y
proceso, cuando recuerda y relaciona los elementos matematicos que
la configuran, y como objeto, cuando sintetiza los elementos y las
relaciones para resolver una situaciéon problema.

Sobre el desempefio en la Tarea 2, demuestra las caracteristicas
del nivel Inter 1, porque comprende la diferencial de una funcién real
DIFR como proceso, y lo extiende al elemento proximo cognitivo,
funcién vectorial de variable real FVR, cuando calcula e interpreta la
diferencial de una funcién vectorial de variable real DIVR en forma A
y AN, como parte del espacio tangente a la FVR en un punto.

Respecto al analisis de la solucién de las tareas 3, 4.a, 4.b, 5.a,
5.b, 6.a, 6.b y 7, se infiere que el estudiante alcanza el nivel Inter 2, por
las siguientes actuaciones:

Comprende como accién los elementos derivada parcial DP y
derivada direccional DD, al calcular estas derivadas aplicando la
definicién como el limite del cociente incremental. Interioriza estas
acciones en procesos, cuando resuelve algunas situaciones problema
que requieren interpretar la DP y DD en representacion G, A, Ny AN.
Encapsula la DP como un objeto que hace parte del vector gradiente
sobre el cual se realizan nuevas acciones, como determinar la direcciéon
en la cual crece mas rapido la funcién.

Agrupa los elementos DD y DP como una generalizacion del
proceso de derivacién de funciones reales y vectoriales de variable real
a la derivacién de un campo escalar que forma parte de la DICE.

Intenta sintetizar los elementos CE, DD, DP, para resolver
problemas que requieren la representaciéon analitica de estos
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elementos; sin embargo, las relaciones no son suficientes para
interpretar la informacién que da el vector gradiente y para hallar
curvas de nivel.

Sobre el desempefio en las tareas 4.c, 5.c, 6.d y 8, se concluye
que el estudiante alcanza el nivel Inter del desarrollo del esquema de
la DIFVV, por las siguientes razones:

Aplica la relacién de implicacién légica (p — q), para verificar
que un campo escalar es diferenciable: si ||v|| = 0, entonces E(a, v) —
0, lo cual requiere desencapsular los objetos limite, norma de un vector
y la derivada direccional DD; comprender como proceso el elemento
diferencial de un campo escalar DICE, que, a su vez, lo relaciona con
los elementos incremento de la funcién en un punto Af (a), la DD de f
en a en direccién del vector v = (a, ) como la transformacion lineal
aplicada al vector direccién, Vf(a) - v.

Utiliza la relacion légica de la implicacién, al verificar el
cumplimiento de la condicién de diferenciabilidad y encapsular los
elementos y relaciones inmersas en el objeto diferencial de un campo
escalar DICE y formar la imagen conceptual de este objeto en un punto
arbitrario del dominio, donde se define el CE como la diferencial de f
ena, Df(a) =Vf(a)-v.

Sin embargo, presenta dificultades para desencapsular el objeto
DICE, cuando intenta resolver la situacion que requiere calcular el
valor de una funcién en un punto a + h, cuando se posee informacién
de la funcién y su derivada en el punto a.

La caracterizacion del nivel Inter se presenta en la Tabla 19.

Respecto a las solucion de la Tarea 9, el estudiante alcanza el
nivel Trans 1 (Tabla 20), porque establece relaciones entre los
elementos matematicos derivada parcial DP, diferencial de un campo
escalar DICE, gradiente de un campo escalar Vf(a), comprendidos
como objetos; los desencapsula y realiza acciones sobre estos
elementos para comprender como proceso la diferencial de un campo
vectorial DICV, en el modo de representacion A.

Del anélisis de las tareas 5.d, 5.e, 6.e, 6.f, 9.b y 10, se concluye
que el estudiante no alcanza el nivel Trans, ya que no tiene éxito al
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intentar establecer diferentes relaciones logicas entre elementos que
configuran y dan coherencia al esquema de la diferencial de funciones
en varias variables, como se manifiesta en las siguiente actuaciones:

Comprende la DIFVV como accién, cuando verifica en forma
directa que una funcién es diferenciable en un punto.

Enuncia la condicién suficiente de diferenciabilidad, pero sin
justificarla.

No relaciona los elementos matemaéticos que permiten hacer
sintesis para inferir resultados de la diferenciabilidad, como la
continuidad, la existencia de las derivadas parciales y direccionales.

Verifica que los reciprocos de algunos resultados de la
diferenciabilidad no se cumplen y estan precisamente en las tareas en
consideracion.

No logra generalizar el concepto de diferenciabilidad de una
funcién en varias variables y la interpreta como casos aislados segun
las dimensiones entre los espacios en que esta definida la funcion.

Subnivel Trans
Estudiante E2

Al resolver la Tarea 1, presenta las caracteristicas del nivel Intra del
esquema de la DIFVV que se caracteriza por lo relacionado en la Tabla
18.

Respecto a la Tarea 2, muestra las caracteristicas del subnivel
Inter 1, porque comprende la DIFVR como el proceso de calcular un
vector cuyas componentes son las diferenciales de cada una de las FR
en el punto que conforman la FVR y que las ha encapsulado en el
objeto DIFR aplicado a un real.

Ademas, relaciona los elementos FR, FVR, DIFVR, cuando
calcula e interpreta en forma A y AN el espacio tangente a la FVR en
un punto.

Con respecto a las tareas 3, 4.a, 4.b, 5.a, 5.b, 6.a, 6.b, 6.c y 7,
presenta las caracteristicas del subnivel Inter 2 del desarrollo del
esquema, por las siguientes actuaciones:
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Comprende como accién los elementos DP y DD, cuando
calcula estas derivadas al evaluar el limite del cociente incremental o
aplicar reglas de diferenciacion. Interioriza estas acciones en un
proceso, cuando resuelve problemas que requieren representar la DP
y la DD en forma G, A, AN y N. Encapsula la DP en un objeto, cuando
calcula el vector gradiente y da una interpretacion AN de este.

Agrupa los objetos DD y DP para generalizar el proceso de
derivacién de funciones reales y vectoriales de variable real en el
proceso de derivaciéon de un campo escalar que forma parte de la
DICE.

Sin embargo, tiene dificultades para sintetizar, cuando intenta
relacionar los elementos CE, DD, DP para resolver problemas que
requieren la representacion A y AN de estos elementos.

Con referencia a la solucion de las tareas 4.c, 5.c, 6.d y 8, se
concluye que presenta las caracteristicas del subnivel Inter del
desarrollo del esquema, por las siguientes actuaciones:

Comprende la DICE como proceso, porque relaciona los
elementos matematicos que la configuran y la aplica para aproximar
el valor de un CE en un punto.

Relaciona los elementos de la DICE a través de la implicaciéon
(p—=4q): si E(a,v) > 0 cuando |lv|| = 0, entonces el CE es
diferenciable en el punto, y establece la relacién entre la DICE y la DD,
lo cual requiere desencapsular los objetos limite, norma vy
transformacién lineal en los procesos que los generaron. Ademés, de
forma alterna, comprueba la diferenciabilidad de un CE en un punto,
aplicando la contrarreciproca del TDICO.

Respecto a las soluciones de la Tarea 9, el estudiante muestra
las caracteristicas del nivel Trans 1, porque establece relaciones entre
los objetos CE, DICE y CV, para comprender la DICV como el proceso
que dado un CV, un punto a y un vector u, transforma linealmente el
vector u en un nuevo vector, cuyas componentes son las DICE que
conforman el CV aplicadas al vector u.

Respecto al desempefio en las tareas 5.d, 5.e, 6., 6.f y 10,
muestra las caracteristicas del nivel Trans, porque comprende los
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elementos DIFR, DIFVR, DICE y DICV, como acciones, procesos y
objetos, los representa en forma G, A, N y AN, establece relaciones
entre estos elementos y las partes que los constituyen, para determinar
propiedades de derivabilidad, continuidad y diferenciabilidad de las
FVV, demostrando completez y coherencia del esquema de la
diferencial de una funcién en varias variables DIFV'V.

Estudiante E1

Por la solucién de la Tarea 1, manifiesta las caracteristicas del nivel
Intra, porque ha logrado tematizar el esquema de la derivada de una
funcién real en un punto a, Df(a) y construye las estructuras mentales
de accién, cuando representa en forma G y A los siguientes elementos:
funcién real FR, tangente a la funcién en un punto, incremento de la
variable independiente h e incremento de la funcién en a, Af (a).

Desencapsula el objeto funcioén derivable en un punto Df(a), en
el proceso para calcular la derivada de una funcién en un punto y lo
coordina con el proceso de incrementar la variable independiente x,
desde el punto a hasta a + h, para construir la diferencial de la funcién
f con incremento h, f'(a) - h.

Relaciona los elementos f'(a) - h y Af(a) en el polinomio de
Taylor, que establece el error hE(a,h) cometido al aproximar el
incremento Af (a) por el diferencial, f'(a) - h.

Verifica el cumplimiento de la condicién, sihE(a,h) se
aproxima mas rapido a cero que el incremento h, para concluir que la
funcién f es diferenciable en a.

Los anteriores procesos los encapsula en el objeto diferencial de
una funcién real DIFR, al que utiliza para resolver una situaciéon
problema.

Por la forma como el estudiante resolvié la Tarea 2, se infiere
que manifiesta las caracteristicas del subnivel Inter 1, porque
comprende la DIFR como objeto y lo desencapsula en el proceso para
calcular la DIFVR en un punto, que es un vector cuyas componentes
son las diferenciales de cada una de las FR en el punto, que conforman
la FVR. Entiende como proceso la DIFVR, cuando relaciona los
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elementos FR, FVR, DIFVR, para calcular e interpretar en forma A y
AN el espacio tangente a la FVR en un punto.

Respecto al desempeto en las tareas 3, 4.a, 4.b, 5.a, 5.b, 6.a, 6.b
y 7, presenta las caracteristicas del nivel Inter 2 del esquema de la
DIFVV, por las siguientes razones:

Comprende como accién los elementos DP y DD, cuando
calcula estas derivadas aplicando la definicién como el limite del
cociente incremental o aplicando reglas de diferenciacién. Interioriza
estas acciones en procesos, cuando resuelve situaciones problema que
requieren interpretar la DP y DD en representacion G, A, AN y
numérica. Encapsula la DP como un objeto que hace parte del vector
gradiente sobre el cual se realizan nuevas acciones, como determinar
la direcciéon en la cual crece mas rapido la funcién a partir de un punto
de referencia.

Agrupa los elementos DD y DP para generalizar el proceso de
derivacién de funciones reales y vectoriales de variable real al proceso
de derivacion de un campo escalar que forma parte de la DICE.
Demuestra capacidad de sintesis cuando relaciona los elementos CE,
DD, DP, para resolver problemas que requieren la representacion A y
AN de estos elementos.

Respecto a la solucién de las tareas 4.c, 5.c, 6.d y 8, muestra las
caracteristicas del subnivel Inter del desarrollo del esquema de la
DIFVV, segun los siguientes desempefios:

Establece relaciones entre elementos matemaéticos que
configuran la DICE, a través de la implicacion légica p — q, para
verificar la diferenciabilidad de un CE en un punto: si [[v]| =0,
entonces E(a,v) — 0, al desencapsular los objetos limite, norma y
transformacién lineal, en los procesos que los generaron, para calcular
la norma del vector v, verificar la linealidad de la transformaciéon T,
definida de R™ en Ry coordinarlos con el proceso que, dado un CE f,
un punto a y un vector v, aproxima el incremento de la funcién en un
punto, Af (a), con la transformacién lineal aplicada al vector, T, (v), y
el error de aproximacion es ||v||E (a, v).

Coordina los procesos anteriores para verificar que si |[v]| = 0,
entonces ||v||E(a,v) — 0y concluye que la funcién es diferenciable en
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a. La transformacion lineal aplicada al vector es igual ala DD del CE
en a segun el vector direccion v y se calcula como el producto punto
del vector gradiente del campo escalar evaluado en el punto a con el
vector direccion v, Vf(a) - v.

Si el CE es diferenciable, encapsula los elementos y las
relaciones anteriores en el elemento diferencial de un campo escalar
DICE y forma la imagen conceptual de este objeto en un punto del
dominio donde se define el CE como la transformacién lineal, (la
diferencial de fen a, Df (a)), tal que para cada vector v, lo transforma
linealmente en el escalar, Df (a)(v) = Vf(a) - v

Respecto a las soluciones de la Tarea 9, demuestra las
caracteristicas del nivel Trans 1, porque comprende la DICV como el
proceso que, dados un CV diferenciable f definido en una abierto 4 de
R™ en R™, un punto a de A y un vector u en R", desencapsula los
objetos DP y gradiente de un CE, para formar la matriz jacobiana
cuyos vectores fila son los gradientes de los CE, f;, i = 1...m, que
componen el CV, evaluados en a, Vf;(a) y que representan la DICV
como la aplicacion que, a cada vector u de R", lo transforma
linealmente en un vector en R™, que es igual a la DD del CV en el
punto a en direccién del vector u y se calcula como el producto entre
la matriz jacobiana con el vector u.

Del analisis de las tareas 5.d, 5.e, 6.¢, 6.f, 9.b y 10, demuestra las
caracteristicas del nivel Trans, porque comprende los elementos DIFR,
DIFVR, DICE y DICV, como acciones, procesos u objetos, los
representa en forma G, A, N y AN, establece relaciones entre los
elementos internos que los configuran para caracterizar propiedades,
demostrando completez y coherencia del esquema de la diferencial de
una funcién en varias variables DIFVV cuando resuelve situaciones
problemas.

Las caracteristicas de los niveles de los estudiantes E1, y E2 se
exponen en forma sintética en las Tabla 18, Tabla 19 y Tabla 20.

Andlisis global de los estudiantes

Después del anélisis individual de los estudiantes, se analiz6 el grupo
de manera general de acuerdo con la solucién plausible del
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cuestionario, los desempefios en las tareas, las argumentaciones en las
entrevistas, y se clasific6 segtn la triada de los niveles de desarrollo
Intra, Inter y Trans.

Al respecto, se constaté que todos los estudiantes recuerdan por
lo menos un elemento matematico que configura el esquema de la
DIFVV y lo representan de algin modo.

En el nivel Intra, los estudiantes establecen relaciones entre los
elementos internos del objeto DIFR del esquema. Se determinan los
siguientes dos subniveles con las respectivas caracteristicas:

Intra 1. El estudiante recuerda elementos matemaéticos de la
DIFR de manera aislada y en una tnica forma de representacion, la
algebraica. Cuando intenta representarlo en otra forma, no logra
elaborar relaciones légicas entre las partes que lo constituyen y
ademds comete errores en las operaciones. El estudiante E8 demuestra
estas caracteristicas.

Intra. El estudiante recuerda, como accién o proceso, elementos
matemadticos representados en forma A o G que constituyen el objeto
DIFR del esquema de la DIFVV. Sin embargo, no logra relacionar la
DIFR con otros elementos que configuran el esquema. El estudiante E9
presento estas caracteristicas diferenciadoras.

El siguiente nivel de esquema, denominado Inter, se caracteriza
porque los estudiantes empiezan a establecer relaciones entre el objeto
DIFR con elementos contiguos. Se determinan los siguientes
subniveles:

Inter 1. Los desempefios del estudiante en este nivel
demuestran que encuentra la relaciéon de conjuncién o implicacion
l6gica entre el objeto DIFR con la DIFVR, que es comprendida como
accién o proceso y es representada en forma G o A. En este nivel se
ubicaron los estudiantes E5 y E7.

Inter 2. Lo caracteristico de este subnivel es que determina la
relacion de conjuncién o implicacién logica entre el objeto DIFR con la
DP o DD, comprendidas como accién o proceso y representadas en
forma G, A, N o AN. Ademas indica esbozos de sintesis al utilizar estas
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relaciones y objetos para resolver situaciones problema. El estudiante
Eé6, por los desempenos demostrados, alcanz6 este nivel.

Inter. En este subnivel, los estudiantes relacionan el objeto DIFR
con el objeto DICE, representandolo en forma G, A o N y lo utilizan
para resolver ejercicios y situaciones problema. En este subnivel se
ubic6 el estudiante E4.

Finalmente, en el nivel Trans, los estudiantes pueden
determinar relaciones (conjuncion l6gica, condicional,
contrarreciproco, bicondicional) sin muchas restricciones entre los
elementos del esquema y producir sintesis entre las representaciones
G, Ay AN. En este nivel se caracterizan dos subniveles.

Trans 1. En este subnivel, el estudiante logra originar relaciones
entre la DIFR, la DICE, la DP y la DD para generar un nuevo elemento
del esquema, la DICV. Aqui se ubica el estudiante E3.

Trans. Se caracteriza porque el estudiante aplica diferentes
relaciones légicas entre los elementos matematicos, descubre
propiedades de estos e infiere informacion para resolver situaciones
problema, demostrando coherencia y completez del esquema de la
DIFVV. Ademaéas expresa capacidad para sintetizar y generalizar
procesos. En este nivel se ubican los estudiantes E1 y E2.

Desarrollo del esquema del concepto de diferencial de una funcién en
varias variables

En esta seccién se exponen los niveles y subniveles de desarrollo del
esquema de la DIFVV; se describe la comprension de los elementos
matemaéticos en términos de accién, proceso, objeto y esquema, las
relaciones loégicas que establecen entre estos y las formas de
representacion.

Nivel Intra.

Los estudiantes que se ubican en este nivel centran sus
actuaciones en acciones repetitivas u operaciones entre elementos
internos de la diferencial de una funcién real DIFR. Ademads, no
relacionan la DIFR con otros objetos del esquema. En este nivel se
consideran los subniveles Intra 1 e Intra, caracterizados por los
siguientes desempefios de los estudiantes.
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Subnivel Intra 1

Cl. No recuerda ninguno de los siguientes elementos
matematicos, ni de las partes que lo constituyen: DIFR, DIFVR, DICE
y DICV.

C2. Recuerda elementos internos que constituyen la DIFR, o, la
DIFVR, ola DICE, o la DICV, algunos con errores y en un tinico modo
de representacion G, A, pero sin determinar ninguna relacién entre
estos.

Subnivel Intra

C1. Recuerda algunos de los siguientes elementos internos de
la DIFR: funcién real FR; tangente a una funcién en un punto;
incremento de la variable independiente, /; incremento de la funcién
f en el punto a, Af(a) = f(a+ h) — f(a). Sin embargo, lo hace de
forma aislada sin establecer relaciones entre estos y en un tinico modo
de representacion.

C2. Realiza acciones con los elementos internos de la DIFR,
como representar la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a)) y
(a + h, f(a + h)), calcular la pendiente de esta secante, representar la
tangente a la funcién en el punto (a, f(a)), hallar la derivada de la
funcién aplicando reglas de diferenciacion, encontrar la parte
principal del polinomio de Taylor. Sin embargo, no pueden inferir a
partir de estas acciones la DIFR como proceso u objeto y aplicarlo con
éxito en la solucién de problemas.

C3. Representa en forma A y G la construccion de la derivada
de una FR, al relacionar con la conjuncién légica en la expresion (44),
los siguientes elementos internos que la constituyen: la funcién f real
de variable real FR; incremento de la variable independiente, h;
incremento de la funcién f en el punto a, Af(a). Luego ejecuta la
accion de evaluar el limite cuando h — 0 del cociente segin (44) y
obtiene la siguiente implicacion légica: si el limite existe, entonces la
derivada de f en a existe y se nota como f'(a).

fath-f@ _ . &(@ )
h h

f'(a) = }lin(l) im———=

h—-0
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Posteriormente, mediante la ecuacion (45) relacionan la
derivada f'(a) y el cociente de incrementos.
E;ASR-R

+h) —
hHE4m='ﬂa z fm)—fmm sih#0  (45)

0, sih=0.

Finalmente, segtin la ecuacién (46) aproxima f(a + h) — f(a),
con la aplicacion lineal f'(a)h més un error hE(a, h) dado por (45).
Verifica la implicacién, si h —» 0 entonces hE(a,h) —» 0 (el error
hE (a, h) es de orden menor que h para valores pequefios de h). Si la
anterior relaciéon condicional se cumple, entonces concluye que la FR
es diferenciable en a y por tanto la DIFR existe y es la transformacion
lineal, f'(a) la cual aplica el namero real h en el real f'(a)h

f(a+h)—f(a) = f'(a)h + hE(a, h). (46)

Ademas, puede aplicar el concepto DIFR, para determinar la
diferenciabilidad de una funcién particular en un punto especifico y
resolver una situaciéon problema.

El estudiante E9 demostr6 algunas de estas caracteristicas, lo
que hizo que se ubicara en este subnivel del desarrollo del esquema.

Nivel Inter.

Los estudiantes en este nivel pueden relacionar la DIFR con los
elementos contiguos, funcion vectorial de variable real y funcién real
de variable vectorial. Estas relaciones surgen cuando reconocen que la
diferenciacion se generaliza de FR a funciones vectoriales de variable
real, como la DIFR de cada una de sus componentes.

Ademas, se dan cuenta que para funciones reales de variable
vectorial o campos escalares, los objetos derivada direccional DD y
derivada parcial DP no son una generalizacion satisfactoria del objeto
DIFR, porque en este tipo de funciones derivabilidad no implica
continuidad. Por tanto, comprenden la DICE como una generalizacién
reconstructiva de la derivada de una FR, que permite extender la
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nocion de DIFR a los campos escalares y asi tener una propiedad para
garantizar la continuidad de estos objetos en un punto.

Para describir estas generalizaciones y estructurar el anélisis de
acuerdo con el desempefio de los estudiantes al intentar resolver las
tareas, se precisaron los siguientes subniveles del nivel Inter: Inter 1,
Inter 2 e Inter, con las siguientes caracteristicas.

Subnivel Inter 1

C1. Reconocer la DIFVR como elemento matemaético contiguo a
la DIFR. Se evidencia cuando el estudiante ha comprendido la funcién
vectorial de variable real FVR, definida de un abierto /] € R en R™,
como objeto, y la descompone en m FR y a cada una de estas le calcula
la DIFR para construir el elemento contiguo, la diferencial de una
funcién vectorial de variable real DIFVR compuesto por las m DIFR
aplicado a un mismo real.

C2. Establecer relaciones entre los elementos contiguos DIFR y
DIFVR. Se presentan cuando el estudiante ha comprendido los
elementos FR, FVR, DIFR y DIFVR como procesos u objetos. Los
relaciona por la condicién 16gica, si las DIFR que componen la DIFVR
no son todas cero, entonces realiza acciones que transforman estos
elementos para representar en forma A el espacio tangente a la FVR
definido por las ecuaciones paramétricas.

Los estudiantes E5 y E7 demostraron en los desempefios de las
tareas y entrevistas la mayoria de estas caracteristicas, por lo cual se
ubicaron en este subnivel.

Subnivel Inter 2

Cl. Identificar los elementos matematicos DD y DP de
naturaleza similar a la derivada de una funcién real DEFR. Ocurre
cuando el estudiante extiende el concepto derivada de una FR a
campos escalares y vectoriales para calcular la derivada direccional
(DD) o parcial (DP) en diferentes formas de representacion.

C2. Generalizar los procesos de derivaciéon de una FR a un CE
o un CV. Se manifiesta cuando relaciona los elementos DIFR, DD, DP
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y logra generalizarlos en el proceso que calcula la derivada de una
funcién en varias variables en un punto respecto a un vector direccién,
y comprende esta derivada como una transformaciéon, que cuando
tiene la propiedad de ser lineal, se puede calcular como el producto
interior del vector gradiente evaluado en el punto con un vector
direccion de R", y ademas, utiliza este concepto para resolver
situaciones problema.

El estudiante E6, segtin las actuaciones en las tareas del
cuestionario y en las entrevistas, demostr6 las caracteristicas de este
nivel.

Subnivel Inter

C1. Reconocer propiedades de continuidad, derivabilidad y
diferenciabilidad de los elementos matematicos FR y CE. Se manifiesta
cuando reflexiona sobre la relacién, derivabilidad implica
continuidad, que se cumple para FR; esta no se verifica para campos
escalares y vectoriales. Por tanto, debe extender el concepto de DIFR a
la DICE, para garantizar la continuidad del CE.

C2. Establecer relaciones entre elementos matematicos internos
que configuran la DICE. Cuando reconoce los siguientes elementos:
CE, transformaciéon lineal T,:R™ - R y los relaciona mediante la
funcién definida en (47).

E;ASR">R,

fla+v) - f(@) - Ty()
v - E,(v) = vl o
0, Siv=20

v#0 47)

Con las anteriores relaciones se genera otra, descrita por la
expresion (48), la cual permite concluir que si existe la transformaciéon
lineal T, y la funcién E(a, v) de tal manera que para |[v|]| <7, r >0,
E(a,v) > 0 cuando v — 0, entonces el campo escalar f es
diferenciable en un punto a.

fla+v) = f(a) +T,(v) + [lv]|E(a,v). (48)
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Ademds, se puede sintetizar el proceso anterior como
equivalente de verificar que si se cumplen las relaciones descritas por
(49), entonces el campo escalar f es diferenciable en a.

fla+v) = f(@) = Ty(v) _

im
llvll-0 |v]|

0. (49)

Por otra parte, genera nuevas relaciones entre la diferencial T,
con las derivadas parciales al determinar que si el campo escalar f es
diferenciable en a, entonces T,(v) = Vf(a) v y puede aplicar este
concepto para resolver situaciones problema. En este subnivel se ubic6
el estudiante E4.

Nivel Trans

En este nivel se caracterizan los estudiantes que logran
generalizar el proceso de diferenciacién a funciones en varias
variables y fijar sintesis en el esquema cuando relacionan elementos
matemadticos para hacer inferencias en la solucién de situaciones
problema. Se determinaron los subniveles Trans 1y Trans de este
nivel, segtn los siguientes desempefios demostrados.

Subnivel Trans 1

C1. Establecer relaciones entre el elemento matematico DICE,
comprendido como proceso u objeto, con la DICV. Se manifiesta
cuando ha entendido el elemento DICE como objeto, lo desencapsula
en el proceso que verifica si un CV es diferenciable en un punto, asf: si
todos los CE que conforman el CV son diferenciables en el punto,
entonces el CV es diferenciable en este. Ademas, calcula la DD del CV
como el producto de la matriz jacobiana (matriz que representa
transformacioén lineal T,: R* - R™ formada por los m gradientes de
los campos escalares que conforman el CV evaluados en el punto) por
el vector direccion.

C2. Presentar primeros intentos de sintesis entre los elementos
matematicos DIFR, DIFVR, DICE. Ocurre al intentar generalizar los
procesos de diferenciacién de una FR, FVR y CE para calcular la DICV
en un punto, verificando que se cumple la ecuaciéon (50) cuando f es
un CV.
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If(a+v) = fla) = Ta(W)llm

m
[ vl

= 0. (50)

En este subnivel se ubica el estudiante E3.

Subnivel Trans

C1. Establecer relaciones légicas entre los elementos que

configuran el esquema de la DIFVV, para inferir propiedades que se
describen a continuacién:

En una FR, al determinar la siguiente relacién l6gica bicondicional:
la diferencial de una FR en un punto es equivalente a la derivada
de la funcién en el punto, (en notacion de algebra proposicional,
p© q).

En una FR se cumple la relacién condicional l6gica, si existe la
derivada de la funcién en un punto, entonces la funcién es
continua en este. Sin embargo, esta relacion no se cumple para una
FVV'y se expresa en forma equivalente como la negacién de esta
condicional asi: existen FVV que poseen derivadas parciales en un
punto y no son continuas en este (en notaciéon de 4&lgebra
proposicional, =(p = q) < p A = q).

Para una FVV no se cumple la propiedad, la derivabilidad implica
la diferenciabilidad, expresando este hecho como la negacién del
condicional asi: existen funciones que son derivables en un punto
y no son diferenciables en este (en notaciéon de algebra
proposicional, =(p = q) © p A = q).

Las FVV satisfacen la relacion que diferenciabilidad implica la
continuidad TDICO. Se evidencia cuando aplican el
contrarreciproco de esta relaciéon de la siguiente manera: si una
funcién no es continua en un punto, entonces no es diferenciable
en este (en notacion de algebra proposicional, (p - q) © —-q -
- p )

La condicién suficiente pero no necesaria para que una funcion sea
diferenciable en un punto CSD], se puede evidenciar si una funcién
es diferenciable en un punto al analizar la existencia de las

252



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

derivadas parciales en una vecindad del punto y la continuidad de
estas en el punto, en algebra proposicional p — q.

La diferenciabilidad en un punto de una FVV implica la existencia
de la derivada direccional en este, cualquiera que sea el vector
direccién (TDIDD), y esta derivada es igual al producto del
gradiente evaluado en el punto con el vector direccién. Para el
caso particular de un CE, la diferenciabilidad en un punto de su
dominio implica la existencia de todas las derivadas parciales
TDIDP.

Los reciprocos de los teoremas DIDD y DIDP no se cumplen,
cuando justifica que hay puntos del dominio de definicién de una
FVV donde existen las derivadas cualquiera sea la direccién y, sin
embargo, la funcién no es diferenciable en estos puntos (en
notacion de algebra proposicional, -(p 2 q) ©pA-=q).
Ademas, cuando se verifica que la funcién no es diferenciable en
un punto, la derivada direccional en este, cualquiera que sea su
direccién, no es igual al producto punto del gradiente calculado en
el punto con el vector direccion y, por tanto, esta derivada debe ser
evaluada utilizando la definicién como el limite del cociente de
incrementos.

Establecer coherencia del esquema de la DIFVV. Se presenta
cuando generaliza y sintetiza las propiedades que satisfacen los
elementos matematicos para determinar cuando una FVV es
diferenciable en un punto y precisar su diferencial segtn de las
dimensiones de los espacios entre los cuales esté definida la
funcién como DIFR, DIFVR, DICE y DICE.

En este nivel se ubican los estudiantes E1 y E2. En la Tabla 20 se
caracteriza el desarrollo del esquema de la DIFVV.

Subniveles Caracteristicas

Elementos matemadticos y sistemas
de representacion

Intra 1

C1. No utilizar elementos
matematicos.

C2. No establecer
relaciones entre los
elementos matematicos.
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Elementos matemiticos y sistemas

COmo acciones.

C3. Recordar y relacionar
los elementos
matematicos internos de
la DIFR.

Subniveles Caracteristicas de representacion
Funcion real (G, A).
Diferencial de una funcion real (G):
Derivada de una funcién como
transformacion.
C1. Recordar elementos Incremento de la funcién.
matematicos internos de Aproximacion del incremento
la DIFR, de forma aislada. de la funcién por el diferencial.
Error al aproximar el
C2. Establecer relaciones | incremento de la funcién por el
entre los elementos diferencial.
matematicos internps de Diferencial de una funcion real (A,
Intra la DIFR, comprendidos AN):

Derivada de una funcién como
una transformacion.
Incremento de la funcion.
Aproximar el incremento de la
funcién en un punto por la
diferencial.

Error al aproximar el
incremento de la funcién por el
diferencial.

Demostracion directa de
diferenciabilidad.

La diferencial como un
operador lineal.

Condicion suficiente de
diferenciabilidad.

Tabla 18. Caracteristicas, elementos matemaéticos y sistemas de representacién del
nivel Intra 1 e Intra del esquema de diferencial

Elementos matemdticos y

la DIFR.

Subniveles Caracteristicas sistemas de representacion
C1. Reconocer la DIFVR | Funcion real (A).
como elemento Funcion vectorial de variable
Inter 1 matemético contiguoa | real (A).
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Elementos matemdticos y

Subniveles Caracteristicas sistemas de representacion
Diferencial de una funcion real
(A):
Dif ial funci6
C2. Establecer relaciones iferencial de una uncion
real como operador lineal.
entre los elementos
matematicos contiguos Diferencial de una funcion
DIFR y DIFVR. vectorial de variable real (A):
Inter 1 . . .
(continuacién) Diferencial de una funcién
vectorial como un operador
lineal.
Espacio tangente a una
funcién vectorial de variable
real en un punto.
Campo escalar (G, A, T).
Derivada parcial (G, A, T, AN):
Derivada parcial como la
pendiente de la recta tangente
a una curva.
C1. Identificar los R v . L
» eglas de diferenciacion para
elementos matematicos .
calcular la derivada.
DD y DP de naturaleza . . .
milar a la DEFR Aproximacion de la derivada
Inter 2 st ’ parcial por diferencias finitas.
C2. Generalizar los Derivada direccional (A, AN):
procesos de derivacion | poiyada direccional como el
deuna FRaunCEoun | jiite de un cociente de
Cv. incrementos.
Derivada parcial como caso
particular de la derivada
direccional.
Linealidad de la derivada
direccional.
C1. Reconocer Campo escalar (N, A)
Inter propiedades de Diferenciabilidad de un campo
continuidad, escalar (A, AN, N):
derivabilidad y Derivada de un campo
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Elementos matemdticos y

la DICE.

Subniveles Caracteristicas sistemas de representacion
diferenciabilidad de los | escalar como una
elementos matemadticos | transformacion.
FRy CE. Incremento de un campo
escalar.
Operador derivada de un
C2. Establecer relaciones | campo escalar aplicado a un
Inter entre elementos vector.
(Continuacion) | matematicos internos de Aproximacion del incremento

de un CE por el operador
derivada.

Resto de aproximar el
incremento del CE por el
operador derivada.
Diferencial de un CE como
una transformacion lineal.

Tabla 19. Caracteristicas, elementos matematicos y sistemas de representacién del
nivel Inter 1, Inter 2 e Inter del esquema de diferencial de una funcién en varias

C2. Presentar primeros
intentos de sintesis entre los
elementos matematicos
DIFR, DIFVR, DICE.

variables
' Caracteristicas Elementos matemadticos y sistemas
Subniveles de representacion
Campo vectorial (A).
Diferencial de un campo vectorial
(A): Derivada de un
campo vectorial como una
transformacion.
C1. Establecer relaciones Incremento de un CV en un
entre el DICE,
. punto.
comprendido como .
biot DICV Resto de aproximar el
Trans 1 proceso tobjeto, con " | incremento de un CV en un

punto por la derivada de un
CV evaluada en un punto
aplicada a un vector.
Condicién directa para
demostrar la diferenciabilidad
de un CV en un punto.

La DICV, como una
transformacion lineal.
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Elementos matemadticos y sistemas

de representacion
Diferencial de una funcion en
varias variables (A, AN).

Subniveles Caracteristicas

Condicion directa para mostrar
que una funcién es
diferenciable.

Cl Establ laci Condicion suficiente de
- Establecer relaciones |yt onciabilidad.

l6gicas entre los elementos
que configurar la DIFVV
para inferir propiedades.

Diferenciabilidad implica
continuidad.
Diferenciabilidad implica la
existencia de la derivada
parcial.

Diferencial de una funcién real
de variable real.

Diferencial de una funcién
vectorial de variable real.
Diferencial de un campo
escalar.

Diferencial de un campo
vectorial.

Trans

C2. Establecer coherencia
del esquema de la DIFVV

Tabla 20. Caracteristicas, elementos matematicos y sistemas de representacién que
caracterizan el nivel Trans 1y Trans del esquema de diferencial de una funcién en
varias variables

El paso del nivel Intra al Inter se da cuando el estudiante
desencapsula el objeto DIFR en procesos para realizar sintesis, generar
nueva informacion para calcular derivadas de funciones vectoriales
de variable real y de funciones reales de variable vectorial.

El paso del Inter al Trans se percibe cuando el estudiante
desencapsula la DICE y aplica procesos para calcular la derivada de
un campo vectorial y la derivada de una funcién en varias variables.

En la Tabla 21 se expone el resumen de las caracteristicas,
marcadas con X, que mostraron los estudiantes y que permiti6
ubicarlos en los niveles de desarrollo del esquema, donde se puede
apreciar lo siguiente:
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Los estudiantes se clasificaron en los diferentes niveles de
desarrollo, dependiendo del nimero de elementos matematicos
que recordaron, las relaciones que determinaron entre estos y las
formas de representacion, cuando intentaron resolver las tareas
disenadas para requerir cierta informacién para la solucién (en
términos de las estructuras mentales como accién, proceso u objeto
de los conceptos de DIFR, DIFRV, DICE o DICV), y que
caracterizaban cada nivel.

Los estudiantes E5, E6, E7 y E8 recuerdan elementos matematicos
de manera aislada, porque presentan caracteristicas en forma
discontinua en los diferentes niveles de desarrollo.

La diferencia en los niveles de desarrollo del esquema de los
estudiantes se presenta porque algunos solo recuerdan los
elementos matemadticos, mientras que otros, ademds de
recordarlos, los pueden relacionar y utilizar.

Existen diferencias dentro de un mismo nivel (Inter, Intra o Trans)
por la cantidad de elementos matemaéticos que utilizan de forma
correcta y por las relaciones l6gicas que establecen entre estos para
resolver las tareas.

A los estudiantes que tienen facilidad para comprender los
elementos matematicos en diferentes formas de representacién,
también se les facilita determinar relaciones légicas y resolver
situaciones problema. Sin embargo, se nota una tendencia a utilizar
la representaciéon algebraica, asi como a emplear férmulas y
expresiones, pero cuando las funciones estdn representadas en
forma numérica o tabular, tienen dificultad para interpretar los
conceptos y resolver problemas.

. Intra Inter Trans
Niveles
Subnivel Intra 1 Intra Inter 1 Inter 2 Inter Trans 1 Trans
Estudiante | C1 | C2 | C1 | C2 | C3|Cl|C2|Cl1|C2|Cl|C2|Cl|C2|Cl|C2
E1l X X X X X X X X X X X X X
E2 X X X X X X X X X X X X
E3 X X X X X X X X X X X
E4 X X X X X X X X X X
E5 X X X X X X
E6 X X X
E7 X X X X X
E8 X X X
E9 X

Tabla 21. Estudiantes y caracteristicas segin niveles de desarrollo del esquema de

la diferencial de una funcién en varias variables.
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CONCLUSIONES

Sobre el fenémeno de la comprension

El estudio de la comprension de la diferencial de una funcion en varias
variables es complejo, debido, entre otros aspectos, a su carédcter
formal, ala cantidad de elementos y relaciones que lo configuran, a
los diferentes sistemas de representacion utilizados y a los esquemas
previos requeridos (espacios vectoriales, producto interior, normas,
funcién, limite, continuidad, derivabilidad). Sin embargo, para
controlar esta complejidad se adopt6 el marco tedrico y metodolégico
APOE, de corte constructivista, que permite describir y explicar el
desarrollo del esquema de este concepto.

Al respecto, el desarrollo del esquema en este enfoque tedrico
se expresO por niveles de comprensioén, que se fijaron teniendo como
referencia la triada Intra, Inter y Trans'®>, de acuerdo con las
caracteristicas que manifestaron los estudiantes que participaron en la
investigacion, en los desemperios de las tareas y en las entrevistas, al
construir y representar en forma grafica, algebraica, numérica y
analitica, los elementos matematicos y sus relaciones. La comprension
de los elementos matematicos se reflejé en términos de las estructuras
mentales de accion, proceso, objeto y esquema. Las relaciones entre los
elementos son el resultado de activar mecanismos para interiorizar
acciones, coordinar o invertir procesos, encapsular procesos en
objetos, desencapsular objetos en procesos, organizar las estructuras
en el esquema y tematizar el esquema en un nuevo objeto, la
diferencial de una funcién en varias variables.

En relacién con investigaciones sobre conceptos previos a la
diferencial, como la comprensién de funciones en dos variables1%,

105 Jlana Arnon y otros, op. Cit. p 114-118.

106 Rafael Martinez-Planell, Maria Trigueros, “Students” understanding of the
general notion of a function of two variables”, Springer Science+Business Media B.1.
2012,3
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estas reportan que este concepto tiene muchas sutilezas, por tanto se
deben utilizar varias formas de representacién que favorezcan su
aprendizaje. Estas dificultades se presentaron en esta investigacion
para graficar e interpretar planos, rectas secante y tangente, curvas
parametrizadas en R* y R?, campos escalares definidos en dominios
de R? e interseccion de planos con superficies.

En relacién con investigaciones sobre la comprension de la
diferencial de una funcién real de variable real, que es equivalente a
la derivada, se observaron dificultades en los estudiantes para
interpretar el concepto en forma algebraica, grafica y analitica. Estas
dificultades también se evidenciaron en esta investigacion en las
caracteristicas del nivel Intra del esquema y en el paso de este a los
niveles Inter y Trans, para comprender la diferencial de funciones
vectoriales de variable real, de campos escalares y de campos
vectoriales.

Ademas, se constato la presencia de obstaculos epistemolégicos
que se caracterizan porque propiedades que se cumplen en contextos
restringidos para funciones en una variable, no se cumplen para
funciones en varias variables, como la derivabilidad, que implica
continuidad y criterios para la existencia de limite de una funcién en
un punto.

Por otra parte, desde el punto de vista histérico, para la
comprensién, formalizacién y definiciéon del concepto de diferencial
de una funcién en varias variables, la humanidad tard¢ varios siglos
para desentrafiar sus particularidades. Al respecto, se destacan los
siguientes aportes, algunos de los cuales causaron pasiéon y
controversia tanto para la comunidad matematica, como para su
ensefianza y aprendizaje.

NEWTON define las variables denominadas fluyentes, como las
generadas por el movimiento de puntos, rectas y planos, diferente a la
concepcion de elementos estaticos; las considera como infinitesimales
y las nota como x e y. Al cambio relativo de la fluyente con respecto al
tiempo lo denomina fluxién por su cardcter fisico, y lo representa por
xey.

260



LA COGNICION Y LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL, DESDE LA TEORIA APOE.
UN APORTE A LA FORMACION DE PROFESORES EN MIATEMATICAS

LEBNIZ define los diferenciales como cantidades arbitrariamente
pequefias, con una vision dindmica; cantidades que tienden a cero, que
se pueden hacer tan pequefias como se quiera. La notacién dy/dx,
combina una percepcién primitiva y una cierta referencia del paso a
limite abstracto, implicito en el concepto de diferencial.

EULER enuncia la forma de calcular la diferencial de una funcién de
dos variables, considerando las derivadas parciales como un paso
intermedio para este fin.

CAUCHY define la diferencial como el producto de la derivada por un
incremento arbitrario de la variable independiente.

FRECHET introduce el concepto de diferencial en su interpretacion
moderna, en términos de transformaciones lineales. La diferencial df,
consiste en exigir que Af(a) — df(a)Ax sea infinitamente pequefio
respecto a Ax. Por tanto, lo que es infinitamente pequefio respecto a Ax
no es la diferencial, sino su diferencia con el incremento Af — df.

Sobre el andlisis del concepto

La génesis del concepto de diferencial contribuy¢ a la solucién de los
problemas clasicos del siglo XVII (calcular el ritmo de cambio,
encontrar la tangente a una curva dada, calcular valores maximos y
minimos de una funcién, calcular sumas infinitas) y motivé a la
comunidad matemética a su invencién, a dotarlo de rigor,
formalizarlo y socializarlo. Lo anterior incidié en el desarrollo del
analisis funcional, la fisica matematica y sus importantes aplicaciones
en 4reas afines.

Al respecto, el concepto de diferencial esta estrechamente
relacionado con la derivada. En funciones reales de variable real, los
dos conceptos son equivalentes, por tanto, la complejidad en la
investigacion sobre la comprensién de la diferencial y la derivada de
este tipo de funciones es similar.

Sin embargo, al extender el concepto derivada a funciones en
varias variables, carece de sentido hallar los cocientes incrementales
de estas aplicaciones y, por lo tanto, no es posible generalizar el
concepto de derivada en esos términos, lo que si es posible es
generalizar el concepto de derivada a subespacios de dimension uno.
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Aparece asi el concepto de derivada direccional y, como caso
particular, el concepto de derivada parcial.

Asi que, para generalizar el proceso de derivacién a funciones
en varias variables, surgi6 el concepto de diferencial, que estudia la
variacion de una funcién en relacién con incrementos de las variables
independientes cuando estos son pequefios o, atin mejor, cuando ellos
tienden a cero.

En relacién con este concepto, intuitivamente una funcién es
diferenciable en un punto particular de esta, si en cercanias del punto
en consideracion se comporta de manera similar a una funcién lineal,
es decir, en una vecindad del punto se puede aproximar muy bien por
una funcién lineal. Si la similitud con lo lineal se produce cuando se
incrementa una sola de sus variables, se dice que la funcién es
derivable respecto de ella; si la casi linealidad lo es respecto a la
variaciéon conjunta de todas las variables, se dice que la funcién es
diferenciable.

Por tanto, para formalizar las nociones intuitivas de la
diferencial, se establecieron los elementos matematicos, las relaciones
légicas y los registros de representacion, que caracterizan el esquema
del concepto diferencial y son referentes para estudiar su
comprension.

Elementos matemdticos

Los siguientes son los elementos matematicos que configuran la
DIFVV:

Derivada direccional (DD), derivada parcial (DP), funcién
derivable en un punto (FDE), diferencial de una funcién de variable
real (DIFR), diferencial de una funcién vectorial de variable real
(DIFV), diferencial de un campo escalar (DICE), diferencial de un
campo vectorial (DICV), diferencial de una funcién en varias variables
(DIFVV).

Relaciones légicas

Para establecer relaciones entre los elementos matematicos que
configuran la diferencial, se fija un abierto 4, subconjunto de R", un
punto a de A y una funcién f, definida de A en R™, con m y n
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naturales. Sobre estos elementos, a continuacién se presentan las

relaciones loégicas que permiten hacer inferencias acerca de la
diferenciabilidad.

Conjuncion logica (p A q)

Afirmar que la funcién f es diferenciable en a, es equivalente a las
siguientes declaraciones, las cuales, a su vez, son equivalentes entre si:

Existe una aplicaciéon lineal, de R" en R™, que se denota por
Df (a) y se denomina diferencial de f en q, tal que,

If(a+v)—fl@) —Ta@)llm _

l[v]ln—0 vl

Existe una aplicacion lineal, Df (a): R® - R™, y una funcién
E(a,h): R" - R™, tales que cuando ||h|| = O,

fla+h) = f(a)+Df(a)(h) + |RlIE(a, b), y, lim E(a,h) = 0.

Condicional (p —q)
Condicion de derivabilidad (CD). Si existen todas las derivadas parciales
de f en a, entonces f es derivable en a.

Condicion suficiente de diferenciabilidad (TCSDI). Si las derivadas
parciales existen en una vecindad del punto a y son continuas en a,
entonces f es diferenciable en a.

Diferenciabilidad implica continuidad (TDICO). Si f es
diferenciable en el punto a, entonces f es continua en a.

Frecuentemente se utiliza el contrarreciproco de esta relacion
en el siguiente sentido: si una funcién f no es continua en un punto a,
entonces f no es diferenciable en a.

La diferencial implica existencia de las derivadas direccionales
(TDIDD). Si f es diferenciable en a, entonces existe la derivada
direccional para cualquier vector direcciéon u en R", en particular f es
derivable en a.

La diferenciabilidad de un campo escalar implica la existencia de las
derivadas parciales (TDIDP).

Funcion de clase C! implica ser diferenciable (CC1DI).
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Registros de representacion.

Los registros para representar los elementos matemaéticos y evidenciar
su comprension son los siguientes.

Analitico. Relacionado con las definiciones verbales de los
conceptos, los axiomas o postulados considerados como verdades, las
relaciones y propiedades que se establecen entre los elementos
matematicos expresados a través de los teoremas, las consecuencias de
los teoremas o corolarios con las demostraciones correspondientes
utilizando el razonamiento l6gico.

Algebraico. Relacionado con expresiones algebraicas, las
férmulas, operaciones y algoritmos.

Grifico. Relacionado con los dibujos, gréficas de funciones y
figuras.

Verbal. Relacionado con descripciones en lenguaje natural de
los conceptos.

Numérico. Relacionado con tablas, métodos y algoritmos
numeéricos.

Computacional. Conjunto de instrucciones (declaraciones) segun
la sintaxis de un lenguaje de programacién, para que el computador
pueda entender y ejecutar. A través de estas instrucciones se
representan acciones, procesos, objetos y esquemas.

Implicaciones en la enseiianza

El enfoque APOE que se sigui6 para esta investigacion, es un modelo
que satisface los criterios para considerarse como una teoria: poder
descriptivo, poder explicativo, alcance, rigor y especificidad,
susceptible de falsacién, capacidad de replicacién y triangulacién!?”.
Por tanto, este marco teérico y metodolégico permitié establecer de

107 David E. Meel, “Modelos y teorias de la comprensién matematica: comparacién
de los modelos de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de la comprensién matematica
y la teoria APOE”. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa,
RELIME, 6, 2003: 243-244.
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manera cientifica los niveles de comprension de la diferencial de una
funcién en varias variables.

En este sentido, a partir del andlisis del desarrollo histérico de
la diferencial, de la presentacion de esta en los textos, de la experiencia
como docente y estudiante, se propuso una DG preliminar del
concepto, la cual se puso a prueba en la investigacién y, segtn los
resultados obtenidos, se presenté una version refinada que describe
una trayectoria mental que un estudiante debe seguir para
comprender el concepto en términos de los mecanismos mentales
activados por la abstraccion reflexiva para construir los objetos
mentales (los elementos matematicos) y establecer relaciones légicas
entre estos a través de la wutilizacion y coordinacion de las
representaciones.

Por otra parte, las actividades computacionales disefiadas
segtn la DG, al implementarlas y depurarlas en el software MATLAB
demostraron motivar e inducir al estudiante a utilizar y coordinar
representaciones analiticas, algebraicas, numéricas y gréficas, cuando
realizaba acciones (instrucciones linea a linea en la ventana de
comandos o en programas) sobre objetos previamente construidos,
que al repetirlas en diferentes situaciones inducian la interiorizacion
de estas en procesos (elaboraciéon de procedimientos, archivos m-file
o script de MATLAB). Posteriormente, estos procesos se encapsulaban
en nuevos objetos matematicos (elaboraciéon de funciones) que, al
relacionarlos con otros (llamado a funciones previamente
construidas), propiciaban inferencias légicas para construir el
esquema y, de esta manera, lograr una mejor comprensiéon del
concepto.

Estas actividades son un complemento de la presentacién del
concepto en los textos, de las técnicas tradicionales de ensefianza y
aprendizaje, caracterizadas por las exposiciones magistrales, ejercicios
y evaluaciéon. Ademds, se aprovechan los recursos humanos,
informaticos y tecnolégicos disponibles.
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Sobre el desarrollo del esquema

En el capitulo anterior se caracteriz6 el desarrollo del esquema de la
diferencial de una funcién en varias variables, a través de los distintos
subniveles, en estudiantes que habian participado de un ciclo de
instruccion ACE de célculo multivariable. De manera similar que en el
trabajo sobre el desarrollo del esquema de la derivadal® y Ia
comprensién de la integral definidal® en el anélisis de los
instrumentos de recogida de la informacién y de los instrumentos
tedricos, se comprobd que la construccion del conocimiento es
progresiva y continua, y que el paso de un subnivel al siguiente se
evidencia por las relaciones l6gicas que el sujeto es capaz de establecer
entre los elementos matematicos que conoce y lo que sabe hacer con
estos elementos en la resolucion de las distintas tareas.

El primer intento de relacionar los elementos matematicos es a
través de la “conjuncién légica”, siendo esta el primer tipo de relacion
que, con frecuencia y de manera correcta, establecen los estudiantes;
como se evidencia con el estudiante EI1, cuando justifica en la
entrevista la diferenciabilidad de una funcién real correspondiente a
la Tarea 1.b.

La “implicacién légica” es otra relacién que frecuentemente
utilizan los estudiantes en sus inferencias, como se demostré cuando
los estudiantes E1 y E2 resolvieron las tareas 5 y 6, para determinar si
la funcién f, definida por secciones, es diferenciable en (0,0), y cuando
el estudiante E1 justific6 la diferenciabilidad de un campo vectorial en
un punto, en la Tarea 9.

La relacion de “contrarreciproca” solo se manifiesta por pocos
estudiantes, como se puede evidenciar en el desempefio del estudiante
E2 en la solucién de la Tarea 5.c, para determinar si la funcion del
ejemplo es continua en un punto.

Los elementos matematicos que utilizan los estudiantes, en
general, son los mismos, aunque varian de un estudiante a otro en el

108 Gloria Sanchez-Matamoros, Mercedes Garcia Blanco y Salvador LLinares, “El
desarrollo... 7.
109 Eliécer Aldana, Comprension de la integral... 392.
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desempefio de las tareas del cuestionario; los elementos matematicos
que comuinmente recuerdan son “derivada o diferencial de una
funcién real de variable real”, “derivada parcial”’, “derivada
direccional”; con los que tienen més dificultad son “diferencial de una
funcién vectorial de variable real”, “diferencial de un campo escalar”
y “diferencial de un campo vectorial”; algunos de estos elementos se
recuerdan de forma incorrecta o con errores en los elementos que los
configuran, como se describe a continuacion.

Respecto a la diferencial de una funcién real de variable real,
los estudiantes calculan la derivada de la funcién definida por la
expresion algebraica y la evaltian en un punto aplicando teoremas de
diferenciacién; sin embargo, tienen dificultades para representar
graficamente los elementos que constituyen la diferencial, como la
tangente a la curva en un punto, el incremento de f en a, Af(a) =
f(a+ h) — f(a); la diferencial de f en a aplicada a h, (f'(a)h) y el
error, hE(a, h) = Af(a) — f'(a)h.

Algunos estudiantes presentan dificultades para distinguir las
propiedades de derivabilidad, diferenciabilidad y transformacién
lineal de una funcién diferenciable real de variable real en un punto.
Por ejemplo, el estudiante E9 tiene la concepciéon que para esta clase
de funciones diferenciabilidad es equivalente a derivabilidad y que la
derivabilidad implica continuidad. Sin embargo, no tiene una imagen
clara de la derivada como el limite del cociente incremental en un
punto y la diferencial como una transformacion lineal.

En relaciéon con la derivada direccional, mostraron dificultad
para determinar en qué casos es conveniente aplicar la definicion
como el limite de incrementos o como el producto interior de la
diferencial evaluada en el punto por el vector direccion, que es valida
Unicamente cuando la funcién es diferenciable en el punto. Esta
dificultad surgié porque no lograron establecer la relacién que para
funciones en varias variables la derivabilidad no implica Ia
diferenciabilidad; como en el caso del estudiante E5, quien describi6
de manera equivocada el calculo de la derivada direccional de una
funcién que no es diferenciable en el origen, segin la Tarea 6 del
cuestionario.
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Respecto a las derivadas parciales, ellos demuestran facilidad
para calcularlas y evaluarlas en un punto, aplicando reglas de
diferenciaciéon o evaluando el limite de incrementos. Sin embargo,
cometen errores y tienen dificultades para interpretarlas como las
pendientes de rectas tangentes o como razén de cambio de la funcion
en el punto respecto a la variable que se esta derivando. Lo anterior se
pudo observar en el estudiante E5 cuando describi6é como resolvié la
Tarea 3 del cuestionario, pues cometi errores para ubicar los puntos
en la grafica de la funcién, identificar las secantes con sus respectivas
pendientes y el limite de estas cuando tienden a la tangente, con
pendientes expresadas por las derivadas parciales.

Ademds, cuando una funcién en varias variables esti
representada en forma tabular y no se muestra la expresion algebraica
que la define para estimar aproximaciones de sus derivadas parciales
en un punto, varios estudiantes tienen dificultades para identificar las
cantidades que permanecen constantes y las que cambian, los
incrementos de dichas variables, para formar cocientes que
representan las tasas medias de variaciéon de la funcién respecto a una
variable y su interpretacion al contexto que define la funcién. Por
tanto, no pueden hacer traducciones entre los registros que representa
la funcién (tabular, algebraico y analitico). Una situacion es la del
estudiante E7 sobre la Tarea 4.b, cuando, a pesar de calcular las tasas
medias de variacion de la funcién, definida en forma tabular, no puede
describir el significado de la aproximaciéon de la derivada parcial,
segun el contexto del problema.

Lo anterior incide en la dificultad para aproximar el valor de un
campo escalar en un punto no registrado en la tabla de valores,
aplicando el concepto de diferencial de un campo escalar utilizando la
parte principal del polinomio de Taylor de primer grado. Esto se
evidencia en el desempeno del estudiante E3, al resolver la Tarea 4.c,
cuando intenta comprender la DICE como acciéon al aproximar
h(43,17) por el promedio de los valores h(40,15) y h(50,20), como
cotas superior e inferior de la funcién en el punto en consideracion.
Para esto aproxima las DD como tasas de variaciéon media en estos
puntos, pero no logra identificar los elementos ni las relaciones
establecidas en la parte principal del polinomio de Taylor para
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encontrar la mejor aproximacién, ademds comete errores en las
operaciones.

Respecto a la diferencial de un campo escalar, los estudiantes
demostraron habilidad para aplicar acciones, reglas de diferenciacion
para calcular las derivadas parciales o evaluar limites de cocientes
incrementales. Sin embargo, tuvieron dificultades para determinar la
conveniencia de su aplicaciéon en situaciones cuando las funciones
estaban definidas por secciones en forma algebraica y no lograron
establecer relaciones entre limite, continuidad, derivabilidad y
diferenciabilidad.

Los estudiantes E7 y E9, en la solucién de la Tarea 5.d, no
comprendieron la nocién de continuidad como un proceso que resulta
de la coordinacién de los procesos de evaluar el limite de la funcion
en un punto y de verificar que chl_r}(ll f(x) = f(a). Ademas, utilizaron la

condiciéon que diferenciabilidad implica la continuidad, pero no
explicaron cémo se deduce la diferenciabilidad.

Ademas, el estudiante E6, en la Tarea 5.c, para determinar la
diferenciabilidad de la funcién en un punto de forma directa, realiz6
la accién de evaluar el limite del cociente del resto (la diferencia del
incremento de la funcién en el punto con la diferencial aplicada al
incremento de la variable independiente) entre la norma del
incremento de la variable independiente, pero no interiorizé que si
este limite es cero, entonces la funcién es diferenciable.

Los errores y las dificultades descritas anteriormente
demuestran que algunos estudiantes aplican de manera mecénica y
algoritmica reglas para hallar derivadas totales y parciales de
funciones, calcular gradientes, jacobianos, aplicar teoremas
fundamentales sobre la diferencial de una funcion en varias variables.
Sin embargo, no establecen para qué clase de funciones y en cuales
puntos se pueden aplicar, no tienen en cuenta la representacion de la
funcién, no interpretan y utilizan estos conceptos para resolver
situaciones problema. Esto concuerda con los resultados encontrados

269



ZAGALO ENRIQUE SUAREZ AGUILAR

en el estudio acerca de concepciones y dificultades sobre los
diferenciales!10.

Por lo tanto, se sugiere para la ensefianza de estos conceptos,
presentar y analizar, en diferentes formas de representacion, variedad
de ejemplos y contraejemplos de funciones, en los cuales se pueda
evidenciar que no se preservan ciertas propiedades de funciones
reales de variable real a funciones en varias variables, situaciones que
motivaron la generalizacion del proceso de derivacion al de
diferenciacion.

Respecto al desarrollo del esquema de la diferencial de una
funcién en varias variables, los siguientes niveles y subniveles estdn
caracterizados por la comprensién como objeto de los respectivos
elementos matematicos que se enuncian a continuacion: Intra, la
funcion real de variable; Inter 1, la diferencial de una funcién vectorial
de variable real; Inter 2, la derivada parcial y derivada direccional;
Inter, la diferencial de un campo escalar; Trans 1, la diferencial de un
campo vectorial; y Trans, la diferencial de una funcién en varias
variables, estableciendo relaciones légicas entre los objetos
previamente construidos, que configuran y dan completez al
esquema.

Limitaciones y perspectivas futuras

Una limitacién en el desarrollo de las actividades computacionales
basadas en la DG es la dificultad de los estudiantes para familiarizarse
con el software, en particular con la sintaxis y el razonamiento 16gico
para dar las instrucciones o elaborar los programas. Sin embargo, estas
dificultades se compensan con la posibilidad de construir y manipular
con cierta facilidad y autonomia objetos y graficas bidimensionales y
tridimensionales, realizar cdlculos numéricos para representar e
inducir la nocién de infinitesimales, el orden de los infinitesimales y
la aproximacién del limite de funciones, lo cual permite que el
estudiante descubra y construya su propio conocimiento e interactte
con sus compafieros como una posibilidad para fomentar el
aprendizaje colaborativo.

110 Michele Artigue, “Analysis”... 183-184.
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Como el computador es una maquina discreta, los procesos de
limite, que son dindmicos, son simulados por cantidades pequefias
pero estaticas, a través de los limites de cocientes incrementales, y las
derivadas, por diferencias finitas. Por tanto, las actividades estan
orientadas a realizar representaciones aproximadas de la diferencial y
la derivada. Se sugiere complementarlas con actividades sin utilizar el
computador.

Para continuar con la investigacion se proponen las siguientes
fases:

Desarrollar esta propuesta con otros grupos de estudiantes,
para proseguir con el refinamiento de la descomposicién genética del
concepto.

Utilizar este proceso investigativo en otros temas del
pensamiento matematico avanzado que presentan dificultades en su
comprensién, a fin de procurar mejores desempefios de nuestros
estudiantes y contribuir a la investigaciéon en educacion matematica.
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