A

Situaciones problema con dos muestras para la
prueba de hipotesis en investigacion formativa

En este capitulo se exponen diversas situaciones problema relacionadas
con la utilizacion de algunos topicos de estadistica no paramétrica
centrados en la prueba de hipdtesis con base en dos muestras aleatorias.
Este tipo de pruebas se utilizan cuando el interés del investigador recae
en determinar si existen diferencias significativas entre dos tratamientos
0 si un tratamiento puede ser considerado mejor que otros desde un punto

de vista estadistico.

La primera seccion se ocupa del manejo de la prueba de McNemar para
la significacion de los cambios. En la segunda se examina la prueba del
signo. En la tercera se expone la prueba de la medina. En la cuarta se
presenta la prueba del rango signado de Wilcoxon o prueba de rangos
con signo de Wilcoxon. En la quinta se estudia la prueba U de Mann-
Whitney. En el contexto de dos muestras también se aplica un conjunto
de pasos para elaborar un proceso de inferencia estadistica ligado a la

prueba de hipotesis.

4.1 Situaciones referidas a la prueba de McNemar

En un disefio de dos muestras relacionadas, pareadas o por parejas (antes-
después) es usual utilizar una prueba paramétrica denominada t-student,
la cual se basa en el supuesto de que las diferencias de la variable

cuantitativa de interés se han de distribuir normalmente, con
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independencia de la poblacion de donde provienen los datos de esa
muestra; ademas, los datos deben estar en una escala de intervalo o de
razon. La prueba de McNemar es una prueba no parametrica destinada a
establecer la significancia de los cambios con base en dos muestras
relacionadas (antes-después), cuyos datos se pueden colocar en una
escala ordinal o en una nominal. Aqui cada individuo puede utilizarse

como su propio control.

Para determinar la significancia de cualquier cambio observado con esta
prueba se elabora una tabla de contingencia de tamafio 2x2, que presenta
cuatro entradas a, b, c, d, las cuales corresponden a frecuencias absolutas
que representan los dos conjuntos de respuestas referentes al antes y al
después de los individuos que conforman la muestra; se utilizan los
signos — y + para representar respuestas diferentes. En la Tabla 4.1 las
celdas A y D recogen los casos para los cuales existen cambios entre la
primera y la segunda respuesta; un individuo se clasifica en la celda A
cuando ha cambiado de + hacia -; en cambio, se ubica en la celda D si ha
pasado de — hacia +. Si no se ha observado ningin cambio antes = +,
después = + entonces el individuo se clasifica en la celda B; si se observa

el resultado antes = -, después = - se ubica en C.

Tabla 4.1. Tabla de contingencia para probar la significacion de los cambios

Después Después
Antes | Menos (-) Mas (+)
Mas A B
()
Menos C D
)

Fuente: los autores
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En este contexto, la suma A+D representa el nimero de individuos que
generaron cambios en las parejas (antes, después) de la variable de
estudio X. Se espera que la mitad de (A+D) cambie en una direccion y la
otra mitad en la otra direccion, en concordancia con la hipdtesis nula. La
situacion problema entonces se reduce a utilizar la estadistica de prueba
chi-cuadrado con un solo grado de libertad para probar la hipotesis nula
de igualdad de frecuencias esperadas. Asi, para las frecuencias

observadas Ay D resulta que:

Chi - cudrad &.(0,-¢) (A-05(A+D))* (D-05(A+D))
e rao_; e 05(A+D) | 05(A+D)

Después de efectuar las operaciones correspondientes, la anterior

expresion de la chi-cuadrado con un grado de libertad, se reduce a:

5 oV sy
Chi—cudrado:z(Oi e) =(A D)
i1 § (A+D)

Segln Yates (1934), la correccion se efectla por continuidad, ya que la
distribucion chi-cuadrado es continua y se estd aproximando una
distribucion discreta por una continua, por lo tanto, se utiliza la

estadistica de prueba dada por:

(A-D|-1)
(A+D)

Chi —cudrado =

La siguiente situacion problema ha sido adaptada de Siegel (1970): un
psicdlogo se ha interesado en el estudio de la iniciacion de los estudiantes
del nivel de preescolar en los contactos sociales. Este psic6logo ha

observado que estos estudiantes que llegan a la instituciéon educativa T
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suelen iniciar sus contactos sociales con las personas adultas mas que con
otros comparieros de su edad; ademas, afirma que a medida que aumente
su familiaridad, experiencia e interaccion con los individuos de la
institucion educativa T, los estudiantes de este nivel comenzaran a tener
méas contactos sociales con sus homdlogos. Para probar esta hipotesis
decide observar a 25 estudiantes de dicho nivel en cuanto a su iniciacion
en los contactos sociales en su primer dia en la institucion. Hace la
clasificacion correspondiente y luego los observa después de 20 dias
laborables y los clasifica nuevamente. Los resultados se presentan en la
Tabla 4.2.

Tabla 4.2. Tabla de contingencia para probar la significacion de los cambios en
la iniciacién de los estudiantes

Después Después

Antes Homologo | Adulto
Adulto 15 3
Homologo 3 4

Fuente: los autores

El proceso de prueba de hipdtesis para esta situacion puede incluir los

siguientes pasos:

1) Planteamiento del sistema de hipdtesis

Ho: fi= 0.5 parai=1, 2

H;: f; es mayor que f;

De forma equivalente, las hipotesis anteriores se pueden plantear de la
siguiente forma:

Ho: PA: PD =05

Hj_: PA> PD
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Donde Pa representa la probabilidad de que los estudiantes cambien su
objeto de iniciacion de adulto a homdlogo, Pp representa la probabilidad
de que los estudiantes cambien su objeto de iniciacion de homdélogo a

adulto.

2) Se fija el nivel de significancia en el valor a=0.05. 1 — a0 =0.95

3) Se trata de una prueba unilateral derecha sobre una distribucion tedrica

chi-cuadrado con k-1 = 2-1 = 1 grado de libertad

X 0051 =3.8415

4) La estadistica de prueba se soporta en los datos de la muestra, con n =
25, k =2.

A =15 es el nimero de infantes que cambiaron su objeto de iniciacion
pasando de adulto a infante (homologo); D = 4 corresponde al nimero de
infantes cuyo objeto de iniciacién fue infante y luego pasaron a adulto; B
=3y C = 3 representan a los infantes que se mantuvieron sin cambios en

sus objetos de iniciacion.

2 2 2
A-D|-1 15-4{-1
Chi —cudrado = (| | ) - (| | ) _ (10) _ 100

(A+D) (15+4) 19 19

=5.2631

5) Decision: si el p-valor es menor que a = 0.05 entonces se rechaza la

hipdtesis nula; en caso contrario, dicha hipotesis sera aceptada.

El p-valor = P(Chi >5.2631) =1-0.9782=0.025 aprox.
Al usar un paquete estadistico se establece que este p-valor es de 0.0218
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Como el p-valor resultd menor que 0.05 entonces se rechaza la hipdtesis

nula Ho: PA=Pp = 0.5 y se acepta la hipotesis alternativa Hy: Pa> Pp.
Aqui también resulta que 1- o= 0.95; %4, =3.8415

Como chi-cuadrado = 5.2631 resulta mayor que 3.8415, entonces se
decide rechazar la hipétesis nula. En esta situacion problema, por
cualesquiera de las dos formas se rechaza la hipdtesis nula. En
consecuencia, se acepta la hipétesis alternativa planteada por el

psicologo.

6) Con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que los infantes del
nivel de preescolar adoptan una tendencia significativa a cambiar su
objeto de iniciacion al pasar de su interaccion social con adultos hacia los
infantes (homdlogos) transcurridos 20 dias laborables en la institucion
educativa T. Es decir, hay evidencias suficientes para aceptar la

afirmacion hecha por el psicélogo.

4.2 Prueba del signo

Con frecuencia esta prueba se utiliza como una alternativa a la prueba t-
student de una muestra, donde la hipdtesis nula se plantea en términos de
que la media poblacional p es igual a un valor Y, y la hipétesis
alternativa consiste en uno de tres casos: a) U > W, , b) 1 < Mo, €) U difiere
de W, Para aplicar la prueba del signo solamente se supone que la
variable de interés X en la poblacion muestreada es continua y simétrica.
Si en vez de la media poblacional se trabaja con la mediana poblacional,

la cual en este documento serd denotada por p. entonces solamente se
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requiere que la variable X en tal poblacion sea continua; en estas
circunstancias, la prueba del signo que incluye a la mediana resulta
adecuada para cuando datos de la muestra aleatoria resulten heterogéneos

y el promedio no los represente adecuadamente.

Para operacionalizar la variable X, en esta prueba se sustituye cada valor
de la muestra que supere al valor de p, con un signo + y cada dato
inferior a Y, se reemplaza por un signo menos (-); cuando un dato de la
muestra resulta igual a [, solo se descarta. En este contexto, para la
cantidad n constituida por signos positivos y negativos se asocia una
prueba binomial donde la hipotesis nula se plantea en términos de que
parametro es p = 0.5 la cual significa que la proporcion de signos
positivos es igual a la de signos negativos; la hipdtesis alternativa podria
plantearse asi: a) p > 0.5, b) p < 0.5, ¢) p difiere de 0.5. En el caso de que
n resulte lo suficientemente grande, se utiliza la aproximacion de una

binomial por una normal con p =q = 0.5, asi:

X—0.5n

Jn(05)(0.5)

Donde x corresponde a la cantidad de signos positivos.

Es conveniente mencionar que la prueba del signo también se puede
aplicar para muestras por parejas, cuando el investigador tiene interés en
determinar que entre ambas condiciones (antes, después) se generan
diferencias significativas. Aqui, cada individuo puede constituirse en su
propio control. En este contexto, la hipdtesis nula debe incluir la
condicion de que la probabilidad del evento P(Xp > Xa) = P(Xp < Xa) =
0.5. Aqui se maneja el siguiente criterio, si la diferencia entre Xp y Xa
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resulta positiva, entonces se coloca un signo +, si la diferencia resulta
negativa, se pone un signo menos Yy si la diferencia es cero, la pareja se
descarta. En este caso, para la cantidad n constituida por signos positivos
y negativos, si x representa la cantidad de signos positivos, entonces se
puede usar una prueba binomial de pardmetros n y p donde la hipétesis
nula se plantea en términos de que parametro es p = 0.5 lo cual significa
que la proporcidn de signos positivos es igual a la de signos negativos; la
hip6tesis alternativa podria plantearse asi: a) p > 0.5, b) p < 0.5, ¢) p
difiere de 0.5. En el caso de que n resulte lo suficientemente grande,
nuevamente se utiliza la aproximacion de una binomial por una normal

conp=qg=0.5.

La siguiente situacién problema se ha adaptado de Freund y Miller
(2000): un ingeniero industrial hizo 20 mediciones en cuanto a la
resistencia de la rotura medida en libras, referidas a la clase de cinta de

algodon TW de dos pulgadas, y obtuvo los siguientes datos:

164, 166, 161, 190, 162, 172, 159, 152, 170, 163, 164, 140, 173, 166,
149, 167, 173, 164, 188, 174

El ingeniero afirma que la media de esta clase de cintas es superior a 161.
Usar un nivel de significancia del 5 % para probar la hipotesis planteada

por el ingeniero.

Para solucionar la situacion problema objeto de estudio a partir de la

muestra aleatoria:

164, 166, 161, 190, 162, 172, 159, 152, 170, 163, 164, 140, 173, 166,
149, 167, 173, 164, 188, 174
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se procederia de la siguiente forma:

1) Planteamiento del sistema de hipotesis

Ho: u =161
Hy:u> 161

De forma equivalente se pueden plantear las siguientes hipétesis:

Ho: p=0.5
Hi:p>0.5

2) Se fija el nivel de significancia en el valor a = 0.05.
3) La prueba es unilateral derecha.

4) La estadistica de prueba se soporta ahora en una distribucion binomial.

Para cada dato de la muestra que exceda a 161 se le asigna un signo mas,
para cada valor de la muestra que resulte inferior a 161 se le coloca un
signo menos y se descarta el unico valor de 161 en la muestra que es
igual a la media (en la hipotesis nula); en esta situacién, se obtiene la
siguiente secuencia de signos:

+’ +’ descarte’ +l +1 +l -l -l +1 +l +’ -’ +l +’ -1 +) +l +1 +) +

Asi, n=19

Se define la variable X: nimero de signos positivos en la muestra de
tamafo 19; x=0,1,2,...,15

P-valor =
P(X >15)=P(X =15)+P(X =16)+ P(X =17) + P(X =18)+ P(X =19)

19
P(X =15) = [15) (0.5)*(0.5)"*** =3876(0.5)"° =0.00739
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P(X =16)=| . |(0.5)*(0.5)"** =969(0.5)" =0.00184

P(X =17) =| __ |(0.5)"(0.5)"**" =171(0.5)* =0.00033

P(X =18)=| " |(0.5)*(0.5)"** =19(0.5)" = 0.00004

P(X =19)=| " |(0.5)(0.5)"** =1(0.5)° = 0.000002

Por lo tanto,

P-valor = P(X >15) =0.0096 para cuando p = 0.5

5) Como el p-valor resultd inferior al nivel de significancia a = 0.05,

entonces se rechaza la hipotesis nula y se acepta la hipétesis alternativa.

6) Con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que el promedio de
la resistencia a la rotura de la clase de cinta de algodon TW de 2 pulgadas
excede las 161 libras; en este caso, se acepta como cierta la afirmacion
hecha por el ingeniero industrial.

La situacion problema que se aborda a continuacion se formula de
manera similar a la expuesta por Freund y Miller (2000): un ingeniero
quimico ha tomado 40 mediciones referidas a la cantidad de toneladas de
Oxido de azufre, las cuales han sido emitidas por una planta industrial

perteneciente a la empresa NW, y ha obtenido los siguientes datos:

16, 14, 19, 28, 18, 17, 21, 24, 26, 8, 23, 19, 16, 5, 23, 13, 14, 22, 23, 25,
18, 22, 27, 18, 15, 21, 23, 16, 19, 12, 18, 9, 22, 17, 30, 12, 19, 16, 23, 13.
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El ingeniero afirma que la emisién promedio de éxido de azufre en la
empresa NW es inferior a 20.3 toneladas; utilizar un nivel de

significancia del 2 % para probar la hipotesis planteada por el ingeniero.

Para solucionar esta situacion problema mediante la prueba del signo,
primero se obtiene el conjunto conformado por los signos mas y los
signos menos; al comparar cada dato con la media de 20.3, si el dato esta
por arriba se pondré un signo mas, si esta por debajo se colocara un signo
menos y se descartaran los empates (cuya diferencia resulte cero).

- +)-1-1+1+|+1-1+ . +!-l-!+l+!+)-!+!+l-l-!+’+ -----

+, -+ -+ -

Se procederia de la siguiente forma:

1) Planteamiento del sistema de hipotesis

Ho: u=20.3
Hp:pn<20.3

De forma equivalente se pueden plantear las siguientes hipotesis:

Ho: p=0.5
Hi:p<05

2) Se fija el nivel de significancia en el valor o = 0.02.
3) La prueba es unilateral izquierda.

4) La estadistica de prueba se soporta ahora en una distribucion normal.

Al observar el conjunto conformado por los signos méas y menos, resulta
que,

n=40
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Se define la variable X: nimero de signos positivos en la muestra de
tamafio 40; x=0,1, 2,...,40 con p = 0.5 = g se hace la aproximacion de

una distribucion binomial por una normal, para x =16 signos positivos,

asi:
,__Xx-05n__ 16-0540) 16-20
Jn(05)(05) /4000505 10
P-valor =
P(X <16) = P( 7 r?io_.s(;.(?)r.]s) < \/iﬁo_.s(;.(zr.;)) = P(Z <-1.26)=0.1038
Por lo tanto,

P-valor = P(X <16) =0.1038 para cuando p = 0.5

5) Como el p-valor resultd superior al nivel de significancia a = 0.02,

entonces se acepta la hipotesis nula Hy: 1t = 20.3.

De otra forma, como el valor de la estadistica de prueba Z = -1.26 es
mayor que el valor de la distribucion tedrica normal estandar Z, = Zy g, =

-2.33, entonces se acepta la hipétesis nula.

6) Con un nivel de significancia del 2 %, se concluye que el promedio de
emision de éxido de azufre en la empresa NWW es de 20.3 toneladas; en
este contexto, no hay evidencia suficiente para aceptar la afirmacion
hecha por el ingeniero quimico, en esta situacién el ingeniero no tiene la

razon.

La siguiente situacién problema se ha formulado de manera semejante a

la expuesta en Lind et al. (2015): el director de sistemas de la empresa
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MW recomendé la implementacién de un curso de capacitacion para los
subgerentes; el objetivo era incrementar las competencias en el manejo
de bases de datos; algunos subgerentes opinaron que valdria la pena
tomar el curso, otros lo consideraron sin ningun valor; en esta situacion
se determind que las sesiones del curso empezarian el primer dia del
siguiente mes. Se selecciond una muestra aleatoria de 15 subgerentes; un
grupo de expertos establecio el nivel de competencia de cada subgerente
en referencia al manejo de tales bases, codificado asi: Excelente =5,
Sobresaliente = 4, Bueno = 3, Aceptable = 2 y Deficiente =1. Una vez los
subgerentes de la muestra terminaron el curso, el mismo grupo de
expertos calific6 nuevamente a los subgerentes. Se obtuvieron las

siguientes parejas de resultados (antes, después):

(4,5); (2,5); (5,4); (1,4); (5,5); (34); (1,2); (4,5); (31); (1,3); (3:4); (2,5);
(3.2); (3,4); (1.3).
El director afirma que las competencias sobre el manejo de bases de

datos se ha de incrementar una vez termine el curso; usar un nivel de

significancia del 5 % para probar la hipotesis planteada por el director.

Para solucionar la situacion problema objeto de estudio mediante la
prueba del signo, primero se obtiene el conjunto conformado por los
signos mas y los signos menos; al comparar cada diferencia (Después —
Antes), si tal diferencia esta por arriba de cero se asignara un signo mas,
si estd por debajo se colocara un signo menos y se descartaran los

empates (cuya diferencia resulte cero).

+1 +l -l +’ descartel +l +l +l -1 +1 +l +l -’ +1 +

Se procederia de la siguiente forma:
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1) Planteamiento del sistema de hipotesis

Ho: Up = Ha
Hi: Pp > Ha

Donde Hp es la media poblacional de las puntuaciones después del curso
Y Ua es la media antes de tomar el curso. La hipotesis alternativa refleja
la afirmacion hecha por el director.

De forma equivalente se pueden plantear las siguientes hipotesis:

Ho: p=0.5
Hi:p>05

En términos de la mediana poblacional () de las diferencias, las
hipdtesis equivalentes serian:

Ho: He =0
Hi:i e >0

2) Se fija el nivel de significancia en el valor o = 0.05.

3) La prueba es unilateral derecha.

4) La estadistica de prueba se soporta ahora en una distribucion binomial.
Como de la muestra se obtuvo:

+, +, - +, descarte, +, +, +, -, +, +, +, -, +, +

Asi n=14

Se define la variable X: nimero de signos positivos en la muestra de
tamafio 14; x=0,1,2,...,14; como la cantidad de signos positivos es x=11,

P-valor = P(X >11) = P(X =11) + P(X =12)+ P(X =13)+ P(X =14)
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14
P(X =11) = [11} (0.5)™(0.5)"* ™ = 364(0.5)* = 0.0222

14

P(X =12) = 1o (0.5)"(0.5)"™* =91(0.5)" =0.0055
14 13 14-13 14

P(X =13) = 12 (0.5)(0.5)"** =14(0.5)** =0.00085
14 14 14-14 14

P(X =14) = 14 (0.5)**(0.5)"* =1(0.5)"* = 0.00006

Por lo tanto,

P-valor = P(X >11)=0.02861 para cuando p = 0.5

5) Como el p-valor resultd inferior al nivel de significancia o = 0.05,

entonces se rechaza la hipotesis nula y se acepta la hipotesis alternativa.

6) Con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que las
competencias de los subgerentes sobre el manejo de bases de datos en la
empresa MW se incrementaron una vez ellos terminaron el curso. En esta

situacion, se acepta como cierta la afirmacion hecha por el director.

4. 3 Prueba de la mediana

La prueba de la mediana es una técnica no paramétrica que se aplica
cuando los datos de la variable de interés no cumplan el supuesto de
normalidad o cuando los datos sean bastante heterogeneos (alli el
promedio muestral puede no ser un buen estimador de la media
poblacional, ya que no resulta robusto y se deja afectar por los datos
extremos). El procedimiento para la prueba de hipétesis de la mediana es
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similar a la prueba del signo; primero se obtiene el conjunto conformado
por los signos mas relacionados con los datos cuyo valor sea superior a la
mediana, se coloca un signo menos para cada dato que resulte inferior a
la mediana y se descartan aquellos que coincidan con la mediana

poblacional.

La situacion problema que se desarrolla concuerda con lo expuesto por
Lind et al. (2015): el departamento de investigaciones de la empresa
“Psicologia del consumidor” afirma que el gasto semanal mediano para
satisfacer las necesidades basicas de los matrimonios jovenes en la
ciudad de Bogotd a marzo de 2022 es de 210.000 pesos. Un socidlogo
investigador afirma que es menor, y para comprobarlo ha encuestado a
35 matrimonios sobre el mencionado gasto semanal. Obtuvo los

siguientes datos:

580, 181, 172, 211, 240, 267, 95, 234, 190, 165, 50, 230, 139, 140, 223,
237, 256, 180, 221, 379, 180, 150, 212, 234, 160, 190, 121, 181, 90, 229,
175, 450, 121, 190, 162.

Utilizar un nivel de significancia del 5 % para probar la hipdtesis
planteada por el sociélogo investigador.

+, -, -+, -t T T S SRR S +, -

Para resolver la situacion problema se procederia de la siguiente forma:

1) Planteamiento del sistema de hipotesis

Ho: e =210
Hi: e <210
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De forma equivalente se pueden plantear las siguientes hipotesis:

Ho: p=0.5
Hi:p<05

2) Se fija el nivel de significancia en el valor o = 0.05.
3) La prueba es unilateral izquierda.

4) La estadistica de prueba se soporta ahora en una distribucion normal.

Al observar el conjunto conformado por los signos mas y menos, resulta
que,

n= 35

Se define la variable X: nimero de signos positivos en la muestra de
tamario 35; x=0,1,2,...,35 con p = 0.5 = q se hace la aproximacién de una

distribucion binomial por una normal, para x =15 signos positivos, asi:

x—05n  15-0.5(35) 15-17.5 25

~ /n(05)05) 35(05)(05) B.75 2958 ~0.8452
P-valor =
P(X <15) = P( 7 ;zo_;g‘s) < \/i?o_.é;.(sor.]s)) — P(Z <—0.8452) = 0.1977
Por lo tanto,

P-valor = P(X <15)=0.1977 para cuando p = 0.5

5) Como el P-valor resultd superior al nivel de significancia a = 0.05,

entonces se acepta la hipétesis nula Hy: ple = 210.
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De otra forma, como el valor de la estadistica de prueba Z=-0.8452 es
mayor que el valor de la distribucion tedrica normal estandar Z, = Zg g5 =

-1.645 entonces se acepta la hipotesis nula.

6) Con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que el gasto
semanal mediano destinado a satisfacer las necesidades béasicas de los
matrimonios jovenes en la ciudad de Bogotd a marzo de 2022 es de
210.000 pesos, en esta situacién el socidlogo investigador no tiene la

razon.

4.4 Prueba del rango signado de Wilcoxon

Esta prueba tiene en cuenta la magnitud de las diferencias cuando se trata
de muestras por parejas. En esta situacion ya no se pierde tanta
informacion como en la prueba del signo. En la prueba del rango signado
de Wilcoxon se ordenan las diferencias sin considerar su signo, se
procede a asignar el rango 1 a la menor diferencia en valor absoluto, el
rango 2 a la diferencia en valor absoluto que ocupa la segunda posicion,
y asi sucesivamente se asigna el rango n a la diferencia que en valor
absoluto resulte méas grande. Si se presentan diferencias iguales a cero se
descartan. Ademas, si dos 0 mas diferencias absolutas resultan iguales, a
cada una se le asigna la media de los rangos comprendidos. En esta
prueba se halla el valor de la estadistica T al sumar los rangos
correspondientes a las diferencias positivas, el valor de la estadistica T™ al
sumar los rangos correspondientes a las diferencias negativas y el valor
de la estadistica T se obtiene como el minimo entre T* y T"; asi entonces
T=min (T, T).
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Como T + T = n(n+1)/2 entonces todas las pruebas basada en estas
estadisticas resultan equivalentes. Ademas, de acuerdo con Lehmann y
D’ Abrera (1975), las estadisticas T" y T~ asumen valores de una variable
aleatoria, cuyos valores estan en el intervalo desde cero hasta n(n+1)/2,
cada una con distribucion simétrica respecto a su valor esperado que

equivale n(n+1)/4.

En la prueba de hipotesis de la forma

Ho: L= o
H;: u diferente de W,

La hipotesis nula se rechaza cuanto T sea menor o igual que T,
En la prueba de hipotesis de la forma para muestras

Ho: L= Ho

Hii > o

La hipotesis nula se rechaza cuanto T~ sea menor o igual que Ty,
En la prueba de hipotesis de la forma

Ho: 1 = Ho

Haii <o

La hip6tesis nula se rechaza cuanto T* sea menor o igual que T,

Ahora, para la prueba de hipotesis basada en muestras por parejas, el
planteamiento y el criterio de rechazo de la hipdtesis nula es el siguiente:

Ho: M1 = M2
Hi: Y, difiere de Y,

La hipotesis nula se rechaza cuanto T sea menor o igual que T,

Ho: M1 = M2
Hi: g > [
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La hipotesis nula se rechaza cuanto T~ sea menor o igual que Ty,

En la prueba de hipdtesis de la forma
Ho: M1 = M2
Hii g <

La hip6tesis nula se rechaza cuanto T* sea menor o igual que Taq

Es conveniente mencionar que para n mayor o igual que 15, la
distribucion de probabilidad de la estadistica T* se puede aproximar por

una normal estandar, asi:

7 T -E@T)
War(r*)
Donde:
E(T) = n(n4+1) C Var(T*)= n(n +1322n +1)

La siguiente situacion problema ha sido planteada siguiendo lo expresado
por Freund y Miller (2000): un ingeniero de petréleos ha tomado 15
mediciones en relacion con el octanaje de cierta clase de combustible
producido en la refineria WX, y ha registrado los siguientes datos: 97.4,
95.1, 97.2, 95.9, 96.7, 100.2, 97.3, 95.2, 93.1, 99, 96, 97.5, 98.1, 98.4,
94.8.

El ingeniero afirma que el promedio del octanaje de esa clase de
combustible es de 98.4 en la refineria WX; un usuario difiere de esa
afirmacion y espera probarlo con la misma muestra obtenida por el
ingeniero; utilizar un nivel de significancia del 5 % para probar la

hipotesis planteada por el ingeniero.
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Para solucionar la situacién problema mediante la prueba del rango
signado de Wilcoxon, en primera instancia se obtienen las diferencias
con respecto a la media poblacional de p = 98.4, luego se asignan los
rangos a sus correspondientes valores absolutos, se determinan los
valores de los rangos referidos a T y de T°, a partir de los cuales se
establece el valor del estadistico T. Los resultados se pueden observar en
la Tabla 4.3. Se descartara cuando se presenten empates (cuya diferencia
resulte cero).

De los resultados obtenidos en la Tabla 4.3, se determina que:

Tabla 4.3. Valores de las estadisticas T*, T°

Mediciones | Diferencias | Rango | Rangos | Rangos
absoluto | paraT" | paraT
97.4 -1 4 4
95.1 -3.3 12 12
97.2 -1.2 6 6
95.9 -2.5 10 10
96.7 -1.7 7 7
100.2 1.8 8 8
97.3 -1.1 5 5
95.2 -3.2 11 11
93.1 -5.3 14 14
99 0.6 2 2
96 -2.4 9 9
97.5 -0.9 3 3
98.1 -0.3 1 1
98.4 0.0 Descarte
94.8 -3.6 13 13

Fuente: los autores
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n =14 al considerar el descarte

T'=2+8=10
T = 1+3+4+5+6+7+9+10+11+12+13+14+15 = 95

T=min (T", T) = min (10, 95) = 10
El conjunto de pasos para probar las hipotesis son los siguientes:

1) Planteamiento del sistema de hipotesis

Ho: u=98.4
Hi: u difiere de 98.4

2) Se fija el nivel de significancia en el valor a = 0.05.

3) La prueba es bilateral.

4) La estadistica de prueba corresponde a la estadistica T
n=14

T=10

Para o = 0.05 con n = 14 resulta que T, = Tgos = 21 (Freund y Miller,
2000, p. 590)

5) Como el valor de la estadistica T =10 es menor que Toos = 21,
entonces se rechaza la hipotesis nula Hy: 1 = 98.4 y se acepta la hipotesis

alternativa.

6) Con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que el promedio del
octanaje de esa clase de combustible difiere de 98.4 en la refineria WX;
por consiguiente, la afirmacion hecha por el ingeniero de petrleos no es

cierta, en esta situacion el usuario tiene la razon.
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La siguiente situacion problema sigue los lineamientos sugeridos por
Lind et al. (2015): en un estudio de mercado el investigador ha
seleccionado una muestra aleatoria de 15 clientes. A cada cliente se le
entrega una pieza del producto A comestible que se acompafia con la
salsa tradicional y se le solicita que califiqgue su sabor con una escala
desde 1 hasta 10 puntos; un valor cercano a 10 sera indicativo de que al
cliente le ha gustado el sabor del producto A con la salsa tradicional, y un
valor proximo a cero serd indicativo de que no le gust6. Después de un
tiempo, a los mismos 15 clientes se les entrega una pieza del producto A
pero acompafada con una salsa de ciruelas, y nuevamente se les solicita
que califiquen su sabor en una escala desde 1 hasta 10 puntos. Los

resultados se pueden observar en la Tabla 4.4.

El investigador afirma que en general el promedio de los puntajes
referidos al sabor de la pieza del producto A acompariado con la salsa de
ciruelas es mayor que cuando se acompafia el producto A con la salsa
tradicional; usar un nivel de significancia del 5 % para probar la hipdtesis

planteada por el investigador.

Para solucionar la situacion problema objeto de estudio mediante la
prueba del rango signado de Wilcoxon, primero se obtienen las
diferencias entre las puntuaciones obtenidas de saborear el producto A
acompafiado de la salsa de ciruelas y las reportadas al saborear este
producto acompafiado de la salsa tradicional; luego se asignan los rangos
a sus correspondientes valores absolutos, se determinan los valores de los
rangos referidos a T* y de T~ , a partir de estos se establece el valor del
estadistico T de ser necesario; de lo contrario, se puede recurrir al uso de

la aproximacion del estadistico T por medio de una distribucién normal.
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Los resultados se pueden observar en la Tabla 4.4. Se descartara cuando

se presenten empates (cuya diferencia resulte cero).

De los resultados presentados en la Tabla 4.3, se deduce que:
n=14

T' = 1+3+13+6+9+9+6+2+14+12 =75

T =6+11+9+4 = 30

T=min (T", T) = min (75, 30) = 30

El conjunto de pasos para probar las hipotesis son los siguientes:

Tabla 4.4. Valores de las estadisticas T, T

Puntajes Puntajes Diferen- Rango Rangos | Rangos
Salsa tra- Salsa de cias absoluto para T* para T
dicional ciruelas
6 7 1 1 1
4 -4 6
1 3 2 3 3
2 9 7 13 13
6 10 4 6 6
8 8 0 Descarte
2.5 7 45 9 9
8 3 -5 11 11
5 9.5 45 9 9
5 9 4 6 6
6.5 8 15 2 2
1 9 8 14 14
6.5 2 -4.5 9 9
7 3.5 -3.5 4 4
2 8 6 12 12

Fuente: los autores
1) Planteamiento del sistema de hipotesis
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Ho: Hi1 = o
Hii s <o

2) Se fija el nivel de significancia en el valor a = 0.05.

3) La prueba es unilateral izquierda.

4) La estadistica de prueba corresponde a la estadistica T*
n=14

Usando la aproximacion normal para T*, se obtiene:

n(n+1) _14(14+1)

E(TH) = =525,
T) 2 1
Var(r+) - YA4+DRAY D _1409)Q9) _ peq o
24 24
, T -E(") _75-525_ 225 _ ...

~ Nar(r) V25375 159295

Para a = 0.05 resulta que Z, = Zy g5 =-1.645

5) Como Z = 1.4124 es mayor que Zoos =-1.645 entonces se acepta la

hipétesis nula; por consiguiente, se acepta que Ho: 1 = Ha

De otra forma, para o = 0.05 con n = 14 resulta que Ty, = To10 = 26

(Freund y Miller, 2000, p. 590), como T* = 75 no es menor o igual que

T, = To.10 = 26 entonces no se rechaza la hipotesis nula; luego no existen

diferencias significativas en las calificaciones otorgadas por los sabores

del producto A cuando se acomparian de las salsas de ciruelas o de la

salsa tradicional.
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Por otra parte, el valor de la estadistica T" = 30 tampoco es menor o igual

que Ty, = To.10 = 26; lo cual también respalda la decision tomada.

6) Con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que, en general, el
promedio de los puntajes referidos al sabor de la pieza del producto A
acompafiado con la salsa de ciruelas no es mayor que cuando se
acompafa el producto A con la salsa tradicional; por consiguiente, la

afirmacion hecha por el investigador no es estadisticamente cierta.

4.5 Prueba U de Mann-Whitney

La prueba U es no paramétrica y se constituye en una alternativa para la
prueba t-student para dos muestras independientes, cuando no se cumple
el supuesto de normalidad para las dos poblaciones de las cuales se
muestrea, pero los datos han de corresponder a una variable continua. La
hipotesis nula se plantea en términos de que se muestrea de poblaciones
idénticas (sus medias poblacionales son iguales) y la hipotesis alterna

indica que tales poblaciones son distintas (sus medias son desiguales).

Ahora, si n; es el tamafio de la primera muestra cuyos datos son
X5 Xy, X550, X, Y N2 €S el tamafio de la segunda muestra cuyos datos son

X, %y, Xg,..., X, €N primera instancia se conforma una muestra combinada,
la cual estara constituida por n; + n, datos escrito de la siguiente forma:
Xps Xgy Xgreoes X s X a0 X 120 X 4300000 X o, » S€ Prosigue a ordenar de menor
a mayor los n; + n, datos y se determina el rango (posicién que ocupa
cada dato en la secuencia ordenada) para cada dato de la muestra
combinada; se calcula la estadistica W; como la suma de los rangos de

los datos correspondientes a la primera muestra y W, como la suma de
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los rangos para los datos de la segunda muestra; en este caso, no interesa
si se trabaja con Wy 0 con W5, puesto que W, + W, serd siempre igual a

la suma de los primeros n; + n, nUMeros enteros positivos, es decir:

Wl +W2 — (nl + nZ)(gl + nZ +1)
Posteriormente, se obtienen las siguientes estadisticas relacionadas con
W, Yy WZ, asi:

U1 :Wl _ nl(nl +1)

2

U, =W, - n,(n, +1)
2

U =min(W,,W,)

En esta situacion, las pruebas que se basan en U, U; o U, son
equivalentes a las pruebas que se basan en W; o W, (Lehmann y
D’Abrera, 1975). Ahora, U; + U, = n; * ny; ademas, cada una de las
variables Uj, U, tienen distribuciones idénticas, también cada una es

simétrica con respecto al valor (ny * ny)/2.

Para la prueba de hipdtesis de la forma:

Ho: 1 = M2
Hi: y, difiere de p

La hipdtesis nula se rechaza cuanto U sea menor o igual que U,

Ho: 11 = Mz
Hi: gy > [

La hipotesis nula se rechaza cuanto U, sea menor o igual que U,,
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En la prueba de hipotesis de la forma

Ho: pa = U2

Hi: g <2

La hipétesis nula se rechaza cuanto U; sea menor o igual que U,

Es pertinente sefialar que, para cuando n; y n, corresponden a tamafios
mayores que 8, la distribucion de probabilidad de las variables U; y U,

pueden aproximarse por una normal estandar, asi:

— Ul _ E(Ul)

Nar©))

Z
Donde:

nn,(n, +n,+1)
12

E(U,)="%, Var(U)=

De similar modo:

Z=U2_E(U2)
Naru,)
Donde:
nn nn,(n +n, +1)
EU,) =+%, VarU,) =212
u,) > U.) 1
Ademas,
Z:U—E(U)
1/Var(U)
Con:

EU) = nlzn2  VarU)= nn,(n, +n,+1)

12
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La siguiente situacion problema ha sido adaptada de Freund y Miller
(2000): un ingeniero eléctrico desea comparar dos clases de sefiales
luminosas, para eso ha seleccionado una muestra aleatoria de tamafio n;
= 9 de la marca A y ha medido sus tiempos de iluminacién en minutos;
ademas ha seleccionado otra muestra aleatoria de tamafio n, = 10 de la
marca B y ha medido sus correspondientes tiempos de iluminacion en

minutos, asi:

Marca A: 15.9, 12.3, 14.2, 17.6, 18.0, 15.1, 16.4, 14.0, 17.9
Marca B: 16.2, 20.8, 15.7, 19.3, 17.2, 22.2, 19.9, 13.2, 16.3, 20.4

El ingeniero afirma que el promedio de los tiempos de iluminacién de las
sefiales luminosas de la marca A es inferior al promedio para la marca B;
utilizar un nivel de significancia del 5 % para probar la hipdtesis

formulada por el ingeniero.

Para solucionar la situacion problema mediante la prueba U de Mann-
Whitney, en primera instancia se obtiene la muestra combinada y después
se asignan los rangos desde 1 hasta 19; luego se establece que los rangos
correspondientes a los datos de la primera muestra son: 1, 3, 4, 5, 7, 10,
12, 13, 14; en consecuencia, los rangos para los datos de la segunda
muestra son: 2, 6, 8, 9, 11, 15, 16, 17, 18, 19. Con estos resultados se

deduce que,

W;=1+3+4+5+7+10+12+13+14=69
W;=2+6+8+9+11+15+16+17+18+19=121

n(n, +1) 9(9+1)

U, =W, - =69 =69-45=24
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n,(n, +1)

U, =W, - =121-55=66

_ 121_10(12+1)

U =min(W,,W,) =min(24,66) =24

El conjunto de pasos para probar las hipdtesis respectivas son los

siguientes:

1) Planteamiento del sistema de hipotesis

Ho: M1 = M2
Hii M1 < M2
2) Se fija el nivel de significancia en el valor a = 0.05.

3) La prueba es unilateral izquierda.

4) La estadistica de prueba corresponde a la estadistica U; que se ha de

comparar con U,, para tomar una decision sobre la hipotesis nula.

Para a = 0.05 el valor Uy, = Uyp.0s) = Ug.10 = 24 al considerar ny =9y n,
= 10 (Freund y Miller, 2000, p. 591)

5) Como U; = 24 es igual a U1 = 24, se cumple que U; < U,, en
consecuencia se rechaza la hipétesis nula y se acepta la hipotesis

alternativa Hy: p; < Mo

6) Con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que el promedio de
los tiempos de iluminacion de las sefiales luminosas de la marca A es
inferior al promedio para la marca B; por consiguiente, la afirmacion

hecha por el ingeniero eléctrico es cierta.
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En la siguiente situacion problema hipotética de investigacion se
consideran dos muestras aleatorias, cuyos datos reflejan el aumento de
peso de dos muestras aleatorias de pavos, los cuales han sido alimentados
mediante dos dietas distintas, pero manteniendo un ambiente de vida
diaria similar. La primera muestra aleatoria resultd de tamafio n; = 16;
ademas, la segunda muestra aleatoria también tiene tamafio n, = 16, sus

correspondientes valores de su ganancia de peso son los siguientes:

Dieta A: 15.3,9.1,9.7, 125,13, 12.2, 17.4, 13,5, 14.1, 22.6, 13.7, 11,
13.9, 10.8, 13.3,9.2

Dieta B: 22.8, 20.3, 14.4, 18.6, 18.2, 17.8, 12.9, 11, 15.2, 14.8, 14.3,
19.1, 20.1, 19.7, 13.8, 17.9

El duefio de la granja donde se crian los pavos afirma que la dieta B, en
promedio, genera una mayor ganancia de peso que la dieta A. Usar un
nivel de significancia del 5 % para probar la hipétesis formulada por el

duefio de la granja.

Para resolver esta situacion problema se propone utilizar la prueba U de
Mann-Whitney; para esto, en primer lugar se obtiene la muestra
combinada y después se asignan los rangos desde 1 hasta 32; luego se
establece que los rangos correspondientes a los datos de los pavos
alimentados con la dieta Ason: 1, 2, 3, 4,55, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 15, 16,
21, 22, 31; ahora los rangos de los datos para los pavos alimentados con
la dieta B son: 5.5, 9, 14, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 32.

Con estos resultados se deduce que,

W = 1+2+43+5.5+7+8+10+11+12+13+15+16+21+22+31 = 181.5
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Wy= 5.5+9+14+17+18+19+20+23+24+25+26+27+28+29+30+32= 346.5

n,(n, +1) 16(16+1)

U =W - =181.5—- =181.5-136=45.5

n,(n, +1)

=346.5— =346.5-136=210.5

16(16+1
U, =W, - —17?—2

U =min(W,W,) =min(45.5,210.5) =45.5

El conjunto de pasos para probar las hipdtesis respectivas son los

siguientes:

1) Planteamiento del sistema de hipdtesis

Ho: pa = H2

Hi M1 < M2

2) Se fija el nivel de significancia en el valor o = 0.05.

3) La prueba es unilateral izquierda.

4) La estadistica de prueba corresponde a la estadistica U; que se debe
comparar con U,, para tomar una decision sobre la hipotesis nula;
aunque, para n; = 16 y n, = 16 no suele encontrarse el valor de U en los
libros de texto universitarios. Por consiguiente, se recurre a su

aproximacion por medio de la distribucién normal estandar. En este

contexto
EU,) = nn, _ (16)(16) _ 256 198
2 2 2
Var(U,) = nn,(n, +n,+1) _ (16)(16)(16+16+1) _ 256(33) 704

12 12 12
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7 455-128 825 31093

J704 26533

Por otra parte, para o = 0.05 en una prueba unilateral izquierda, el valor

tedrico en la distribucién normal estandar es Z, = Zg o5 = -1.645

5) Como el valor Z = -3.1093 es menor que Z, = Zpos = -1.645 entonces

se rechaza la hipdtesis nula y se acepta la hipdtesis alternativa Hy: 3 < (2

6) Con un nivel de significancia del 5 %, se concluye que la dieta B
destinada a alimentar los pavos en promedio genera una mayor ganancia
de peso en los pavos que la dieta A; por consiguiente, la afirmacion

hecha por el duefio de la granja es estadisticamente cierta.
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