Capitulo 3

Segundo Resultado: Disefio de
un instrumento para evaluar
el Conocimiento Didactico-
Matematico de los estudiantes de
formacién matematica

3.1. Introduccion

En el presente estudio se relaciona el conocimiento de los estudiantes de formacion
matematica (Licenciados y Matematicos) sobre el objeto Grupo y el conocimiento
didactico-matematico, que se han potenciado y en algunos casos desarrollado en el
proceso de formacidn, para la ensefianza universitaria del objeto matematico. En esta
direccidn, se describe la fase de disei¢ del instrumento que permitié evidenciar el
nivel de preparacion de los estudiantes de formacion matematica, para la ensefianza
universitaria en relacion con el objeto Grupo; para esto se analizan las categorias
del conocimiento comun del contenido en relacién con el objeto matematico y el
conocimiento ampliado del contenido, como bases para la potenciacion y desarrollo
del conocimiento especializado, necesario para la ensefianza del objeto matematico.
Con el estudio del conocimiento didactico-matematico (CDM) de los estudiantes
de formacion matemadtica, se posibilita la determinacién de criterios y orientaciones
para mejorar su formacion, como es el caso de la identificacion de las dificultades de
los estudiantes con el objeto de estudio.

En esta direccion, se describe el proceso para la construccion del instrumento que
permitié evaluar el CDM de los estudiantes de formacion matematica. En primer
lugar, se establecen los objetivos del instrumento CDM - Grupo; luego, el proceso
de disefo del instrumento: se presenta el analisis de la version piloto que se aplico
al grupo de estudiantes de formacién matemdtica junto con el juicio de expertos (9)
en didéctica del Algebra y especificamente, en Teorfa de Grupos. También, se realiza
el analisis a las tareas seleccionadas para la prueba 178 piloto, junto con los analisis
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cualitativo y cuantitativo de la prueba para llegar finalmente a la versiéon definitiva
del instrumento CDM - Grupo cuya aplicacion es motivo de analisis en el siguiente
capitulo.

3.2. Objetivo del instrumento, CDM-Grupo

Las investigaciones que se relacionan con los conocimientos del profesor de
matematicas, parten del hecho que este posee un Conocimiento del Contenido
matematico que le permite, desempenarse en la labor de la ensefianza: esto como un
primer requisito, ya que es necesario la potenciaciéon de un complejo de conocimientos
en el futuro profesor universitario, para la labor de la docencia. El conocimiento del
contenido sobre un objeto matematico, segtin el modelo del CDM (Godino, 2009) se
encuentra integrado por las categorias de: Conocimiento Comun del Contenido, en el
sentido de Shulman y Conocimiento Ampliado del Contenido, que en este estudio se
toman como base para la potenciacion o desarrollo del Conocimiento Especializado,
necesario para la labor de la ensefianza. En la investigacion se analiza como se ha
potenciado el conocimiento comun, el ampliado y el conocimiento especializado
del contenido. Ademas, se tiene presente que la poblacion de estudio se encuentra
integrada por estudiantes de formacién matematica (Licenciados en Matematicas
y Matematicos) y no por profesores en ejercicio de su profesion. Asi, desde este
punto de vista, se hacen relevantes las investigaciones que permitan evidenciar y
caracterizar los conocimientos de los estudiantes, para la labor de la ensefianza
universitaria en topicos de matematica y especificamente, los relacionados con el
objeto Grupo, como en la linea de estudio en formacion de docentes.

En esta direccidn, se disei6 el instrumento CDM - Grupo con el objetivo de “explorar
la faceta epistémica del CDM de los estudiantes de formaciéon matematica”: faceta
que forma parte de uno de los componentes del CDM en el modelo propuesto por
Godino (2009) analizado en el marco tedrico. Asi, el instrumento se orienta a evaluar
aspectos de la faceta epistémica del CDM que incluyen en congruencia con el modelo
de Bally Colaboradores (Ball, Lubienski & Mewborn, 2001; Hill, Ball y Schilling, 2008)
los tres tipos de conocimientos: Conocimiento comun del contenido, conocimiento
ampliado del contenido y conocimiento especializado del contenido. Al respecto, la
dimension epistémica del conocimiento CDM no solo se refiere al conocimiento del
contenido matematico que deben poseer los profesores, se relaciona también, con
todos aquellos conocimientos que son necesarios para la ensefianza y que el profesor
adquiere y aprende en la institucidon educativa, producto de la instruccién y no de la
practica: en esta direccion se enfoca el presente estudio (Vasquez, 2014).

Con la aplicacion del instrumento, se busca obtener datos sobre el CDM de los
estudiantes de formacién matematica, en relacién con el objeto Grupo; estos
datos corresponden a evidencias sobre el conocimiento comun del contenido y el
conocimiento ampliado que poseen los estudiantes desde la aplicacion del modelo
del Conocimiento Didactico y Matematico de Godino y Colaboradores (Godino,
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2009; Pino-Fan, 2013; Pino-Fan, Godino & Font 2013a, 2013b; Vasquez, 2014).
Asi, se busca con el disefio e implementacion del instrumento, caracterizar la faceta
epistémica del CDM de los estudiantes de formaciéon matematica en aspectos
parciales, debido a la complejidad inmersa en los estudios sobre los componentes del
CDM vy a la misma complejidad del objeto de estudio.

3.3. Construccion del instrumento CDM-Grupo

Para cumplir con los objetivos 5, 6, 7 y 8 planteados en la investigacion, los cuales
dan respuesta a la pregunta: ;Coémo disefiar un instrumento que permita evaluar
el conocimiento comun y el conocimiento ampliado como bases del conocimiento
especializado necesario para una ensefianza idonea del objeto Grupo? Se plantearon
los siguientes seis (6) pasos en el proceso de disefio y construccion del cuestionario
CDM-Grupo: 1) estudio de las investigaciones relacionadas con el objeto Grupo; 2)
estudio epistemoldgico, histérico y fenomenolédgico del objeto Grupo; 3) analisis
de libros de texto y programas de estudio; 4) construccion de la version piloto del
instrumento CDM - GRUPO; 5) analisis de la aplicacion de la version piloto del
instrumento y del juicio de expertos y finalmente, 6) implementacion y analisis de la
version final del cuestionario.

El primer paso corresponde a la revision de las investigaciones sobre el objeto
Grupo. En la segunda fase, se determinaron los distintos significados del objeto
matematico a través de su evolucion histdrica; en un tercer paso, se realizo el analisis
de los diferentes significados del objeto de investigacion que pretenden: por un lado,
los libros de texto y por otro los programas de estudio: con esta informacion se
definieron los criterios que permiten abordar la fase cuatro, sobre la construccion e
implementacion dela version piloto del instrumento, para continuar con la aplicacion
y analisis de la prueba piloto y finalizar en este capitulo con la presentacion de la
version definitiva del cuestionario.

3.3.1. Criterios para la seleccion de tareas

Para el disefio de este instrumento que tiene como objetivo: evaluar las categorias
del conocimiento CDM de los estudiantes de formacion matematica, necesarias para
la labor de la ensefianza del objeto Grupo en la Educacion Superior; se tomé como
referencia el modelo del conocimiento didactico-matematico (CDM) de Godino
(2009), y la metodologia que el modelo propone. Dicha metodologia incluye dos
fases: en primer lugar, la seleccion de la tarea matematica que lleve al estudiante
a poner en juego por medio de la solucién a la situacion (practicas matematicas),
los aspectos mas relevantes en relacion el conocimiento que se pretende evaluar;
en segundo lugar, la formulacién de items y subitems de evaluacion o actividades
que contemplen los distintos tipos de conocimientos del contenido matematico y
didactico, que se desean evaluar (Vasquez, 2014).
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La fase cuatro para el disefio del instrumento CDM-Grupo contemplé como un primer
paso, la creaciéon de un banco de problemas recopilados de las investigaciones que
sirvieron como antecedentes para el estudio y el analisis de los cuatro libros de texto.
Del banco de problemas (200 preguntas) se seleccionaron las tareas que cumplieran,
segun el modelo del conocimiento didactico-matematico (CDM) presentado en el
marco tedrico, con tres aspectos definidos para el estudio de la faceta epistémica del
CDM de los estudiantes de formaciéon matematica:

1) Globalidad del significado del objeto Grupo: este criterio hace referencia a
que las tareas deben proporcionar informacién sobre el significado personal
respecto del significado global del objeto Grupo, determinado a partir del estudio
histérico del desarrollo del objeto de investigacion, hasta la consolidacion del
significado abstracto del objeto Grupo. Segun este criterio, se eligieron las tareas
que proporcionaran informacion respecto al significado del objeto Grupo en los
contextos de: Conjuntos de Permutaciones, Conjuntos Z en Aritmética Modular,
Teoria de Ecuaciones Algebraicas, Teoria de Galois, Teoria de Matrices y en general,
en el contexto de Grupo abstracto. Asi, se tiene que el significado global del objeto
Grupo, se relaciona con el contexto de “Grupo Abstracto” y corresponde a: Un
conjunto G con una operacion * se denomina un grupo si:

En el conjunto G la operacion * cumple las propiedades: G1. Asociatividad de la
operacion *; G2. Existencia en el conjunto de un elemento identidad e tal que
para todo elemento del conjunto se cumple que g *e = e * g = g y G3. Existencia
en el conjunto de un elemento denominado inverso a para cada elemento a del
conjunto, tal que a *d =a *d =e.

2) Contenido curricular: criterio que hace referencia a que las tareas se deben
relacionar con los contenidos principales propuestos en los programas de
formacion matematica para el objeto Grupo.

3) Tipo de conocimiento del contenido a evaluar: criterio, que hace referencia a
que las tareas deben poner en juego ciertos tipos de conocimientos del contenido
matematico: un conocimiento comun del contenido; un conocimiento ampliado
del contenido y tareas que requieran de un conocimiento especializado necesario
para la labor de la ensefianza en el ambito universitario.

Se presenta en la tablas 3.1. los criterios definidos para la seleccion de las tareas del
banco de tareas.
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Tabla 3.1: Criterios para la seleccion de tareas

Criteriol: Significados del objeto Grupo

a) Conjunto de Permutaciones.
b) Conjuntos Z en Aritmética Modular.

c) En Teorfa de Ecuaciones Algebraicas: conjuntos de permutaciones que dejen a una funcién
invariante.

d) En Teoria de Galois: conjunto de permutaciones asociadas a un polinomio: Grupo de Galois del
polinomio.

e) EnTeoriadeMatrices:conjuntosdematricesquecumplenciertaspropiedades algebraicas.

f) Grupo Abstracto: un conjunto, con una operacion binaria interna, que cumple los axiomas de
grupo. (Significado que se adicion6 finalmente).

Criterio 2: Contenido curricular de los programas de formacién matematica

a) Operacion Binaria

b) Estructuras algebraicas

¢) Grupo

d) Subgrupo

e) Orden del grupo, orden del elemento

f) Propiedades de los grupos

Criterio3: Conocimiento didactico-matematico: faceta epistémica

a) Conocimiento comun del contenido: que permite resolver la tarea matematica, propia de la
Teoria de Grupos.

b) Conocimiento ampliado: que permite generalizar las tareas del conocimiento comun o
especializado o realizar conexiones con objetos mas avanzados del curriculo.

¢) Conocimiento especializado: este conocimiento es el necesario para la ensefianza de tdpicos
de Teoria de Grupos y corresponde al uso de representaciones, uso de diferentes significados
del objeto matemdtico; aplicacion de diferentes procedimientos para resolver un problema; las
diversas argumentaciones validas para un procedimiento; la identificacién de los conocimientos
puestos en juego para la soluciéon de una tarea matematica (se tiene en cuenta que el estudio se
realiza con estudiantes y no con profesores en ejercicio, por esto, se analiza si, este conocimiento
se ha podido potenciar a partir del conocimiento comun y del ampliado).

Para la construccion de la version piloto del instrumento CDM - GRUPO
se seleccionaron 11 tareas con el objetivo de evaluar la faceta epistémica del
Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes de formacién matematica en
relacion con el objeto Grupo. Asi, para la construccion del instrumento se consideran
los tres criterios descritos: con el primer criterio, se consider6 que las tareas debian
proporcionar informacion sobre el grado de ajuste respecto al significado global del
objeto matematico, para compararlo con los posibles significados personales de los
estudiantes de formacion matematica; para esto, se incluyeron items que activaran los
distintos significados del objeto Grupo correspondientes a: conjunto de raices de una
ecuacion polinomial-Teoria de ecuaciones algebraicas, conjunto de permutaciones,
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grupo de Galois de un polinomio, problemas en aritmética modular con los conjuntos
Z , Teoria de matrices: conjuntos especiales de matrices; todos ellos hacen referencia
a la definicion abstracta de Grupo, pero se toman en los diferentes contextos de uso
del objeto matemadtico.

Con el segundo criterio, se pretendia que los items seleccionados se relacionaran
con los principales contenidos curriculares para el objeto matematico: asi, luego
de la revision en el capitulo anterior de los programas para los estudiantes de
formacién matematica se establecieron los contenidos programaticos relacionados
con el objeto Grupo: operaciéon binaria, estructuras algebraicas (semigrupo,
monoide y grupo), grupo-ejemplos y contraejemplos, subgrupo, orden del grupo y
propiedades de los grupos.

Con el tercer criterio, se tenia el propésito de categorizar las tareas segun los
componentes de la dimension epistémica, en el modelo del conocimiento didactico-
matematico (CDM) parala ensenanza del objeto grupo en el marco tedrico del enfoque
EOS, como marco para el estudio: se considerd la inclusion de tres tipos de tareas
con este criterio: (1) tareas que pusieran en juego un conocimiento comun (resolver
una tarea sobre el objeto grupo); (2) tareas que requirieran de un conocimiento
ampliado (generalizar tareas sobre el conocimiento comun o especializado o realizar
conexiones con objetos matematicos mas avanzados en el curriculo) y finalmente,
(3) tareas que requirieran de un conocimiento especializado necesario para la
enseflanza (usar distintas representaciones, distintos significados parciales de un
objeto matematico, resolver el problema mediante diversos procedimientos, dar
diversas argumentaciones validas, identificar los conocimientos puestos en juego
durante la resolucién de una tarea matematica.)

Con estos criterios se seleccionaron las tareas del banco de tareas (200 preguntas) y
se eligieron las que cumplieran con los tres criterios, pero luego de hacer los analisis
correspondiente y teniendo en cuenta la complejidad que tiene el planteamiento
o seleccion de tareas que cumplieran con los tres criterios simultdneamente, se
establecid que las tareas se seleccionaban de tal forma que, dentro del instrumento
CDM-Grupo, se complementaran y que permitieran al mismo tiempo, llegar a evaluar
los criterios propuestos. En esta direccidn, se seleccionaron 11 tareas luego de un
analisis minucioso a las preguntas respecto a los criterios propuestos y buscando que
permitieran evaluar las distintas categorias del conocimiento didactico-matematico
en relacion con el objeto Grupo y la faceta epistémica del CDM. En esta direccion,
el instrumento se elaboro6 con el objetivo de explorar ciertos aspectos iniciales de las
categorias que componen el modelo del conocimiento didactico-matematico, por
medio del planteamiento de situaciones-problematicas de ensefianza relacionadas
con el objeto matematico, para analizar asi las practicas matematicas operativas y
discursivas de los estudiantes ligadas a sus configuraciones cognitivas.
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De esta forma, las preguntas del cuestionario dan respuesta a preguntas como: ;Existe
el elemento identidad en el conjunto, cudl es el inverso de un elemento, se cumple la
propiedad de clausura; la asociativa...? hecho que permite evaluar en “cierta medida”
un nivel de conocimiento comun del contenido relacionado con el objeto Grupo: para
medir el conocimiento ampliado, se plantearon preguntas como: ;A qué otro grupo
conocido resulta isomorfo el subgrupo anterior?; defina una operacion similar en el
conjunto dado; ;En qué grupo se esta trabajando?; determine un conjunto que deje
invariante el 2 (no se define la propiedad de invariante) y finalmente, se disefiaron
o seleccionaron preguntas como: ;Qué conceptos o propiedades matematicas se
usan para dar solucion al problema?, ;Qué conceptos de la Teoria de Grupos utilizé
para solucionar el ejercicio ...? preguntas que permiten evaluar el conocimiento
especializado de los estudiantes de formacién matematica, respecto al objeto Grupo.

Como el objetivo de la investigacion se encuentra centrado en la evaluacion del
conocimiento didactico-matematico que poseen los estudiantes de formacion
matematica, para la labor de la ensefianza del objeto Grupo, en su dimension
epistémica, se considera necesario precisar nuevamente, que se entiende por
“conocimiento”: este término se utiliza en la investigacién como un constructo
epistémico-cognitivo-afectivo general que incluye comprension, competencia y
disposicion (Pino-Fan, Godino & Font, 2010, p. 209), en el que la “comprension”
se refiere a las relaciones que se establecen entre los distintos elementos que
influyen en el proceso de implementacion; ya sea de una configuracién epistémica
o cognitiva idonea. La “competencia” por su parte, se relaciona con la activacion
de la configuracién cognitiva adecuada e idoneamente acoplada a la configuracion
epistémica o configuracion de referencia, al contexto en el que se desarrolla la
practica. Mientras que la disposicion o capacidad, se relacionan con la nocién de
objeto matematico y didactico personal, es decir, aquello que posibilita la practica
(Pino-Fan, 2013, p. 143-144).

3.3.2. Seleccion de tareas para la version piloto del cuestionario

Considerando los criterios mencionados, se seleccionan las siguientes once (11)
tareas:

TAREA 1. En el conjunto (Z,*) de los numeros enteros se definea * b=a +b —4
a) Existe el elemento identidad? Justifique

a) * define una operacidn asociativa? Justifique

b) Existe el inverso del elemento 3? Justifique

c) Elabore parte de la tabla de la operacién en el conjunto para {..., 1,0,1,2,3,...}
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TAREA 2. Sea (R,*) el conjunto de los numeros reales, se define a * b = 3a +4b

a) La operacion es binaria interna, esto es, se cumple la propiedad de clausura?
Justifique

b) La operacion es asociativa? Justifique
c) Existe el inverso del elemento 2 ? Justifique

d) En (R,:) como se puede definir una operacion en forma similar a la propuesta y
que significado tendria segtin otras asignaturas del programa.

TAREA3.Dividaelpolinomio3x°+4x*+2x*+x*+4x+1porelpolinomio2x*+3x*+4x+1
en el conjunto (Z,,+,)

a) El cociente corresponde a ? Justifique
b) El residuo corresponde a? Justifique
c) En qué grupo se esta trabajando? Justifique

d) Qué propiedades o conceptos de la Teoria de Grupos aplica para dar respuesta
a las preguntas anteriores?

TAREA 4. Dado el conjunto A, = {1,2,3,..,99} de los z— numeros, la funcién
r: N —A, que reduce un niimero natural a un nimero del conjunto A, se llama
reduccidn, tal que r(n) = n para n < 100 y para n > 100, asi se tiene que por ejemplo:
r(214) = r(2+14) = r(16) = 16; r(5298) = r(52+98) = r(150) = r(1+50) = r(51) = 51
Ademds, se define en el conjunto A, la operacién x @ y = rx + y,.

a) Solucione x @ 17 = 99. ;Qué propiedades de grupo, utiliza para dar solucién a
la ecuacién? Justifique

b) Existe el elemento identidad en (A,, ® )? Justifique
c) A que grupo es isomorfo (A,, @ )? Justifique

d) Cudles z— numeros son divisibles por 3? Justifique

TAREA 5. Sea el conjunto (Z,+,) el conjunto de los enteros médulo 6. a) De un
subgrupo que tenga 3 elementos? Justifique

a) Escriba un subconjunto que no sea subgrupo. Justifique
b) Es Z, subgrupo de Z ? Justifique

c) Elabore la tabla de operacion del conjunto.
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TAREA 6. Sea D, el conjunto de simetrias del tridngulo equildtero.
a) De un ejemplo de un subgrupo de D,. Justifique

b) A qué grupo familiar puede ser isomorfo? Justifique

c) Existe un subgrupo de D, isomorfo a (Z,,+4)? Justifique

d) El grupo D, es ciclico? Justifique

TAREA 7. Sea el grupo V —4 de Klein, dado por la relacién a*= b*= c*=e.
a) Construya la tabla para la operacion multiplicativa de este grupo.

b) Construya el grupo cociente por H = (a). Justifique

¢) Qué condiciéon cumple el subgrupo H? Justifique

d) Liste los elementos de la clase bH. Justifique

TAREA 8. Sea (G,-) un grupo con elemento identidad e. La funcién f: G — G tal
que x — axa’para cada x € G y para un elemento fijo a € G. Se tiene que f es un
homomorfismo si cumple: (conteste Verdadero o Falso y justifique).

a) El grupo es Abeliano.
b)a=e
c) a*=ay el grupo es abeliano.

d) a’= ey el grupo es abeliano

TAREA 9. Determine el subconjunto de S, que:
a) Deja invariante el numero 2.
b) El subconjunto anterior es un subgrupo. Tiene algiin nombre especial? Justifique

c) El subconjunto que deja invariante el 2 y el 4. Tiene algin nombre especial?
Justifique

d) Cémo se define en este ejercicio la propiedad de ser invariante. Exprésela
mediante una férmula? Justifique
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TAREA 10. Sea el grupo S ) definido en los elementos {xl,xz,x3,x 4} yseaf (xl,xz,xyx 4)
una f}11.1c1on; siae S 1 se define af (xl,x.z,x3,x4) =f (xa(l),xa(z),xa@),xa( 4)) Si se cumple la
condicién: af = fse dice que f es invariante.

B S . ’ .
a) Bs f (x,x,,x,,x,) = x x, +x,x, una funcién invariante? Justifique
b) Encuentre un a € S, al que f sea invariante ? Justifique

¢) Un polinomio f se llama simétrico si para toda permutacion a se cumple que
af = f. De un polinomio simétrico? Justifique

d) Exprese los coeficientes de la ecuacion x* +bx +c = 0 en funci6n de sus raices x,,
x,? Justifique

TAREA 11. El grupo de permutaciones de n— simbolos se denomina regular, si
cada uno de sus elementos excepto la identidad, mueve todos los n— simbolos.

a) Encuentre el grupo regular de cuatro simbolos. Justifique
b) Cuél es el orden de cada uno de los elementos de ese grupo? Justifique

¢) Es conmutativo el grupo? Justifique

d) A qué otro grupo puede ser isomorfo ? Justifique

3.3.3. Revision del instrumento mediante juicio de expertos

Luego del disefio del instrumento, se somete a un proceso de validacién en dos
aspectos: “validez del contenido” que se garantiza, primero, a partir de la seleccion de
los contenidos relacionados con el estudio del objeto Grupo (programas de pregrado
universitario) y con la seleccion de los diferentes referentes curriculares involucrados
(programas de estudio, libros de texto e investigaciones didacticas) y segundo, con
la “contrastacion de la validez de los items” es decir, se valida el cuestionario para
determinar, si realmente mide lo que se pretende medir; para esto se realizaron dos
procedimientos: el juicio de expertos y el analisis de los items a partir de la aplicacion
piloto del instrumento (analisis cualitativo y cuantitativo).

3.3.3.1. Analisis del contenido de las tareas

Se presenta el andlisis a las tareas de la prueba piloto, iniciando con la opinién de (9)
expertos; este juicio de expertos, se contrast6 con la experiencia del investigador en
topicos de Teoria de Grupos: este proceso resulto complejo, tanto para los expertos
en Algebra como para el investigador debido a la poca experiencia en la utilizacion
de las herramientas proporcionadas por el enfoque EOS y debido a la complejidad
que conlleva la construcciéon de instrumentos para evaluar las categorias del
Conocimiento Didactico-Matematico para la ensefianza del objeto Grupo y ademas



Omaida Seplveda Delgado 203

la complejidad del mismo objeto. En especial, se encontr6 gran dificultad con la
asignacion de las tareas a un posible significado del objeto; ya que, para los expertos
era claro que todas las tareas correspondian al contexto de Grupo en su significado
abstracto, es decir, definido por unos axiomas o propiedades de grupo y de igual
forma para los expertos era claro el Teorema de Cayley, en teoria de grupos, que
afirma que: “todo grupo es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones”
es decir, que todo grupo se puede verse como un grupo de Permutaciones. Por esta
razon, se transcriben las respuestas de los expertos y se realiza un analisis minucioso
de las mismas.

Los criterios establecidos se dieron a conocer a los expertos: (1) Criterio, respecto
a que la tarea perteneciera a uno de los significados establecidos para el objeto
matematico; (2) Criterio: que la tarea correspondiera a un contenido curricular y (3)
Criterio, respecto a que la tarea permitiera evidenciar el conocimiento matematico
necesario para la resolucion de la situacion problematica planteada, esto es, que
la tarea permitiera evidenciar alguna de las categorias definidas en el modelo del
conocimiento didactico-matematico, correspondientes a la dimension epistémica de
este conocimiento (CDM). De igual forma se presentaron a los expertos las tareas
con su proposito, segtin los subitems de cada una. Se establece del juicio de expertos,
que en general resulté mas sencillo dar respuesta a los criterios 2 y 3 que relacionaban
los subitems de la tarea con un determinado conocimiento del contenido segtin
el modelo del Conocimiento diddctico-matematico para la ensefianza del objeto
grupo y el criterio 2 respecto a que la tarea y asi los subitems se relacionaran con
un contenido curricular. En la aplicacidn del criterio 1, que correspondia a ubicar la
tarea en un significado del objeto Grupo o en uno de sus contexto de uso, resulté ser
un proceso complejo y para algunos subitems, los investigadores no respondieron
nada en cuanto al criterio.

Se presentan las 11 tareas de la prueba piloto con el andlisis cualitativo, segtn los
aportes de los expertos en Algebra Abstracta(9) y del investigador. Las tareas se
tomaron de las investigaciones que sirvieron como antecedentes al estudio, pero se
modificaron en algunos subitems, ya que estas investigaciones no pretendia analizar
los conocimientos didacticos y matematicos de los estudiantes para la ensefianza del
objeto Grupo. Se analiza la tarea segtin la opinion de los expertos respecto al criterio
sobre el significado de grupo y segun la escala dada, donde NA-No aplica; NR-Nivel
de relevancia en una escala de 1 a 5: el valor de 1 corresponde a nada relevante y el
de 5 totalmente relevante.

Andlisis del item 1

La tarea 1, se seleccion¢ de la investigacion sobre el “Sentido de la estructura para
el algebra universitaria” (Novotna et al., 2006) y permite explorar si un estudiante
posee o no sentido de la estructura en problemas del algebra universitaria.
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a) Existe el elemento identidad? Justifique

a) * define una operacidn asociativa? Justifique

c) Existe el inverso del elemento 3? Justifique

TAREA 1. En el conjunto (Z,*) de los nimeros enteros se definea * b=a +b -4

d) Elabore parte de la tabla de la operacion en el conjunto para {..., 1,0,1,2,3,...}

Solucidn a la tarea 1

Justifique.
a*e=a
at+te—4=a
e=4

(1a) ;Existe el elemento identidad?

Si.

=a+b+c-8

=a+b+c-8

(a*b)*c=(a+b-4)*c=a+b—-4+c -4

a*(b*c)=a*b+c-4)=a+b +c-4-4

(1b) * define una operacion asociativa? Justifique.

Si. (3)'=5
3xb=4
3+b-4=4
b=5

(1c);Existe el inverso del elemento 37 Justifique.

(1d) Elabore parte de la tabla de la operacion en el conjunto para {...-1,0,1,2,3,...}

* -1 |0 1 2 3

-1 |6 |-5|-4|-3]|-2

0 [-5]-4 -3 ]-2]-1

1 |4 (-3 ]-21]-11]0

2 |3 (-2 ]-110 1

3 /-2 (-110 1 2

Cr‘ter‘(‘)’bljj(‘)gg‘r‘;‘l;aod°s dl | NR@5)2) | NRA5)D) | NR(1-5)0 | NR(1-5)d)

Permutacion NA NA NA NA
Aritmética modular 2 2 2 2




Omaida Seplveda Delgado 205
5(;(;1{)1;?;18% ecuaciones NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 3 3 3 3

Con la tarea 1 se esperaba evidenciar el conocimiento matematico necesario para
la resolucion de la situacion problematica que corresponde a: la comprension que
tiene el estudiante de formacién matematica de las propiedades o axiomas del objeto
Grupo: propiedad asociativa, de existencia de identidad y de inversos aditivos;
ademds, la comprension respecto al significado del objeto matematico que se puede
ubicar en la configuracién de: Problemas en aritmética modular con un nivel de
relevancia de 2, segtin el juicio de expertos (9) a los subitems ((a),(b),(c) y (d)) de la
tarea 1. Sin embargo, en el cuestionario dado a los expertos, no se habia definido el
significado de Grupo como Grupo abstracto, tratando de evitar que la mayoria de los
items y subitems correspondieran a este significado; luego de un analisis minucioso,
se considero conveniente, relacionar la tarea con este significado y asignarle un nivel
de relevancia de 3 en una escala de niveles de relevancia.

Criterio2: Contenido Curricular:
objeto Grupo NR (1-5)a) | NR(1-5)b) | NR(1-5)c) | NR(1-5)d)
Operacion binaria 2 2 4 5
Estructuras algebraicas (semigrupo,
. 5 5 5 5

monoide, grupo)
Grupo, . ejemplos y 4 4 4 4
contra ejemplos
Subgrupo NA NA NA NA
Orden del grupo NA NA NA NA
Propiedad del Grupo 2 2 2 2

En cuanto al contenido curricular, la tarea 1 se relaciona con el tema de operacion
binaria, con un nivel de relevancia de 3 en promedio, al preguntar por las propiedades
delaoperacion incluyendo parte de la tabla de operaciones en los subitems ((a),(b),(c)
y (d)); con el tema de estructuras algebraicas en un nivel de relevancia de 5; ya que, se
pretende el analisis del conjunto Z con una operacion definida en el conjunto; con esta
tarea se buscaba que el estudiante realizara un andlisis de las propiedades que cumple
la operacion definida en el conjunto de los enteros y que segun estas propiedades,
analizara la estructura algebraica del conjunto en los subitems ((a),(b),(c) y (d));
corresponde al tema de Grupo, ejemplos y contraejemplos con un nivel de relevancia
de 4; ya que, para determinar si el conjunto con la operacién definida alcanza la
estructura de grupo; se debe verificar las propiedades que se preguntan, en los
subitems ((a),(b) y (c)) y finalmente, se puede ubicar la tarea en el tema de propiedad
de Grupo ya que, se analizan las propiedades que definen la estructura algebraica de
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grupo, en los subitmes ((a),(b) y (c)) con un nivel de relevancia de 2.

Criterio3: Categorias del CDM: NR(1-5)a) | NR(1-5)b) | NR(1-5)c) | NR(1-5)d)

objeto Grupo
Conocimiento comun del contenido | 5 5 5 5
Conoqmlento ampliado del ) ) ) 2
contenido
Conocimiento especializado del 3 3 3 3

contenido

Respecto a las categorias del modelo del conocimiento didactico-matematico (CDM)
que se buscan evidenciar, segiin los expertos (9) y el analisis del investigador, la tarea 1
permite evidenciar un conocimiento comun del contenido, con un nivel de relevancia
5 en los subitems ((a),(b),(c) y (d)); un conocimiento ampliado del contenido, con
un nivel de relevancia de 2, en los subitems ((a),(b),(c) y (d)) y un conocimiento
especializado, con un nivel de relevancia 3 en los subitems ((a),(b),(c) y (d)). Las
preguntas que componen la tarea tenfan como propdsito evidenciar el conocimiento
comun que poseen los estudiantes de formacion matematica, en relaciéon con el
analisis de las propiedades que cumple la nueva operacion definida en el conjunto
Z de los numeros enteros; propiedades que definen si el conjunto con la operacion
alcanza la estructura de Grupo, en su significado global. El conocimiento ampliado
se relaciona con la determinacion de la existencia del elemento identidad y del
elemento inverso y el conocimiento especializado se relaciona, con la identificacion
de las propiedades que cumple un grupo conocido con una operacién definida que
no es la suma tradicional.

Anadlisis del item 2

La tarea 2, es una pregunta que se organizé segtn los problemas propuestos en la
investigacion: el Sentido de la estructura para el algebra universitaria (Novotnd et
al., 2006) y permite explorar si un estudiante posee o no sentido de la estructura en
problemas del algebra universitaria. En esta pregunta, el sentido de la estructura se
relaciona con la comprension del estudiante de la propiedad asociativa en el conjunto
de los niimeros reales, cuando se define una nueva operacion.

TAREA 2. Sea (R,e) el conjunto de los nimeros reales, se definea b =3a +4b

a) La operacion es binaria interna, esto es, se cumple la propiedad de clausura?
Justifique

b) La operacion es asociativa? Justifique
c) Existe el inverso del elemento 2 ? Justifique

d) En (R,®) como se podria definir una operacion en forma similar a la propuesta,
y que significado tendria seguin otras asignaturas del programa?
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Solucidn a la tarea 2

(a) ;La operacion es binaria interna, esto es, se cumple la propiedad de clausura? Justifique

Si, porque comoa e b _3a 4b € Ryaquea,b € R

(b) sLa operacion es asociativa? Justifique No, porque:
(a eb)ec = (3a +4b)ec = 3(3a +4b)+4c

=9a +12b +4c

ae(bec)=ae(3b+4c) =3a +4(3b +4c)

=3a+12b +16¢

(c) ;Existe el inverso del elemento 2? Justifique

No, porque: Si a ® b =a entonces,

3a+4b=a
_—la
b= 2

Es decir, no existe el elemento identidad ya que este debe ser unico para todos los elementos.

Por tanto, no puede existir el elemento inverso de ningtin nimero en el conjunto dado.

(d) sEn (R?e) como se podria definir una operacién en forma similar a la propuesta y qué significado
tendria seguin otras asignaturas del programa?

Ejemplo:
(x1,y1)e(x2,y2) = (3x1y1,4x2y2)
Podrian definirse muchas operaciones en el conjunto R%.

Con esta pregunta se busca que el estudiante relacione el subitem con conceptos de élgebra lineal o
con otra asignatura del programa.

Se analiza ahora la tarea respecto a los criterios para la seleccion de las tareas y segiin
la opinién de los expertos y segtin la escala dada a ellos.

Criteriol: significados del objeto NR (1-5)a) | NR (1-5)b) NR (1-5) ¢) NR (1-5) d)
Grupo
Permutacion NA NA NA NA
Aritmética modular 2 2 2 2
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 3 3 3 3

La tarea 2, al igual que la anterior, busca evidenciar el conocimiento matematico
necesario para la resolucion de la situacion problematica planteada, correspondiente
ala comprension que tiene el estudiante de formacion matemadtica de las propiedades
oaxiomas que cumple el conjunto R de los nimeros reales, con una operacién definida
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diferente a la usual (suma): propiedad de clausura, asociativa, existencia de identidad
y de inversos aditivos en los subitems ((a),(b) y (c)); ademas, se busca evidenciar
una comprension respecto al significado del objeto matematico correspondiente a
la configuracion de: Problemas en aritmética modular con un nivel de relevancia
de 2 segun el juicio de los expertos (9); sin embargo, en el cuestionario de expertos,
no se definié el significado de Grupo como Grupo abstracto, tratando de evitar que
la mayoria de los items tomaran ese significado del objeto. Se decide, luego de un
analisis minucioso, relacionar esta tarea con el significado mencionado y asignarle
un nivel de relevancia de 3 en los subitems ((a),(b) y (c)); es decir, la tarea tiene un
mayor nivel de complejidad respecto de la tarea anterior.

Criterio2:contenidocurricular: NR (1-5) a) NR (1-5) b) NR(1-5)¢) | NR (1-5) d)

objeto Grupo
Operacion binaria 5 5 5 5
Estructuras algebraicas 5 5 5 5
Contciompion i i i i
Subgrupo NA NA NA NA
Orden del grupo NA NA NA NA
Propiedad de Grupo 4 4 4 4

En cuanto al contenido curricular, la tarea 2, se relaciona con el tema de operacion
binaria, con un nivel de relevancia de 5 en promedio para los subitems ((a),(b) y (¢c));
al tema de estructuras algebraicas, con un nivel de relevancia de 5 en los subitems
((a),(b) y (c)); ya que, en el tema se analizan las propiedades que cumple la operacion
definida en el conjunto dado; finalmente, se relaciona con el tema de Grupo, ejemplos
y contraejemplos con un nivel de relevancia de 4; ya que, para determinar si el
conjunto (R,e) con la operacion definida alcanza la estructura de grupo se deben
verificar las propiedades de los subitems(a),(b) y (c).

Criterio 3: categorias del CDM: NR(1-5)a) | NR(1-5)b) | NR(1-5)c) | NR(1-5)d)

objeto Grupo
Conoc1.m1ento comun del 5 5 5 4
contenido
Conoqmlento ampliado del ) ) ) 2
contenido
Conocimiento especializado del ) ) ) 2

contenido

Respecto alas categorias del modelo del conocimiento didactico - matematico (CDM)
que se buscan evidenciar con la tarea y segun el criterio de los expertos (9) y del
investigador: la tarea 2, permite evidenciar un conocimiento comun del contenido
con un nivel de relevancia en promedio de 4 en los subitems ((a),(b),(c) y (d)); un
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conocimiento ampliado del contenido, con un nivel de relevancia de 2 respecto
a la comprobacién de la propiedad de clausura, asociativa y a la existencia de un
elemento inverso en los subitems ((a),(b),(c) y (d)) y un conocimiento especializado
con un nivel de relevancia 2 relacionada con la definiciéon de una operacion similar,
pero en otro conjunto dado en el subitem (d). Las preguntas que componen la tarea
tienen el proposito de evidenciar el conocimiento comin que poseen los estudiantes
de formacion matemadtica, en relacion con la verificacion de las propiedades que
cumple la operacion definida en el conjunto (R, ) y de evidenciar un conocimiento
especializado para definir una operacién en el conjunto R? esto es, una operacion
con elementos que son parejas.

Anadlisis del item 3

La tarea 3, es una pregunta que se selecciond también, de la investigacion sobre el
Sentido de la estructura para el dlgebra universitaria (Novotna et al., 2006) y permite
explorar si un estudiante posee o no sentido de la estructura en problemas del
algebra universitaria. En la investigacion, la pregunta se relaciona con el sentido de la
estructura al aplicar los conocimientos de identidad e inverso en el conjunto (Z ,+ )
cuando se dividen dos polinomios con coeficientes en Z.

TAREA 3. Divida el polinomio 3x’+4x*+2x*+x*+4x+1 por el polinomio
2x’+3x’+4x+1 en el conjunto (Z,+,)

a) El cociente corresponde a ? Justifique
b) El residuo corresponde a? Justifique
c) En que grupo se esta trabajando? Justifique

d) Qué propiedades o conceptos de la Teoria de Grupos aplica para dar respuesta
a las preguntas anteriores?

Solucidn a la tarea 3

(a) ;El cociente corresponde a? Justifique
q=4x"+x +4

La justificacion corresponde a realizar la division en forma tabular.

(b) ;El residuo corresponde a? Justifique
r=x*+2x +2

La justificacién se toma del punto anterior.

(c) ;En qué grupo se esta trabajando? Justifique

En el grupo de los polinomios Z,[x]
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(d) ;Qué propiedades o conceptos de la Teoria de Grupos aplica para dar respuesta a las
preguntas anteriores?

Posibles respuestas:
Operaciones en el grupo (Z,+,) para los coeficientes.

Elemento identidad e inverso en el conjunto (£ _,+,) Operaciones con
exponentes.

Se analiza la tarea respecto a los criterios de seleccion y segun la opinién de los
expertos.

Criteriol: significados del objeto N.R.(1-5)a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)
Grupo
Permutacion NA NA NA NA
Aritmética modular 5 5 5 5
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 5 5 5 5

Con la tarea 3, se espera evidenciar un conocimiento matematico necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a la comprension
que tiene el estudiante de formacién matematica en cuanto a las operaciones en el
conjunto (Z,+,) y en el conjunto (Z [x],+,) y se relaciona con la configuracion de:
Problemas en aritmética modular; con un nivel de relevancia de 5, segtn el juicio
de expertos (9) y del investigador para los subitems ((a),(b) y (c)); la tarea ademas,
busca evidenciar la comprension del estudiante respecto al significado del objeto
matematico en la configuraciéon de Grupo abstracto al identificar el grupo donde
se realiza la practica matematica; el nivel de relevancia asignado es de 5y con ésta
tarea, se busca también aumentar el nivel de complejidad al relacionar dos grupos
distintos: (Z,,+,) y el grupo (Z[x],+,) en el subitem (c).

Cr‘t"“"iﬁ)‘;gf‘gi‘:}f:”‘cular’ NR(1-5)a) | NR(1-5)b) | NR(1-5)¢) | NR(1-5)d)
Operacion binaria 3 3 3 3
Estructuras algebraicas 3 3 5 5
Grupo, ejemplos y contra ejemplos | 4 4 4 4
Subgrupo NA NA NA NA
Orden del grupo NA NA NA NA
Propiedad de Grupo 5 5 5 5

En cuanto al contenido curricular, la tarea 3 se ubica en el tema de operacién binaria,
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con un nivel de relevancia de 3 en los subitems ((a) y (b)); en el tema de estructuras
algebraicas, con un nivel de relevancia de 4 en promedio al analizar las propiedades
que cumplen las operaciones definidas en los conjuntos dados, para los subitems
((a),(b),(c)y(d)) y al tema de Grupo, ejemplos y contraejemplos con un nivel de
relevancia de 5; ya que, se trabaja con dos grupos distintos, en los subitems ((a),(b)
y (c)) y corresponde a propiedades de Grupo; ya que, al realizar las operaciones
requeridas se verifican las propiedades de identidad e inverso: propiedades que
definen al objeto matematico Grupo, en los subitems ((a),(b),(c) y (d)) con un nivel
de relevancia de 5.

Criterio3: categorias del CDM: NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) )

objeto Grupo
Conocimiento comtn del contenido | 5 5 5 5
C0n0c1’m1ento ampliado del 4 4 4 4
contenido
Conocimiento especializado del 4 4 4 4

contenido

Respecto a las categorias del modelo del conocimiento didactico-matematico
(CDM) que se buscan evidenciar, segun los expertos (9) y el investigador, la tarea
3, permite evidenciar un conocimiento comun del contenido, con un nivel de
relevancia 5 en los subitems ((a),(b)); un conocimiento ampliado del contenido, en
los subitems ((a),(b),(c) y (d)) con un nivel de relevancia de 4 y un conocimiento
especializado con un nivel de relevancia 4 en los subitems ((c) y (d)). Las preguntas
que componen la tarea tienen el propédsito de evidenciar el conocimiento comun que
poseen los estudiantes de formacion matematica, en relacion con las operaciones en
aritmética modulo 5, en el conjunto (Z,[x],+,) de los polinomios con coeficientes
en el grupo (Z,+,); un conocimiento ampliado respecto al conjunto de polinomios
y un conocimiento especializado, que permite reconocer el grupo de trabajo y las
propiedades que se utilizan para solucionar la situacion planteada.

Andlisis del item 4

La tarea 4, corresponde a una pregunta que se selecciond de la investigacion de
Stehlikova (2004) sobre un proyecto matematico en aritmética, en el cual se iniciaba
con la definicién del conjunto de los z — ntimeros y luego, se proponian operaciones
en ¢él, se establecen proposiciones y teoremas que se cumplen en el conjunto, para
finalmente, concluir que la descomposicion en el conjunto de los enteros, creada por
la funcién de reduccion es idéntica a la descomposicion creada por la factorizacion
Z/99Z ademas, se establecen los isomorfismos correspondientes.
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ecuacion? Justifique

b) Existe el elemento identidad en (A,, ®)? Justifique
c) A que grupo es isomorfo (A,, @) ? Justifique

d) Cuales z— numeros son divisibles por 3? Justifique

TAREA 4. Dado el conjunto A, = {1,2,3,...,99} de los z— numeros, la funcion
r: N — A, que reduce un numero natural a un nimero del conjunto A, se llama
reduccion, tal que r(n) = n para n < 100 y para n > 100, asi se tiene que por ejemplo:
r(214) = r(2+14) = r(16) = 16; r(5298) = r(52+98) = r(150) = r(1+50) = r(51) = 51
Ademds se define en el conjunto A, la operacién x®y = r(x + y).

a) Solucione x®17 = 99, que propiedades de grupo, utiliza para dar solucién a la

Solucion a la tarea 4

Justifique

x=82, porque x®17 = r(x +17) = r(82+17) = r(99) = 99

(a) Solucione x @17 = 99 ;qué propiedades de grupo, utiliza para dar solucion a la ecuacion?

Seaa®e=a

(b) sExiste el elemento identidad en (A,,®)? Justifique

r(a+e)=r(a) entonces e = 0, pero 0 no pertenece al conjunto A, Entonces e=99

(Az’®) = (Z99’+99)

f:a— amod99

(c) ¢A qué grupo es isomorfo (A,,®) ? Justifique

Para la justificacion es suficiente con definir la funcién biyectiva, que establece el isomorfismo.

Porque, r(3m) = 3r(m)

(d) sCudles z_numeros son divisibles por 3? Justifique

Los que pertenecen a la clase del 3={3,6,9,12,...,99}=3M

Se presenta la tarea respecto a los criterios para la seleccion de las tareas, segun la

opinién de los expertos.

Criteriol: significados del objeto

Grupo NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5)¢) | NR(1-5)d)
Permutacion NA NA NA NA
Aritmética modular 3 3 3 3
Teoria de las ecuaciones algebraicas | 5 5 5 5
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 4 4 4 4
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La tarea 4, buscaba evidenciar el conocimiento matematico, necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a la comprension
del estudiante de formacién matematica de las operaciones en aritmética modular;
para el caso de las operaciones en el conjunto (Z,,+,) y se puede ubicar en la
configuracion de problemas en aritmética modular con un nivel de relevancia de 3 en
los subitems ((a),(b),(c) y (d)), segun el juicio de expertos (9) y del investigador; la
tarea ademas, pretende evidenciar una comprension respecto al significado del objeto
matematico en la configuracion de solucion de ecuaciones algebraicas, al solucionar
la ecuacién planteada en el conjunto (Z,,,+,,) que se presenta en una forma distinta
sin una definicién rigurosa de la operacion establecida en el subitem (a); el nivel de
relevancia asignado corresponde a 5; ademads, la tarea explora el significado del objeto
en la configuracion de Grupo abstracto, al trabajar con las propiedades que cumple
un conjunto para definir la estructura de grupo; el nivel de relevancia asignado es de
4 en los subitems ((a),(b) y (c)): en esta tarea, se aumenta el nivel de complejidad al
presentar un grupo no conocido pero isomorfo a uno conocido (Z,,+,,); para esto,
el estudiante debe tener una comprension de las operaciones en aritmética modular.

Criterio Z;E;’;:ffg‘r‘fl"l:)“”““la“ NR(1-5)a) | NR(1-3)b) | NR(1-5)c) | NR(1-5)d)
Operacion binaria 3 3 3 3
Estructuras algebraicas 4 4 4 4
Grupo, ejemplos y contraejemplos | 5 5 5 5
Subgrupo NA NA NA NA
Orden del grupo NA NA NA NA
Propiedad del Grupo 5 5 5 5

En cuanto al contenido curricular, la tarea 4, se puede ubicar en el tema de operacion
binaria, con un nivel de relevancia de 3 en los subitems (a),(b),(c) y (d); en el tema de
estructuras algebraicas, con un nivel de relevancia de 4 en los subitems (a),(b),(c) y (d);
ya que, se analizan las propiedades que cumple la operacion definida en el conjunto
(A,,®) con una operacion definida; en el tema de Grupo, ejemplos y contraejemplos
en el subitem (c)) con un nivel de relevancia de 5, ya que, en la tarea se pregunta por
una de las propiedades que definen al grupo y por un grupo isomorfo al grupo dado;
corresponde, también, al tema de propiedades de Grupo ya que se pregunta por la
propiedad de identidad que es una de las propiedades que determinan si un conjunto
con la operacion definida alcanza la estructura de Grupo y ademas, se pregunta por
un grupo isomorfo al dado, junto con la propiedad de divisibilidad en el grupo en los
subitems (a),(b) y (c); el nivel de relevancia asignado es de 5.
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Criterio 3: categorias del CDM: NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) <) NR(1-5) d)

objeto Grupo
Conocimiento comun del contenido | 3 3 3 3
C0n0c1'm1ent0 ampliado del 4 4 4 4
contenido
Conocimiento especializado del 5 5 5 5

contenido

Respecto a las categorias del modelo del conocimiento didactico-matematico (CDM)
que se buscan evidenciar y segun el criterio de los expertos (9) y del investigador,
esta tarea permite evidenciar un conocimiento comun del contenido, con un nivel
de relevancia 3, en los subitems (b) y (c); un conocimiento ampliado del contenido
en los subitems (a),(b),(c)y(d) con un nivel de relevancia de 4 y un conocimiento
especializado con un nivel de relevancia 5 en los subitems (a),(b),(c) y (d). Las
preguntas que componen la tarea tienen el propoésito de evidenciar un conocimiento
comun, en relacion con la identificacion del elemento identidad en el conjunto (A, ®)
y ala identificacion de un grupo isomorfo a este; se busca evidenciar el conocimiento
ampliado y especializado que poseen los estudiantes de formacién matematica en
relacion con las operaciones en aritmética modular, presentadas en una forma
distinta; el conocimiento ampliado respecto a establecer un isomorfismo con otro
grupo conocido y un conocimiento especializado al identificar las propiedades que se
aplican en la solucién de una ecuacion y al definir en el conjunto (A,, @) la propiedad
de divisibilidad por 3.

Andlisis del item 5

La tarea 5, se selecciond de la investigacion de Dubinsky et al. (1994) la cual tenia el
objetivo de mirar los tipos de comprensién en Algebra abstracta (Teor{a de Grupos),
que habian adquirido los estudiantes y los resultados de la investigacion estaban
dirigidos a implementar un método de ensefianza.

TAREA 5.Sea el conjunto (Z,+,) el conjunto de los enteros modulo 6.
a) De un subgrupo que tenga 3 elementos? Justifique

a) Escriba un subconjunto que no sea subgrupo? Justifique

b) Es Z, subgrupo de Z ? Justifique

c) Elabore la tabla de operacion del conjunto?

Solucidn a la tarea 5
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(ii) Si a € H entonces —a € H:
-0=0;
-2=4;
-4=2

(a) ;Dé un subgrupo que tenga 3 elementos? Justifique
H={0,2,4}

(i) Si a,b € H entonces a +b € H: 0+2=2+0=2;
2+4=4+2=0; 4+4=2; 2+2=4

(b) Escriba un subconjunto que no sea subgrupo. Justifique

T={0,1,3} por ejemplo, donde no se cumple la clausura, ni la propiedad de inversos.

(c) 3Es Z  subgrupo de Z ? Justifique

No, porque son grupos no isomorfos.

+6 [0 |1 [2 |3 |4 |5
0 [0 |1 (2|3 |4]5
1 |1 |2 (3|4 |5]0
2 123 (41]5|0]1
3 1314 (5]0(1 12
4 |4 |5]|0 (1123
5 |50 |12 |3 |4

(d) Elabore la tabla de operacion del conjunto.

Se analiza la tarea respecto a los criterios para la seleccion de las tareas y segun la

opinién de los expertos.

Criterio 1: significados del objeto NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)
Grupo
Permutacion NA NA NA NA
Aritmética modular 5 5 5 5
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 3 3 3 3

La tarea 5, busca evidenciar el conocimiento matematico necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a la comprension
del estudiante de formacién matematica en aritmética modular y corresponde a la
configuracion de: Problemas en aritmética modular con un nivel de relevancia de 5,
en el subitems (d) segun el juicio de expertos (9) y del investigador; la tarea busca
también, evidenciar la comprension respecto al significado del objeto matematico
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en la configuracion de Grupo abstracto con un nivel de relevancia de 3 al preguntar
por los subgrupos del grupo (Z,+,) en los subitems (a),(b),(c) y (d); asi, la tarea
busca evidenciar la comprension respecto a los criterios que se establecen para que
un subconjunto sea un subgrupo.

Criterio2: contenido curricular: NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

objeto Grupo
Operacion binaria
Estructuras algebraicas 4 4 4 4
comtacicmplor i i i i
Subgrupo 5 5 5 5
Orden del grupo 2 2 2 2
Propiedad de Grupo NA NA NA NA

En cuanto al contenido curricular, la tarea 5, se ubica en el tema de operacion
binaria, con un nivel de relevancia de 4 en los subitems (a),(b),(c) y (d); en el tema
de estructuras algebraicas, con un nivel de relevancia de 4 en los subitems (a),(b),(c)
y (d); ya que, se pregunta por las propiedades que cumple la operacion definida en
un subconjunto del grupo (Z,+,) para que sea un subgrupo y finalmente, en el tema
de Subgrupo por las razones anteriores en los subitems (a),(b) y (c) y el nivel de
relevancia asignado es de 5.

Criterio 3: categorias del CDM: NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

objeto Grupo
Conoc1.m1ento comun del 5 5 5 5
contenido
C0n0c1.m1ent0 ampliado del ) ) ) 2
contenido
Conocimiento especializado del 3 3 3 3

contenido

Respecto a las categorias del modelo del conocimiento didactico-matematico (CDM)
que se buscan evidenciar, segin los expertos (9) y el investigador, la tarea 5 permite
evidenciar un conocimiento comun del contenido, con un nivel de relevancia 5 en los
subitems (a),(b),(c) y (d); un conocimiento ampliado del contenido en los subitems
(b) y (¢) con un nivel de relevancia de 2 y un conocimiento especializado con un
nivel de relevancia 3 en los subitems (b) y (c). Las preguntas que componen la tarea
tienen el proposito de evidenciar el conocimiento comun que poseen los estudiantes
de formacion matemadtica, en relaciéon con las operaciones en aritmética mddulo
6; el conocimiento ampliado respecto a la identificaciéon de subgrupos del grupo
(Z ,+,) y un conocimiento especializado al identificar las clases de equivalencia en
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cada uno de los grupos dados y al describir un subconjunto que no es subgrupo
dando la justificaciéon correcta.

Anadlisis del item 6

La tarea 5, se seleccioné de la investigacion de Dubinsky et al. (1994) la cual tenia el
objetivo de mirar los tipos de comprensién en Algebra abstracta (Teorfa de Grupos)
que habian adquirido los estudiantes y los resultados de la investigacion estaban
dirigidos a implementar un método de ensefanza.

TAREA 6. Sea D, el conjunto de simetrias del tridngulo equildtero.
a) ;Dé un ejemplo de un subgrupo de D,? Justifique
b) ;A qué grupo familiar puede ser isomorfo? Justifique

c) ;Existe un subgrupo de D, isomorfo a (Z,,+,) ? Justifique

d) ;El grupo D; es ciclico ? Justifique

Solucion a la tarea 6

(a) ;Dé un ejemplo de un subgrupo de D,? Justifique
H1 = {RO’RIZ(I’R24(I}

H,=(R) para i = 0,120,240

H, = (d) para d,= reflexién por el vértice 1,20 3

En este punto, el estudiante puede construir muchos ejemplos de subgrupos.

(b) ;A qué grupo familiar puede ser isomorfo? Justifique
Por ejemplo H = Z,

Para H,y H, los puede hacer isomorfos a subgrupos del grupo S, de permutaciones con tres
elementos, o analizar los isomorfismos con el grupo Z, segtin el caso.

H,= Z, son subgrupos de orden 2.

(c) sExiste un subgrupo de D, isomorfo a (Z,+,) ? Justifique

No. Porque, el orden del subgrupo debe dividir al orden del grupo y 4 no divide a 6.

(d) ;El grupo D, es ciclico? Justifique

No, no existe ningun elemento de orden 6. Se puede también hacer los generados y llegar al
mismo resultado.

Se analiza la tarea respecto a los criterios de seleccion y segin la opinién de los
expertos.
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Criteriol: significados del objeto NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)
Grupo
Permutacion 5 5 5 5
Aritmética modular NA NA NA NA
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 3 3 3 3

La tarea 6, busca evidenciar un conocimiento matematico necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a la comprension
del estudiante de formaciéon matematica de las operaciones en el grupo de simetrias
de los poligonos regulares; especificamente, en el grupo de simetrias del triangulo
equildtero (D,,0) que es isomorfo a un subgrupo del grupo (S,,0) y por tanto, se puede
ubicar en la configuracion de: Conjunto de Permutaciones con un nivel de relevancia
de 5 en los subitems (a),(b),(c) y (d) segun el juicio de expertos (9) y del investigador;
la tarea, busca también evidenciar la comprension respecto al significado del objeto
matematico en la configuracion de Grupo abstracto al preguntar por grupos isomorfos
a subgrupos del grupo D, en los subitems (b) y (c) y con un nivel de relevancia de 3.

Criteri°2;cb;’;‘tf‘gﬂfp°0“mc“la“ NR(1-5)a) | NR(I-5)b) | NR(1-5)¢) | NR(1-5)d)
Operacion binaria 2 2 2 2
Estructuras algebraicas 4 4 4 4
Grupo, ejemplos y contraejemplos | 4 4 4 4
Subgrupo 5 5 5 5
Orden del grupo 3 3 3 3
Propiedad del Grupo 5 5 5 5

En cuanto al contenido curricular, la tarea 6 se ubica en el tema de operacién binaria,
con un nivel de relevancia de 2, en los subitems (a),(c) y (d); en el tema de estructuras
algebraicas, con un nivel de relevancia de 4 en los subitems (a), b),(c) y (d); ya que,
se indaga por los subgrupos del conjunto D; al tema de Grupo al preguntar por los
grupos a los cuales son isomorfos los subgrupos del conjunto, en los subitems (a),(b)
y (c), con un nivel de relevancia de 4 y especificamente, corresponde al tema de
Subgrupo en los subitems (a),(b) y (c) con un nivel de relevancia de 5 y corresponde
al tema de: orden del Grupo al preguntar si existe un subgrupo de orden 4 que sea
isomorfo al grupo (Z,+,) en el grupo D, (pregunta (c)) con un nivel de relevancia de
3 y finalmente, la tarea corresponde al tema de propiedad del grupo al preguntar si el
grupo D, es un grupo ciclico en el subitem (d) con un nivel de relevancia de 5.
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Criterio 3: categorias del CDM: NR(1-5)a) | NR(1-5)b) | NR(1-5)c) NR(1-5) d)

objeto Grupo
Conocimiento comun del contenido | 5 5 5 5
Conoc:l’mlento ampliado del 4 4 4 4
contenido
Conocimiento especializado del 4 4 4 4

contenido

Respecto a las categorias del modelo del conocimiento didactico-matematico
(CDM) que se buscan evidenciar, segun el juicio de los expertos, la tarea 6, permite
evidenciar un conocimiento comun del contenido, con un nivel de relevancia 5 en
el subitem (a); un conocimiento ampliado del contenido, en los subitems ((b),(c) y
(d))con un nivel de relevancia de 4 y un conocimiento especializado con un nivel de
relevancia de 4 en los subitems (b),(c) y (d). Las preguntas que componen esta tarea
tienen el proposito de evidenciar el conocimiento comun que poseen los estudiantes
de formacién matematica en relacién con la determinacién de los elementos que
forman un grupo de simetrias para determinar de alli un subgrupo. Para este
caso, se trabaja con el grupo de simetrias del tridangulo equilatero y se pretende
identificar algunos subgrupos de este grupo; un conocimiento ampliado respecto
a la identificacién de grupos isomorfos a un subgrupo dado y a la propiedad de ser
grupo ciclico y un conocimiento especializado al preguntar por un grupo isomorfo
al dado; la existencia de un subgrupo con 4 elementos en el grupo D,y la propiedad
de ser grupo ciclico.

Anadlisis del item 7

La tarea 7, se construyo a partir de la investigacion de Hazzan (1999), sobre el grupo
cociente. Para ésta tarea se cambio el grupo. La investigacion tenia el objetivo de
estudiar los niveles de abstraccién en Algebra Abstracta.

TAREA 7. Sea el grupo V —4 de Klein, dado por la relacién a’= b*=c* = e.
a) Construya la tabla para la operacion multiplicativa de este grupo.

b) Construya el grupo cociente por H = (a)? Justifique

¢) Qué condiciéon cumple el subgrupo H ? Justifique

d) Liste los elementos de la clase bH ? Justifique

Solucidn a la tarea 7
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(a) Construya la tabla para la operacion multiplicativa de este grupo.

b b c e a

c c b a e

(b) Construya el grupo cociente por H = (a). Justifique
H=(a)={a.e}

G/H = {Ha, Hb}
G={e,a,b,c} Ha={a,e} = H=He Hb={c, b} = Hc

(¢) 4Qué condiciéon cumple el subgrupo H? Justifique
H debe ser un subgrupo normal para obtener el grupo cociente; esto es

Hyg = gH para todo elemento del conjunto.

(d) Liste los elementos de la clase bH. Justifique
bH = b{a,e} = {ba,be} = {c,b}

Se analiza la tarea, respecto a los criterios para la seleccion de las tareas y segun la
opinién de los expertos.

Criteriol: significados del objeto NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)
Grupo

Permutacion NA NA NA NA
Aritmética modular NA NA NA NA
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 3 3 3 3

La tarea 7, pretende evidenciar el conocimiento matematico necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a: la comprension
del estudiante de formacién matematica en cuanto a la estructura de grupo cociente
con la identificacion de clases laterales y de operaciones en estas clases; la tarea
corresponde a la configuracion de: Grupo abstracto con un nivel de relevancia de 3,
en los subitems (a),(b),(c) y (d).
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Criterio2: contenido curricular:

NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

objeto Grupo

Operacion binaria 4 4 4 4
Estructuras algebraicas 5 5 5 5
Grupo, ejemplos y contra ejemplos | 5 5 5 5
Subgrupo 4 4 4 4
Orden del grupo 3 3 3 3
Propiedad del Grupo 4 4 4 4

En cuanto al contenido curricular, la tarea 7, se ubica en el tema de operacién binaria,
con un nivel de relevancia de 4 en los subitems (a),(b) y (d); en el tema de estructuras
algebraicas, con un nivel de relevancia de 5 en los subitems (a),(b),(c) y (d); ya que, se
pregunta por el grupo cociente y sus elementos que corresponden a clases laterales;
la condicién del subgrupo en el grupo cociente (la normalidad del subgrupo); al
tema Grupo; ya que, se busca la construcciéon de otro grupo en el subitem (b) y el
nivel de relevancia es de 5; al tema de subgrupo con la pregunta de la condicion que
cumple el subgrupo para realizar un grupo cociente, en el subitem (c) con un nivel
de relevancia de 4; al tema orden del grupo al realizar la tabla de operaciones en
este grupo V-4 de Klein (a) con un nivel de relevancia de 3 y finalmente, al tema de
propiedad del grupo con la pregunta sobre la condicién del subgrupo para formar el
nuevo grupo denominado el grupo cociente, en el subitem (c) y el nivel de relevancia
es de 4.

Criterio 3: categorias del CDM: NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

objeto Grupo
C0n0c1.m1ent0 comun del 5 5 5 5
contenido
Conoc1'mlento ampliado del 4 4 4 4
contenido
Conocimiento especializado del 4 4 4 4

contenido

Respecto a las categorias del conocimiento didactico-matematico (CDM) que se
buscan evidenciar; segtn el juicio de los expertos y del investigador, la tarea 7 permite
evidenciar un conocimiento comun del contenido, con un nivel de relevancia de 5
en el subitem (a); un conocimiento ampliado del contenido, en los subitems (b),(c)
y (d), con un nivel de relevancia de 4 y un conocimiento especializado con un nivel
de relevancia 4 en los subitems (c) y (d). Las preguntas que componen esta tarea
tienen el proposito de evidenciar el conocimiento comun que poseen los estudiantes
de formacién matemdtica en relacion con la elaboracion de la tabla de operacion de
los elementos del grupo; un conocimiento ampliado respecto a la construccion de un
nuevo grupo denominado “grupo cociente”, la descripcion de la condicién necesaria
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para la construccion del grupo cociente y la construccion de clases laterales y un
conocimiento especializado con la construcciéon del grupo cociente y la identificacion
de la condicién que cumple el subgrupo (ser subgrupo normal) para llegar al grupo
cociente y de igual forma, con la construccion de clases laterales.

Anadlisis del item 8

La tarea 8, se seleccion6 de un conjunto de pruebas elaboradas en el departamento
de Matematica de la Universidad Nacional de Colombia (2014) para una prueba
de eficiencias 1, de los estudiantes de matematicas con conceptos relacionados con
Teoria de Grupos. La pregunta se modifico ya que la prueba no pretendia medir los
conocimientos didacticos y matematicos de los estudiantes de matematica.

TAREA 8. Sea (G,e) un grupo con elemento identidad e. La funcién f: G — G tal
que x — axa’para cada x € Gy para un elemento fijo a € G. Se tiene que f es un
homomorfismo si cumple: (conteste Verdadero o Falso y justifique).

a) El grupo es Abeliano.
b)a=e

c) a*=ay el grupo es abeliano.

d) a*= ey el grupo es abeliano

Solucidn a la tarea 8

(a) El grupo es Abeliano.

Falso, porque:

Si el grupo es abeliano f (xy) = a(xy)a’ = (ax)(ay)a = xya’
ff (n) = (axa®)(aya®) = xya®

(b) a = ey el grupo es abeliano:

Verdadero, porque:

f(xy) = axya*= xy

Ff () = (axa?)(aya?) = xy

Si el grupo no es abeliano también se cumple.

(c) a*_ay el grupo es abeliano.

Verdadero, porque:

f(xy) = a(xy)a’= axya = (ax)(ay) = f (x)f (y)

ff ) = (axa*)(aya®) = (axa)(aya) = axaya = axay = f (x)f (y)

(d) a’= ey el grupo es abeliano
Verdadero, porque: f (xy) = axya’= xy
fX)f (y) = (axa*)(aya®) = xya®= xy
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Se analiza la tarea respecto a los criterios para la seleccion de las tareas y segtin los
expertos.

Criterio 1: significados del objeto NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)
Grupo

Permutacion NA NA NA NA
Aritmética modular NA NA NA NA
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 5 5 5 5

La tarea 8, pretende evidenciar el conocimiento matematico necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a la comprension
del estudiante de formacion matematica de las propiedades que se preservan en
el grupo bajo homomorfismos, en los subitems (a),(b),(c) y (d) y corresponde a la
configuracion de Grupo abstracto con un nivel de relevancia de 5.

Criterio Z;E;’e‘:(tfgir‘:l‘;z““icular‘ NR(1-5)a) | NR(1-5)b) | NR(1-5)c) | NR(1-5)d)
Operacion binaria NA NA NA NA
Estructuras algebraicas 3 3 3 3
contciemplon NA NA NA NA
Subgrupo NA NA NA NA
Orden del grupo 2 2 2 2
Propiedad del Grupo 5 5 5 5

En cuanto al contenido curricular, la tarea 8 se ubica en el tema de estructuras
algebraicas, con un nivel de relevancia de 3 en los subitems (a),(c) y (d); ya que, se
debe analizar la propiedad de ser grupo conmutativo; al tema de orden del grupo
pero, especificamente, con el orden de los elementos del grupo, en los subitems (c) y
(d) y con un nivel de relevancia de 2; al tema de propiedad del grupo con la pregunta
sobre la identidad y el orden de los elementos, con un nivel de relevancia de 5y
también, en esta tarea se pregunta por la propiedad del grupo de ser abeliano, en los
subitems (a),(c) y (d).
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Criterio 3: categorias del CDM: NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

objeto Grupo
C0n0c1.mlent0 comun del 5 5 5 5
contenido
Conoc1.m1ento ampliado del 3 3 3 3
contenido
Conocimiento especializado del 4 4 4 4

contenido

Respecto a las categorias del conocimiento didactico-matematico (CDM) que se
buscan evidenciar con la tarea 8, segun el juicio de los expertos y del investigador,
la tarea permite evidenciar un conocimiento comun del contenido con un nivel
de relevancia 5 en los subitems (a),(b),(c) y (d); un conocimiento ampliado del
contenido, en los subitems (a),(b),(c) y (d) con un nivel de relevancia de 3 y un
conocimiento especializado con un nivel de relevancia 4 en los subitems (a),(b),(c)
y (d). Las preguntas que componen la tarea tienen el proposito de evidenciar
el conocimiento comin que poseen los estudiantes de formaciéon matematica
en relacion a la preservacion de propiedades del grupo por homomorfismos;
un conocimiento ampliado respecto a las propiedades que se preservan por
homomorfismo y a la identificacién del homomorfismo como tal y finalmente, un
conocimiento especializado con la verificacién del homomorfismo y las propiedades
que se preservan por éstos homomorfismos.

Anadlisis del item 9

La tarea 9, se seleccion¢ del curso de Teorfa y Problemas del Algebra Abstracta
(Ayres & Jaisingh, 2005) en el capitulo 9, sobre Grupos y aparece en la seccion
de problemas suplementarios. Esta pregunta se modific segun los aportes de los
expertos en Algebra y se adapté para el estudio de las categorias del conocimiento
didactico matematico.

TAREA 9. Determine el subconjunto de S, que:
a) Deja invariante el nimero 2.
b) El subconjunto anterior es un subgrupo. Tiene algin nombre especial ? Justifique

c) El subconjunto que deja invariante el 2 y el 4. Tiene algiin nombre especial?
Justifique

d) Como define en este ejercicio la propiedad de ser invariante. Exprésela mediante
una formula? Justifique

Solucidn a la tarea 9
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(a) Deja invariante el nimero 2.

H={(1),(13),(14),(134),(43),(143)}

porque:

(1=

No. No es isomorfo a Z.

(13)(13) = (1) (clausura) y ademas:

(13)'=(13) por ser un ciclo de orden 2.
(14)' = (14) por ser un ciclo de orden 2.
(134)7'= (143) elemento de orden 3.
(143)! = (134) elemento de orden 3.

(b) El subconjunto anterior es un subgrupo. ;Tiene algiin nombre especial? Justifique Si,

H={(1),(13)}

(M=)

{(13)(13) = (1)} (clausura) y ademas:

(13)'= (13) por ser un ciclo de orden 2.
(14)™' = (14) por ser un ciclo de orden 2.

(c) El subconjunto que deja invariante el 2 y el 4. ; Tiene algiin nombre especial? Justifique

Se puede decir que es un subgrupo de orden 2, ciclico y que por tanto, isomorfo a Z,

formula y Justifique.

Ejemplo:

los elementos invariantes.

La normalidad: Hg = gH para todo g elemento del grupo.

Con esta pregunta se queria llegar a que si se cumple que:

(d) ;Como define en este ejercicio la propiedad de ser invariante? Exprésela mediante una

fxf ('xl,xz,...,xn) =f (xq(l),xu(z),...,xa(m) para toda perrputac.lon 'a e .S” entonces f es un
invariante del grupo finito S . Para este grupo, los polinomios simétricos corresponden a

Se analiza la tarea respecto a los criterios para la seleccion de las tareas y el criterio

de los expertos.

Criterio 1: significados del objeto NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)
Grupo
Permutacion 5 5 5 5
Aritmética modular NA NA NA NA
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 3 3 3 3
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La tarea 9, pretende evidenciar el conocimiento matematico necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a la comprension
del estudiante de formacion matematica del grupo de permutaciones con cuatro
elementos y a la propiedad de ser un invariante de un grupo finito; por tanto, se ubica
en la configuracion de Conjunto de Permutaciones en los subitems (a),(b),(c) con
un nivel de relevancia de 5; ya que, en toda la tarea se pregunta por las propiedades
que se definen en este conjunto; también, corresponde a la configuraciéon de Grupo
abstracto con un nivel de relevancia de 3 al definir propiedades de los subgrupos del
grupo S, en los subitems (a),(b) y (c).

Criterio Z;I;f’e‘:ffgir‘i‘;“mc“la“ NR(1-5)a) | NR(1-5)b) | NR(1-5)c) | NR(1-5)d)
Operacion binaria NA NA NA NA
Estructuras algebraicas 3 3 3 3
Grupo, ejemplos y contra ejemplos | 4 4 4 4
Subgrupo 4 4 4 4
Orden del grupo NA NA NA NA
Propiedad del Grupo 4 4 4 4

En cuanto al contenido curricular, la tarea 9 corresponde al tema de estructuras
algebraicas, con un nivel de relevancia de 3 en los subitems (a),(b) y (c); ya que, se
debe analizar la propiedad de ser subgrupo, es decir, las propiedades de grupo; al
tema grupo, ejemplos y contraejemplos ya que la tarea se relaciona con las propiedades
de un grupo especifico: el grupo S, de permutaciones de cuatro elementos y el nivel
de relevancia asignado es de 4, en el subitem (b); al tema de subgrupo; ya que, se
pregunta si un subconjunto define un subgrupo y con un nivel de relevancia de 4
en el subitem (b); finalmente se ubica en el tema de propiedad del grupo; ya que, se
define una propiedad y se pregunta si con esa propiedad el conjunto es un subgrupo,
en el subitem (b) y el nivel de relevancia asignado es de 4.

Criterio 3: categorias del CDM: NR(1-5) ) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

objeto Grupo
C0n0c1.mlent0 comun del 3 3 3 3
contenido
Conoc1.m1ento ampliado del 3 3 3 3
contenido
Conocimiento especializado del ) 2 2 )

contenido

Respecto a las categorias del conocimiento didactico-matematico (CDM) que se
buscan evidenciar, segtn el juicio de los expertos y del investigador, la tarea 9 permite
evidenciar un conocimiento comun del contenido, con un nivel de relevancia 3 en
el subitem (a); un conocimiento ampliado del contenido, en los subitems (b),(c) y
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(d) con un nivel de relevancia de 3 y un conocimiento especializado con un nivel
de relevancia 2 en el subitem (d). Las preguntas que componen la tarea tienen el
propdsito de evidenciar el conocimiento comun que poseen los estudiantes de
formacion matematica, en relacion con el analisis de la propiedad que permite
determinar algunos de los subgrupos del grupo S,: una tarea comun en Teoria de
Grupos que se relaciona con determinar los subgrupos del grupo; ésta tarea permite
evidenciar un conocimiento ampliado respecto a la determinacion de propiedades
en el subconjunto que lo lleven a ser un subgrupo y con la definiciéon de la propiedad
de ser un invariante de un grupo finito. Finalmente, la tarea permite evidenciar
un conocimiento especializado, al pretender que el estudiante en forma intuitiva
construya la definicion de la propiedad de ser un invariante de un grupo finito.

Anadlisis del item 10

La tarea 10, complementa la tarea 9 y se seleccion6 del curso Teoria y Problemas del
Algebra Abstracta (Ayres & Jaisingh, 2005) en el capitulo 9, sobre Grupos; aparece en
la seccion de problemas suplementarios. Esta pregunta se modific6 segtin los aportes
de los expertos en Algebra y se adapt6 para medir las categorias del conocimiento
didactico matematico y el contexto de significado de la Teoria de Galois.

TAREA 10. Sea el grupo S, definido en los elementos {x,x,x,.x,} y sea f
(9'c1,x2,x3,x 4) una func:l.o'n; sia e S, se d.eﬁne af (xl,yfz,xyx' 4) =f (xa(l),xa(z),xa(3),xa( "
Si se cumple la condicion: af = f se dice que f es invariante.

B S . ? .
a) Bs f (x,x,,x,,x,) = x X, +x,x, una funcién invariante? Justifique
b) Encuentre un a € S, al que f sea invariante? Justifique

¢) Un polinomio f se llama simétrico si para toda permutacion a se cumple
que af=f

De un polinomio simétrico ? Justifique

d) Exprese los coeficientes de la ecuacion x*+bx +c = 0 en funcién de sus
raices x,, x,? Justifique

Solucion a la tarea 10

(a) ;Esf (xl,xz,xj,x‘I) =xX,+x,x, una funcién invariante? Justifique No. Porque, existe
a=(13) € §,tal que:
af (xl’xz’x3’x4) ::f(xa(l)’xa(Z)’xa(3)’xa(4))

= fpxX0x,) = XX, +X,X, # XX, +x.x, = f
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(b) Encuentre un a € S,al que f sea invariante. Justifique a = (1) € S, la identidad deja a todo
polinomio igual.

Esta pregunta segtin los expertos, estaria mal formulada por la definicién de ser invariante
que afirma que: fes un invariante del grupo S si af = fparatodaa € S,.

Pero en el contexto histérico, para la solucién de ecuaciones algebraicas por radicales se habla
de “las permutaciones” que dejan invariante a una funcién en las raices de la ecuacién y es en
este sentido que se formula la pregunta.

(c) Un polinomio f se llama simétrico si para toda permutacién o se cumple que af =f. De un
polinomio simétrico. Justifique Ejemplo, una posible solucion seria:

Sea f=x +x,y el grupo S, = {(1),(12)} ya que: f (x1,x2) := f (xa(1),xa(2))
= f(x,x,) = x, +x,= fpara a = (1) la identidad y

=f(x,x,) = x,+x,= fparaa = (12).

En §, se tiene como respuesta al conjunto:

H={(1),(12),(34),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(1423),(1324)}

(d) Exprese los coeficientes de la ecuacion x*+bx+c =0 en funcién de sus raices x,,x,. Justifique
b=-x -x,

c=xx,

Justificacién:

Sea x> +bx +c = (x —x,)(x —x,)

— 42

=27 (x, +x,)x +x,x,

luego, b = —(x1 +x2)

c= xlxz

Se analiza la tarea respecto a los criterios para la seleccion de las tareas, y los expertos.

Criteriol: significados del objeto NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5)¢) | NR(1-5)d)
Grupo
Permutacion 4 4 4 4
Aritmética modular NA NA NA NA
Teoria de las ecuaciones algebraicas | 4 4 4 4
Teoria de Galois 2 2 2 2
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 4 4 4 4

Con la tarea 10, se pretende evidenciar el conocimiento matematico necesario
para la resoluciéon de la situacion problematica planteada correspondiente a la
comprension del estudiante de formacién matematica de los invariantes de un
grupo finito, relacionados con los polinomios simétricos; para este caso, el grupo
finito corresponde al grupo S, de permutaciones de 4 elementos; por tanto, esta
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tarea se ubica en la configuracion de Conjunto de Permutaciones con un nivel de
relevancia de 4 en los subitems (a),(b) y (c); la tarea se relaciona también, con la
comprension que tiene el estudiante de la relaciéon que existe entre los coeficientes
de una ecuacion algebraica y las raices o soluciones de la misma y la relacién con
el grupo S » €8 decir, la relacion de las soluciones de una ecuacién de grado cuatro
y el grupo S,; por tanto, corresponde a la configuracion de Teoria de ecuaciones
algebraicas con un nivel de relevancia de 4; ademds, los invariantes del grupo S,
fueron fundamentales para determinar las soluciones de las ecuaciones algebraicas
de grado cuatro mediante el método de radicales, en los subitems (a),(b),(c) y (d).
Finalmente, la tarea corresponde a la comprension del estudiante de la estructura
de Grupo en su significado abstracto y se ubica por tanto, en la configuraciéon de
Grupo Abstracto; ya que, la tarea permite relacionar el grupo S, con las soluciones de
la ecuacion de grado cuatro, en los subitems (a),(b) y (c) y el nivel de relevancia es de
4. Esta tarea tiene en general un nivel alto de complejidad y los expertos proponen
varios arreglos para lograr una mejor comprension por parte de los estudiantes de
formacion matematica; hecho que se analiza en la evaluacion de la prueba piloto.
La tarea se relaciona con la configuracién Grupo de Galois del polinomio-Teoria de
Galois al relacionar los coeficientes de la ecuacion de grado dos con sus raices, en el
subitem (d).

e e g | NRU-5)a) | NRO-5)B) | NRU-5)6) | NR1-5)d)
Operacion binaria NA NA NA NA
Estructuras algebraicas NA NA NA NA
Grupo, ejemplos y contra ejemplos | NA NA NA NA
Subgrupo NA NA NA NA
Orden del grupo NA NA NA NA
Propiedad del Grupo 5 5 5 5

En cuanto al contenido curricular, la tarea 10 se ubica en el tema de propiedad del
grupo con un nivel de relevancia de 5. Se busca indagar por los invariantes de un
grupo finito, en este caso del grupo S,y la relacion con las ecuaciones algebraicas,
en los subitems (a),(b),(c) y (d). En general, los subitems no fueron claros para
los expertos y por tal motivo, la pregunta se reorganizé en la version final del
cuestionario; ya que, ella se relaciona con uno de los problemas que dieron origen al
objeto Grupo. Se tiene presente ademas, que dentro del contenido curricular de los
programas de formaciéon matematica, no aparece el tema de polinomios simétricos,
ni la determinacién de los invariantes de un grupo finito, segun el analisis de los
programas de estudio presentados en el capitulo anterior: en la asignatura de Teoria
de Grupos, no se trabaja Teoria de Galois.



230 El Conocimiento Didactico-Matematico del Profesor Universitario

Criterio 3: categorias del CDM: NR(1-5) ) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

objeto Grupo
C0n0c1.mlent0 comun del 3 3 3 3
contenido
Conoc1.m1ento ampliado del 5 5 5 5
contenido
Conocimiento especializado del 5 5 5 5

contenido

Respecto a las categorias del conocimiento didactico-matematico (CDM), la
tarea 10 buscan evidenciar, segun el juicio de los expertos y del investigador, un
conocimiento comun del contenido, con un nivel de relevancia 3 en el subitem (d);
un conocimiento ampliado del contenido, en los subitems (a),(b),(c) y (d) con un
nivel de relevancia de 5 y un conocimiento especializado, con un nivel de relevancia
5, en los subitems (a),(b),(c) y (d). Las preguntas que componen la tarea tienen el
propdsito de evidenciar un conocimiento comun de los estudiantes de formacion
matematica en cuanto a la identificacion de la relacion que existe entre los coeficientes
de una ecuacion de grado dos y las soluciones o raices de la misma; un conocimiento
ampliado respecto a la identificaciéon de un polinomio como funcién invariante y a
la identificacion de la relacion existente entre los coeficientes de la ecuacion y sus
soluciones o raices y un conocimiento especializado al pretender que el estudiante de
formacion matematica llegue a definir la propiedad de invariante de un grupo finito,
para el caso del grupo S,.

Analisis del item 11

La tarea 11, se toma del curso Teoria y Problemas del Algebra Abstracta (Ayres &
Jaisingh, 2005) del capitulo 9, sobre Grupos y aparece en la seccién de problemas
suplementarios. Esta pregunta no fue clara para los expertos y se modificé segin
los aportes dados; ademas, se adapté para mediar las categorias del conocimiento
didactico matematico.

TAREA 11. El grupo de permutaciones de n— simbolos se denomina regular, si
cada uno de sus elementos excepto la identidad, mueve todos los #n— simbolos.

a) Encuentre el grupo regular de cuatro simbolos. Justifique
b) Cual es el orden de cada uno de los elementos de ese grupo. Justifique
c) Es conmutativo el grupo? Justifique

d) A que otro grupo puede ser isomorfo ? Justifique

Solucion a la tarea 11
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(a)Encuentre el grupo regular de cuatro simbolos. Justifique
H = {al = (1),a2 = (12)(34),a3 = (13)(24),a4 = (14)(23)} Por tabla se verifica la propiedad
de clausura, identidad e inverso y la propiedad asociativa se hereda del grupo de funciones.
o al a2 |a3 |a4
al |al a2 |a3 |a4
a2 (a2 |al |a4 |a3
a3 |a3 |a4 |al |a2
a4 |a4 (a3 |a2 |al
(b);Cual es el orden de cada uno de los elementos de ese grupo? Justifique
|al| =1 el orden de la identidad en cualquier grupo es 1.
|a2| = 2 el orden es el minimo comun multiplo de las longitudes de los ciclos disyuntos.
|a3| = 2 el orden es el minimo comun mdltiplo de las longitudes de los ciclos disyuntos.
|a4| = 2 el orden es el minimo comun multiplo de las longitudes de los ciclos disyuntos.
(c) sEs conmutativo el grupo? Justifique
Si, por la simetria de la tabla, o se prueba que aiaj = ajoi para i = 1,2,3,4.
d) ;A qué otro grupo puede ser isomorfo? Justifique
Al grupo k —4 de Klein.
Se puede comparar con la tabla presentada en la tarea 7 subitem 1a)
Por el orden de los elementos el grupo regular no puede ser isomorfo al grupo Z,.
Se puede establecer una funcién biyectiva entre los dos conjuntos, pero se buscan justifi-
caciones cortas, que muestren la comprension del estudiante.
Se analiza la tarea respecto a los criterios y segtin la opinién de los expertos.
Criterio 1: significados del objeto NR(1-5) ) NR(1-5) b) NR(1-5)¢) | NR(1-5)d)
Grupo
Permutacion 5 5 5 5
Aritmética modular NA NA NA NA
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices NA NA NA NA
Grupo Abstracto 4 4 4 4

La tarea 11, pretende evidenciar el conocimiento matematico necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a la comprension
del estudiante de formacién matematica del subgrupo de rotaciones del cuadrado
y las propiedades del grupo D, que en esta tarea se toma isomorfo a un subgrupo
del grupo S, de permutaciones con 4 elementos; por tanto, la tarea se ubica en la
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configuracion de Conjunto de Permutaciones en los subitems (a),(b),(c) y (d), con un
nivel de relevancia de 4; la tarea se relaciona también, con la comprension que tiene el
estudiante de la estructura de Grupo: grupo conmutativo, subgrupo e isomorfismos
con subgrupos del grupo S,y se ubica en la configuracion de Grupo Abstracto con un
nivel de relevancia de 4 en los subitems (a),(b),(c) y (d).

Criterio 2: contenido curricular:

NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

objeto Grupo
Operacion binaria 3 3 3 3
Estructuras algebraicas 4 4 4 4
contciemplon i i i i
Subgrupo 3 3 3 3
Orden del grupo 4 4 4 4
Propiedad del Grupo 5 5 5 5

En cuanto al contenido curricular, la tarea 11 ubica en el tema de operacién binaria
los subitems (a),(b),(c) y (d), con un nivel de relevancia de 3; en el tema de estructuras
algebraicas con un nivel de relevancia de 4, en los subitems (a),(c) y (d). La tarea
también pretende indagar por la propiedad conmutativa para un subgrupo del grupo
D, visto como subgrupo isomorfo a un subgrupo del grupo S,. También, corresponde
al tema de grupo con un nivel de relevancia de 5, en los subitems (a),(c) y (d) al
preguntar por el grupo regular de cuatro simbolos, el orden de los elementos de
ese grupo regular, la propiedad conmutativa en el grupo regular y por un grupo
isomorfo al grupo regular; ademas, la tarea corresponde de igual forma, al tema de
subgrupo con un nivel de relevancia de 3, en los subitems (a),(c) y (d); ya que, el grupo
regular en mencién es un subgrupo del grupo D,y por tanto, todas las preguntas se
relacionan con el subgrupo: los subgrupos son en si mismos grupos. Finalmente, la
tarea corresponde al tema de propiedad del grupocon un nivel de relevancia de 5,
en los subitems (b),(c) y (d); ya que, indaga por el orden de los elementos del grupo
regular.

Criterio 3: categorias del

CDM: objeto Grupo NR(1-5)a) | NR(1-5)b) | NR(1-5)c) | NR(1-5) d)

Conocimiento comun del

. 4 4 4 4
contenido
C0n0c1.m1ent0 ampliado del 3 3 3 3
contenido
Conocimiento especializado del 4 4 4 4

contenido

Respecto a las categorias del conocimiento didactico-matematico (CDM) la
tarea 11 busca evidenciar, segun el juicio de los expertos y del investigador, un
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conocimiento comun del contenido, con un nivel de relevancia 4 en el subitem
(a); un conocimiento ampliado del contenido, ((a),(b),(c) y (d)) con un nivel de
relevancia de 3 y un conocimiento especializado con un nivel de relevancia de 4
en los subitems (a),(b),(c) y (d). Las preguntas que componen la tarea tienen el
propdsito de evidenciar un conocimiento comun de los estudiantes de formacion
matematica en cuanto a la determinacién de un grupo segun una propiedad definida;
un conocimiento ampliado respecto a la identificaciéon de un grupo a partir de una
propiedad, la determinacion del orden de los elementos en el grupo, la verificaciéon
de la propiedad conmutativa y la determinaciéon de un grupo isomorfo al grupo
regular y finalmente, un conocimiento especializado al pretender que el estudiante
construya un grupo a partir de una propiedad establecida; encuentre el orden de los
elementos de ese grupo; verifique la propiedad conmutativa en el grupo y finalmente,
encuentre un grupo que sea isomorfo al grupo regular de rotaciones del cuadrado.

Se presentan en la tabla 3.2, los 11 items y sus subitems clasificados segun los
“significados” dados al objeto Grupo y seleccionados segtin el primer criterio para
la construccion del cuestionario piloto. El significado del objeto grupo como Grupo
abstracto contiene todos los items y subitems del cuestionario, como se evidencia en
la tabla 3.2; ya que, los significados parciales del objeto grupo subyacen al significado
de referencia del objeto matematico. En esta misma direccidn, se presenta la tabla
3.3 con los 11 items y sus subitems clasificados segun el criterio dos: este criterio
corresponde a la pertenencia de la tarea a alguno de los contenidos curriculares
establecidos para el estudio del objeto Grupo luego del andlisis de los programas
de los estudiantes de formacién matematica. Y en la tabla 3.4 se presentan de
igual forma, los 11 items y sus subitems clasificados segtn el criterio tres para la
seleccion de preguntas del cuestionario; este criterio corresponde a las categorias del
conocimiento diddctico-matemdtico (CDM) del estudiante de formacion matemadtica
que se pretenden evaluar con las tareas. Finalmente, en la tabla 3.5, se presentan cada
una de las tareas y los criterios que ella permitira evaluar.

Tabla 3.2: Significados del objeto Grupo

Significados del objeto Grupo Item Subitem rgie‘;‘len‘ija
Permutacion 6 a)b)c)d) 5
9 a)b)¢) 5
10 a)b)c) 4
11 a)b) c)d) 4
Aritmética modular 3 a)b) ) 5
4 a)b) c)d) 3
5 d) 5
Teoria de ecuaciones algebraicas 4 a) 5
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10

a)b)c)d)

Teoria de Galois

10

a)

Teoria de Matrices

Grupo Abstracto

O 0 N N U R W

—
[«

11

a)b)c)d)
a)b)c)

<)

a)b)c)
a)b) ¢
a)b)c)d)
a)b) o) d)
a)b)c)d)
a)b)c)
a)b) ¢
a)b)o)d)

B R W W W W R R W

Tabla 3.3: Contenidos curriculares para el estudio del objeto Grupo

Contenidos curriculares para el
objeto Grupo

Item

Subitem

Nivel de
relevancia

Operacion binaria

=N Y G R W N

—

a)b) c)d)
a)b)c)
a)b)
a)b)c)d)
a)b) c)d)
a)o)d)
a)b) d)
a)b)c)d)

Estructuras algebraicas

—

= O o NN N U N

a)b) c)d)
a)b)c)
a)o)d)
a)b)c)d)
a)b) c)d)
a)c)d)
a)c)d)
a)b) c)d)

B W W R R U W RN R W W W

Grupo, ejemplosy
contraejemplos

a)b)c)

a)b)c)
a)b)
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O 0 NN N

a)b) c)
b)
a)b)d)
b)
a)c)d)

1S A ) |

Subgrupo

O N N »n

—
—

a)b) c)
a)b) ¢
<)
b)
a)c)d)

Orden del grupo

<)
a)
c)d)

Propiedad del grupo

O 0 N AN R W =0 NN

—
(=)

11

a)b)c)
a)b)c)d)
a)b) c)
d)

<)

a)o)d)
b)
a)b)c)d)
b)c)d)

G U W 1 R Ul Ul Ul RN W W W R R

Tabla 3.4: Categorias del Conocimiento Didactico-Matematico

Categorias del Conocimiento
Didactico-Matematico

Item

Subitem

Nivel de
relevancia

Conocimiento comun del
contenido

—

O 0 N N U A W

a)b)c)d)

a)b)c)d)
a)b)
a)b)c)d)
a)b)c)d)
a)

a)
a)b)c)d)
a)

(9]

W U L U U WU
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10 d) 3
11 a) 4

Conocimiento Ampliado del
contenido

—
\S]

a)b)c)d)

a)b)c)d)
a)b)c)d)
a)b)c)d)
a)b) c)
b) ¢) d)
b) ¢) d)
a)b)c)d)
b) ¢) d)
a)b)c) d)
a)b)c)d)

O 0 N N o W

[a—
o
W U1 W W Ul Ul N N

—
—

Conocimiento especializado del
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Tabla 3.5: Tareas del cuestionario piloto CDM-GRUPO

Tarea | Significados | Subitems Contenido Subitems Catecgg;; del Subitems
Grupo Operaciéon Conocimiento

! abstracto Ab)c)d) binaria 2)b)c) d) comuin Ab)c)d)
Estructuras Conocimiento

algebraicas a)b) o) d) ampliado ab)a)d)
Grupo, ejemplos, Conocimiento

contraejemplos a)b)c) especializado 9b)c)d)
Grupo Operacién Conocimiento

2 abstracto a)b) o) binaria 2)b) o) comun yb)a)d)




Omaida Seplveda Delgado 237
Estructuras Conocimiento
algebraicas a)b)c) ampliado a)b)c) d)
Grupo, o
ejemplos, a)b) ¢) ConoF uplento d)
contraejemplos especializado
Aritmética Operaciéon Conocimiento
3 modular 2)b)c) binaria b) comun b)
Grupo o
Grupo . y Conocimiento
abstracto ) ?Oe rllitlrpal eojse)mplos b) ampliado 9b)d)
Propiedad del Conocimiento
grupo 9 b)c)d) especializado d
R L S L
Teoria de Grupo, Conocimiento
ecuaciones a) ejemplos, c) . a)b)c)d)
. : ampliado
algebraicas contraejemplos
Grupo Propiedad del Conocimiento
abstracto 2)b)c) Grupo 2)b)c) especializado A b)c)d)
s i g [Opeiin g | Somdmen g9
Grupo Estructuras Conocimiento
abstracto a)b) ) algebraicas a)c)d) ampliado a)b)e)
Conocimiento
Subgrupo a)b) c) especializado b) ¢) d)
.y Operacion Conocimiento
6 Permutacion | a) b) ¢) d) binaria a)c)d) comtn a)
Grupo )b o) d) Estructuras b)) d) Conocimiento b) ¢) d)
abstracto algebraicas ampliado
Grupo, L.
ejemplos, a)b)o) | Lonocimiento |y, 4
: especializado
contraejemplos
Subgrupo a)b)c)
Orden del grupo | ¢)
Prop. del grupo | d)
Grupo Operacién Conocimiento
/ abstracto 2)b)c)d) binaria 2)b) d) comun 2)
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Estructuras Conocimiento
algebraicas 2)b)c) d) ampliado b)) d)
Grupo, o
ejemplos, b) ConoF imiento d)
: especializado
contraejemplos
Orden del grupo | a)
Propiedad del 9
grupo
. . . . Categoria del .
Tarea | Significados | Subitems Contenido Subitems CDM Subitems
Grupo Estructuras Conocimiento
8 abstracto Ab)c)d) algebraicas 2)c)d) comuin 2)b)c) d)
Grupo, o
ejemplos, a)b)d) aCnini)i;gglento a)b)c)d)
contraejemplos P
Conocimiento
Orden del grupo | c) d) especializado a)b)c)d)
Propiedad del 2)¢) d)
grupo
- Estructuras Conocimiento
9 Permutacion | a) b) c) alpebraicas a)c)d) comtin a)
Grupo Conocimiento
abstracto 2)b)¢) Subgrupo b) ampliado b)<)d)
Propiedad del b) Conocimiento )
Grupo especializado
Grupo, ejemplos b)
y contraejemplos
10 Permutacién | a) b) ¢) Propiedad del 2)b) ¢) d) Con(?cimiento d)
grupo comun
Teorfa de Conocimiento
ecuaciones a)b)c)d) . a)b) c)d)
- ampliado
algebraicas
Teoria de Conocimiento
Galois 2)b)c)d) especializado ) b)c)d)
Grupo
abstracto b))
L Operacion Conocimiento
11 Permutacion | a)b) ¢) d) binaria a)b)c)d) comiin a)
Grupo Estructuras Conocimiento
abstracto ab)c)d) algebraicas 3b)ad) ampliado b d)
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Grupo, ejemplos Conocimiento

y contraejemplos 2)c)d) especializado a)b)c) d)
Subgrupo a)c)d)

Propiedad del b)) d)

grupo

El documento para los expertos se imprimi6 y organizé en carpetas que fueron
entregadas a los 11 expertos en Algebra Abstracta; se obtuvo respuesta solo de 9
expertos, los cuales son docentes universitarios, magisteres y otros doctores en
matematica en la linea de Algebra: profesores de la Universidad Pedagégica y
Tecnoldgica de Colombia (7); de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas
(1) y de la Universidad del Norte (1). Estos docentes se seleccionaron por su
conocimiento experto en el tema de Teoria de Grupos y por su desempefio como
docentes de programas de formacién matematica y especificamente, de la asignatura
de Teoria de Grupos (Millman & Green, 1989); se les solicité emitir un juicio segin
las indicaciones presentadas en el cuestionario, donde se preguntaba por el grado de
relevancia de cada subitem respecto a los tres criterios definidos para la seleccion de
tareas.

Se presenta parte del documento:
Universidad Pedagogica y Tecnoldgica de Colombia

Escuela de Matematicas y Estadistica

Nombre:

Universidad donde labora:

Ultimo titulo académico:

Estimado doctor, queremos agradecerle por el apoyo que nos puede brindar, para
llevar a cabo una de las etapas mas importantes en el desarrollo de nuestra tesis
doctoral titulada: El Conocimiento Diddctico-Matemdtico del Profesor Universitario:
Objeto Grupo. Esta evaluacién mediante juicio de expertos, sustenta la fiabilidad
y validez del instrumento que se esta construyendo para evaluar el conocimiento
didictico - matemdtico del estudiante de formacién matematica (Licenciados en
Matematicas y Matematicos) sobre el objeto Grupo, para la labor de ensefianza en el
ambito universitario.

Como criterios de evaluacion en la seleccidon de las tareas del cuestionario, se han
tenido en cuenta los siguientes:

e Tareas que proporcionen informacion sobre el grado de ajuste del significado
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personal de los estudiantes de formacion matematica, respecto del significado
global del objeto Grupo. Para esto, se incluyen items que activan los diferentes
sentidos del objeto Grupo: Permutaciones, Aritmética Modular, Teoria de
Ecuaciones Algebraicas, Teoria de Galois, Teoria de Matrices e invariantes en
Geometria; segiin su evolucion histdrica, hasta llegar a la consolidacion del
concepto que se tiene en la actualidad.

Aquellas tareas que ponen en juego:

El conocimiento comun del contenido (resolver la tarea matematica propia de
la Teoria de Grupos. Es el conocimiento que tendrian por ejemplo los fisicos,
quimicos o cualquier estudiante que cursa Teoria de Grupos); tareas que requieren
de un conocimiento ampliado (generalizar tareas sobre el conocimiento comun o
especializado y/o realizar conexiones con objetos mas avanzados del curriculo) y
aquellas que requieren del conocimiento especializado, que se define como aquel
que es necesario paralalabor dela ensefianza en el ambito universitario (como: usar
diferentes representaciones, distintos significados del objeto matematico, resolver
un problema mediante diferentes procedimientos, dar diversas argumentaciones
validas, identificar los conocimientos puestos en juego para la resoluciéon de una
tarea matematica).

Tareas que se relacionen con los siguientes contenidos:

Operaciones binarias, Estructuras algebraicas elementales, Grupos, ejemplos
y contraejemplos, Grupo de elementos invertibles de un semigrupo,
Subgrupos, Orden de un grupo, orden de un elemento, Propiedades de los
Grupos (ser Abeliano, ciclico, ser un grupo de permutaciones, isomorfismos,
homomorfismos, etc.)

En este sentido, solicitamos su colaboracion para evaluar cada una de las tareas que
componen el instrumento denominado Cuestionario CDM - Grupo, respecto a los
criterios anteriores. Nos interesa saber su punto de vista sobre los siguientes aspectos:

El grado de relevancia con el que el item evalia alguno de los diferentes
significadosdel objeto grupo (teniendo en cuenta el origen de este objeto: desde la
Teoria de las ecuaciones algebraicas, la teoria de numeros y la Geometria).

El grado de relevancia con el que evalua los diferentes tipos de conocimientos del
es-tudiante de formacién matematica, para la labor de profesor universitario de
Teoria de Grupos.

Eltipo y grado de relevancia con el que se evaltia el CDM (conocimiento didactico-
matematico).

La ausencia de algun contenido importante.

La redaccion y comprension de los enunciados.



Omaida Seplveda Delgado 241

¢ Sugerencias.

Para este analisis se han incluido tablas que evaltan el grado de relevancia de los tres
criterios mencionados, siendo: NR=Nivel de Relevancia

Nada relevante = 1
Totalmente relevante = 5
NA= No aplica

Por favor, para cada uno de los items de la tarea, marque el nivel que corresponda
segun su criterio; si un item no aplica marque NA.

TAREA 1. En el conjunto (Z, *) de los nimeros enteros se definea * b=a + b —4
a); Existe el elemento identidad? Justifique

b) ; * define una operacién asociativa? Justifique
c) ;Existe el inverso del elemento 3? Justifique

d) Elabore parte de la tabla de la operacion en el conjunto para {...,—1,0,1,2,3,...}

Conocimiento Didactico - Matematico NR |NR |NR |NR |NR |[NA

Significados del objeto Grupo:
Permutaciones

a)
b)
<)
d)

En la misma direccién y segun el juicio de los expertos, se presenta en la figura 3.1
el grado de relevancia asignado a cada una de las tareas del cuestionario, segun el
criterio 1, que corresponde a la pertenencia de la tarea en un contexto de significado
del objeto Grupo: estos contextos corresponden a: P=Permutacién; AM=Aritmética
modular; TEA=Teoria de ecuaciones algebraicas; TG=Teoria de Galois; TM=Teoria
de Matrices; GA=Grupo abstracto.
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Figura 3.1: Tareas segun el significado del objeto Grupo y grado de relevancia

Para la seleccion de tareas, con el criterio 1, se pretende que estas se ubiquen en
un contexto de significado. Segun el grado de relevancia asignado por los expertos
se concluye que en el contexto de Conjunto de Permutaciones se encuentran las
preguntas 6 y 9 con un nivel de relevancia de 5 y las preguntas 10y 11 con un nivel de
relevancia de 4; en el contexto de Aritmética Modular se encuentran las preguntas 3 y
5 con un nivel de relevancia de 3; respecto al significado de Grupo en el contexto de
Teoria de Ecuaciones algebraicas se encuentra la pregunta 4 con un nivel de relevancia
de 5 en el subitem (a) y la pregunta 10 con un nivel de relevancia de 4 en todos los
subitems. Al contexto de la Teoria de Galois corresponde la pregunta 10 con un nivel
de relevancia de 2 en el subitem (a) y finalmente, en el contexto de Grupo como
Grupo abstracto se encuentran las preguntas 3 y 8 con un nivel de relevancia de 5; las
preguntas 2,4,10 y 11 con un nivel de relevancia de 4 y las preguntas 1,5,6,7,9 con un
nivel de relevancia de 3 (ver, tabla 3.2).

De los criterios dados por expertos, se concluye que se debe incluir una pregunta
que corresponda al contexto de la Teoria de Galois y Teoria de Matrices. Por tanto,
se analiza la figura 3.1. y se determina que las tareas que pueden eliminar segun los
criterios de los expertos pueden ser: la tarea 7 que tiene un nivel de relevancia de 2 'y
corresponde a la categoria de grupo como Grupo abstracto, donde quedan incluidas
todas las preguntas del cuestionario (11 preguntas) y la tarea 1 que corresponde al
significado de Grupo abstracto, con un nivel de relevancia de 3 y en este contexto se
encuentran todas las tareas del cuestionario.

De la prueba piloto aplicada a los estudiantes de formacién matematica y luego
de una revisién y un analisis al desarrollo de las tareas; junto con el analisis de
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los comentarios de los estudiantes; tales como: “el tiempo de 2 horas no alcanza
para resolver las tareas propuestas”, se concluye, que se deben eliminar o sintetizar
algunas de las tareas y ademas, se deben incluir las tareas que hacen falta: se resalta
que algunas preguntas se relacionan con la Teoria de Galois, solo que la relaciéon no
es dada en forma explicita.

En la figura 3.2 se presenta las tareas segun el criterio 2 de seleccion que buscaba que
las tareas se relacionaran con un contenido curricular. Segun el grado de relevancia
asignado por los expertos (ver, tabla 3.3) se concluye que en el tema de Operacién
binaria (OB), se encuentra la pregunta 2 con un nivel de relevancia de 5 y las
preguntas 5y 7 con un nivel de relevancia de 4; en el tema de Estructuras algebraicas
(EA), las preguntas 1,2 y 7 con un nivel de relevancia de 5; las preguntas 5,6 y 11 con
un nivel de relevancia de 4 y las preguntas 8 y 9 con un nivel de relevancia de 3. En
el tema de Grupo, ejemplos y contraejemplos (GEC), se encuentran las tareas 3,4,7
y 11 con un nivel de relevancia de 5; las tareas 1,2,6,8 y 9 con un nivel de relevancia
de 4; en el tema de Subgrupo (S), las preguntas 5 y 6 con un nivel de relevancia de 5;
las preguntas 7 y 9 con un nivel de relevancia de 4 y la pregunta 11 con un nivel de
relevancia de 3; en el tema: Orden del grupo (OG), se encuentran las tareas 6 y 7 con
un nivel de relevancia de 3 y la pregunta 8 con un nivel de relevancia de 2; en el tema:
Propiedades del grupo (PG), se encuentran las preguntas 3,4,6,8,10 y 11 con un nivel
de relevancia de 5 y las preguntas 1,7 y 9 con un nivel de relevancia de 4.

oawm-g
IS

mOB

mEA

B GEC

HS

BOG

B PG

i =g eimi— e @

Tareas

Figura 3.2: Tareas segun el contenido curricular para el objeto Grupo y grado de
relevancia. OB=Operacién binaria; EA=Estructuras algebraicas; GEC=Grupo,
ejemplos y contraejemplos; S=Subgrupo; OG=Orden del grupo; PG=Propiedades
del grupo.
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Del juicio de expertos y segtn el grado de relevancia asignado respecto al criterio
2, se concluye que se puede eliminar la pregunta 7 que se relaciona con el tema
de Operacién binaria con un nivel de relevancia de 4, con el tema de Estructuras
algebraicas con un nivel de relevancia de 5, con el tema de Grupo, ejemplos y
contraejemplos con un nivel de relevancia de 5, con el tema de Subgrupo donde se
encuentran otras 9 tareas y un nivel de relevancia de 4 y con el tema de Propiedad de
Grupo con un nivel de relevancia de 4. De igual forma, la pregunta 8 se encuentra en
el tema de Estructuras algebraicas donde aparecen 8 tareas con un grado de relevancia
de 3, en el tema de Grupo, ejemplos y contraejemplos con un nivel de relevancia de 4,
en el tema de Orden del grupo con un nivel de relevancia de 2. Se realiza en la misma
direccion el andlisis a la tarea 1y se encuentra que se relaciona con el tema Operacion
binaria con un grado de relevancia de 3, con el tema de Estructuras algebraicas con
un grado de relevancia de 5, con el tema de Grupo, ejemplos y contraejemplos donde
se encuentran 9 tareas con un grado de relevancia de 4 y con el tema de Propiedades
de Grupo donde se encuentran 9 tareas con un nivel de relevancia de 4.
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Figura 3.3: Tareas de la subcategoria del CDM vy grado de relevancia.
CCC=Conocimiento comun del contenido; CAC= Conocimiento ampliado del
contenido; CEC=Conocimiento especializado del contenido.

Enla figura 3.3 se presenta las tareas respecto al criterio de seleccion 3, que busca que
las tareas permitan evaluar una subcategoria del Conocimiento diddctico-matemdtico
del estudiante de formacién matemadtica sobre el objeto grupo referente a la faceta
epistémica de este CDM. Segun el grado de relevancia asignado por los expertos (ver,
tabla 3.4) se concluye que en la subcategoria del Conocimiento comiin del contenido
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(CCC) se encuentran las preguntas 1,3,5,6,7 y 8 con un nivel de relevancia de 5; las
preguntas 2 y 11 con un nivel de relevancia de 4 y las preguntas 4,9 y 10 con un nivel
de relevancia de 3; en la subcategoria de Conocimiento ampliado del contenido (CAC)
se encuentran las preguntas 6,7 y 10 con un nivel de relevancia de 5; las preguntas 3
y 4 con un nivel de relevancia de 4; las preguntas 8,9 y 11 con un nivel de relevancia
de 3 y las preguntas 1,2 y 3 con un nivel de relevancia de 2. En la subcategoria de
Conocimiento especializado del contenido (CEC) se encuentran las tareas 4 y 10 con
un nivel de relevancia de 5; las tareas 3,6,7,8 y 11 con un nivel de relevancia de 3 y las
tareas 2 y 9 con un nivel de relevancia de 2.

Del juicio de expertos y del grado de relevancia asignado por ellos respecto al criterio
3, se concluye que se puede eliminar la pregunta 2 que permite evaluar en ciertos
aspectos, el CAC y el CEC con un nivel de relevancia de 2; de igual forma, la tarea
8 que permite evaluar el CAC y el CEC con un nivel de relevancia de 3. Se analiza
la tarea 7 como posible tarea a ser eliminada y se concluye que ella permite medir
el CCC con un nivel de relevancia de 5 pero que en esta categoria se encuentran
6 tareas; de igual forma, permite medir el CAC con un nivel de relevancia de 5y
se encuentran entre 3 tareas y finalmente, permite medir el CEC con un nivel de
relevancia de 3 en una categoria que cuenta con 5 tareas (ver, figura 3.4).

En la misma direccion, se analiza la pregunta 1, bajo el criterio 3 y segun el juicio
de los expertos: se encuentra que respecto al CCC el nivel de relevancia es 5, pero
respecto al CAC el nivel de relevancia es de 2.

De igual forma, se analizaron las sugerencias de los expertos, que en algunos casos
se relacionaron con la formulacién de las preguntas y en la busqueda de mayor
claridad y comprension por parte de los estudiantes: estas sugerencias se analizaron
minuciosamente, ya que en algunos casos, para el experto no era clara la pregunta
dentro del contexto histérico. Por ejemplo, respecto a la Teoria de Galois, no es
habitual que se trabaje en los cursos de Teoria de Grupos asi corresponda a un
significado del objeto Grupo; por tanto, algunos de los ejercicios con el grupo S que
se relacionan con el grupo de Galois del polinomio, no eran claros para los expertos.
Finalmente, se incluye la tarea 8 que corresponde al significado de Grupo en el
contexto de la Teoria de Matrices en el cual hacian falta algunas preguntas.

Se presentan una de las sugerencias de los expertos: cada una fue motivo de un analisis
minucioso, para determinar la validez y concrecion de las mismas y su aplicabilidad
respecto a los criterios definidos para su analisis.
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Figura 3.4: Sugerencia de expertos a la tarea 2

En esta direccidn, luego de realizar los andlisis y de cruzar la informacion respecto
a los analisis presentados para la eliminacién o cambio de tareas, se concluye que se
cambia la pregunta 1; ya que la pregunta 2 en cuanto a los significados tiene un grado
de relevancia alto de 4 y en cuanto al contexto de Grupo como grupo abstracto;
ademds, corresponde al tema de operacion binaria, con un grado de relevancia de
5; al tema de Grupo, ejemplos y contraejemplos con un nivel de relevancia de 5 y al
tema de subgrupo con un nivel de relevancia de 4. La tarea 7 es la tinica tarea donde
se trabaja el grupo cociente y la tarea 8 es la tarea que realmente corresponderia al
concepto de grupo como Grupo Abstracto; por tanto, se determina que la pregunta
que se elimina o se cambia es la pregunta 1.

3.4. Prueba piloto del instrumento CDM-Grupo

El cuestionario piloto se aplicé a 17 estudiantes de formacion matematica: 11 de
Licenciatura en Matematicas y 6 de Matematicas en la asignatura de Teoria de
Anillos; estudiantes que ya han aprobado la asignatura Teoria de Grupos y contintian
con esta otra asignatura. A estos estudiantes, se les solicit6 responder el cuestionario
con el objetivo de evaluar algunos de los conocimientos relacionados con Teoria de
Grupos. El objetivo de la aplicacion de la prueba piloto era valorar, por medio de un
analisis cualitativo y cuantitativo, ciertos aspectos, tales como: adecuacién del tiempo
estimado (2 horas), claridad, comprension de los enunciados e indice de dificultad de
los subitems que componen cada item, ademas de incrementar y sustentar la validez
y factibilidad del cuestionario definitivo (Cohen, Manion & Morrison, 2011).

Al iniciar la aplicacion de la prueba piloto, se dieron y se leyeron las instrucciones
claras y precisas sobre como responder el cuestionario y sobre cudl era el objetivo
de dicha aplicaciéon. Ademas, se les solicito a los estudiantes que indicaran las
dificultades en relacion a la comprension y redaccion de los items. Por lo anterior,
durante la aplicacion del cuestionario, algunos de los estudiantes informaron que el
tiempo de 2 horas era insuficiente para abordar las 11 preguntas del cuestionario:
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atendiendo a esta inquietud se valoran y analizan las primeras 7 preguntas y se hacen
pequenas modificaciones al cuestionario piloto.

3.4.1. Analisis cuantitativo de la prueba piloto en el grupo de Licenciados en
Matematicas

La prueba piloto fue aplicada en el curso de Teoria de anillos, en la segunda semana de
Junio del 2015. En esta asignatura se espera reforzar y continuar con el desarrollo de
los conceptos de Teoria de Grupos al estudiar los anillos como estructura matematica,
en las cuales se definen dos operaciones para el conjunto dado (A,+,.) de modo que
el conjunto con la primera operacion (A,+) es un grupo abeliano y con la segunda
operacion un semigrupo (clausura y asociatividad de la operacion) y se cumplen dos
propiedades distributivas. Atendiendo a las sugerencias de los expertos en Algebra,
se consider6 que al final de esta asignatura era apropiado aplicar la prueba piloto;
se esperaba que como en la asignatura de anillos se profundizan los conceptos y
definiciones del objeto grupo, los estudiantes tuvieran estos conocimientos presentes
para la solucion de las tareas planteadas. La prueba tuvo una duraciéon de dos horas'y
fue aplicada por el profesor de la asignatura de Teoria de Anillos.

Los resultados individuales en la prueba piloto se presentan en las tablas 3.6 a 3.11
para el grupo de estudiantes de Licenciatura en Matematicas. Para la valoracion de la
prueba se tuvo presente que como la mayoria de los estudiantes solo contestd hasta
la pregunta 7 -por cuestiones de tiempo- la nota definitiva para este analisis se tomo
sobre 70 puntos al analizar las 7 primeras preguntas; se hizo la equivalencia de 70 a
50 y en cada caso se presenta la respectiva conversion para asignar una valoracion
definitiva a la prueba que tome valores entre 0 y 50 puntos que es lo habitual en este
contexto universitario y como cada tarea consta de cuatro subitems, a cada uno se le
asigna una valoracion de 2.5 puntos para la suma total y luego se aplica la conversion
respectiva.

Para el analisis cuantitativo de la prueba piloto, se considerd la variable “grado de
correccion de las respuestas del item” donde se asignan los valores de 0 si la respuesta
es incorrecta; 2.5 si la respuesta es correcta y entre 0y 2.5 si la respuesta se encuentra
parcialmente correcta. Los criterios de correccion para la consideracion de una
respuesta incorrecta, parcialmente incorrecta o correcta se encuentran en la solucion
dada para cada una de las tareas. En consecuencia, de acuerdo con las puntuaciones
establecidas para el grado de correccion de las respuestas al item, el puntaje maximo
y minimo a obtener en el cuestionario corresponde a 50 y 0 puntos respectivamente.

Para determinar el indice de dificultad de la tarea (item), se divide el nimero de
personas que contestan correctamente el item, entre el total de personas. La escala
de clasificacion para la dificultad de los items se toma de la literatura especializada
(Muniz, 1994). Segun los indices de dificultad, establecidos en la literatura se
recomendaban los siguientes porcentajes:
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5 por ciento de items faciles.

20 por ciento para items medianamente faciles.
50 por ciento, para items de dificultad media.

20 por ciento, para items medianamente dificiles.

5 por ciento, para items dificiles.

Segun la escala anterior se establecen los siguientes intervalos de clasificacion que se
pueden traducir en porcentajes o en forma decimal, para el indices de dificultad del
ftem:

dificultad de 0: item de alto grado de dificultad (valor extremo).

< 0,05 item dificil.

(0,05 — 0,25] item medianamente dificil.
(0,25 — 0,75] item de dificultad media.
(0,75 — 0,95] item medianamente facil.
> 0,95 item facil.

1 item de un grado maximo de facilidad.

De igual forma, se establecen los siguientes niveles de dominio del conocimiento,
segun la escala del indice de dificultad de la pregunta:

Dificultad < 0,25: bajo nivel de dominio.
Dificultad entre (0,25, 0,75): nivel de dominio medio.

Dificultad > 0,75: alto nivel de dominio.

Se considerd necesario incluir en el instrumento items de todos los grados de
dificultad; para obtener, un nivel de dificultad balanceado y en especial, se consider6
pertinente que el nivel de dificultad del item correspondiera a un nivel de dominio
medio, como se establece en la literatura especializada.

Se presentan los resultados de la prueba piloto para los Licenciados en Matematicas
en la tabla 3.6.



249

Omaida Seplveda Delgado

Tabla 3.6: Resultados de la prueba piloto - Licenciados en Matematicas

Resultados de la prueba piloto del cuestionario CDM — Grupo
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Tabla 3.7: Resultados en la prueba piloto de los Licenciados en Matematicas

Valoracién

30
0.7

20
0.7

11
21

Estudiante

LM1
LM2
LM3
LM4
LM5
LMeé6
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Estudiante Valoracion
LM7 20
LMS8 0.2
LM9 20
LM10 11
LM11 20

Tabla 3.8: Distribucién de frecuencias de

Licenciados en Matematicas

Intervalos de Frecuencia .
puntuacién absoluta Porcentaje

0-5 1 9.1

5-10 2 18.2

10-15 2 18.2

15-20 0 o

20-25 5 454

25-30 1 91

30-35 0 0

35-40 0 0

40-45 0 o

45-50 0 0

la puntuacién total en el grupo de

Segun la tabla 3.8 de frecuencias, se observa que el 45.5 por ciento de los estudiantes de
Licenciatura en Matemdticas obtienen una puntuacién menor a 20 puntos (sobre 50)
en la prueba piloto, lo que muestra cierto grado de dificultad (ver, figura 3.5) para los
estudiantes. Se presenta en la tabla 3.9. y 3.10. los estadisticos que permitieron hacer
inferencias sobre las valoraciones de los estudiantes de Licenciatura en Matematicas.
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Notas de Licenciados en Matematicas
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Figura 3.5: Resultados de la prueba piloto en el grupo de estudiantes de Licenciatura
en Matematicas

Tabla 3.9: Distribucion de frecuencias de la puntuacion total de los Licenciados en
Matematicas

Estadistico
Minimo 2
Maximo 30
Rango 28
Media 15.36
Mediana 20
Desviacion estandar 8.29

De la tabla 3.6 se observa que ningtn estudiantes obtuvo la puntuacién maxima
de 50 puntos, siendo la media de 15.36 puntos, es decir, que el porcentaje de logro
corresponde a un 9 por ciento, lo que evidencia que el instrumento present6 cierto
grado de dificultad para los estudiantes. En la tabla 3.10. se presentan los cuartiles
correspondientes a las notas y en la figura 3.16 se presenta la distribuciéon de las
puntuaciones totales obtenidas por los estudiantes de Licenciatura en la prueba
piloto.

Tabla 3.10: Puntuacion total en la prueba piloto para los Licenciados en Matematicas

Valores Ancho
Minimo 2 2
Quartill 9 7
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Valores Ancho
Quartil2- Mediana | 20 11
Quartil3 20 0
Maximo 30 10

Se presenta en la figura 3.6 el diagrama de caja, realizado partir de la tabla 3.10 con
el fin de complementar el andlisis de la prueba piloto aplicada a los estudiantes de
Licenciatura en Matematicas.

= Notas enlaprueba piloto-

- _7Licendadns_eTM_atemﬂkas—

25 ‘

20

15

10

Motas

Figura 3.6: Distribucion de las puntuaciones y puntuacion media en la prueba piloto
de los estudiantes de Licenciatura en Matematicas

Enla figura 3.6 y en la tabla 3.10, se observa que la mediana corresponde a la nota de
20 puntos y que el 50 por ciento de las notas, se encuentran en el intervalo (9,20); el
rango intercuartilico (Q3-Q1) corresponde a 11 puntos, lo que permite concluir que
no se encuentran valores atipicos en la distribucién de las notas.

3.4.1.1. Analisis de la fiabilidad

Con el cuestionario piloto y utilizando las respuestas dadas por los estudiantes de
Licenciatura en Matematica a los siete primeros items, se realiz6 un analisis segtn las
respuestas, ya que, ellas son observables y medibles. Asi, con base enlos conocimientos
puestos en juego en las soluciones a las situaciones problematicas planteadas, fue
posible inferir algunos aspectos del conocimiento didactico-matematico sobre el
objeto de investigacion que no se pueden observar en forma directa, pero si en las
practicas de los estudiantes. En esta direccidn, es necesario que el instrumento sea
fiable, que permita realizar inferencias utiles sobre lo que se busca medir. Por esto,
se analizo la fiabilidad, entendida como la estabilidad en las puntuaciones que el
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cuestionario proporciona si este fuera administrado en repetidas ocasiones al mismo
grupo de estudiantes (Vasquez, 2014). Se utiliza el estadistico: “coeficiente alfa de
Cronbach” ya que el representa una forma de acercarse a la fiabilidad. Mas que
la estabilidad de las medidas, el coeficiente alfa de Cronbach refleja el grado en el
que covarian los items que constituyen el test y por tanto, es un indicador de la
consistencia interna del test (Muhiz, 1994).

El Coeficiente Alfa de Cronbach, requiere de una sola administracion del instrumento
de medicion y se aplico a la prueba piloto: este coeficiente produce valores que
oscilan entre O y 1: se trata de un indice de consistencia interna, que sirve para
comprobar si el instrumento que se esta evaluando recopila informacion defectuosa
y por tanto, puede llevar a conclusiones equivocadas o si por el contrario se tiene
un instrumento fiable que hace mediciones estables y consistentes. El alfa, mide la
homogeneidad de las preguntas promediando todas las correlaciones entre los items
para ver que efectivamente se parezcan. Cuanto mas se acerque al valor de uno (1)
mejor es la fiabilidad; la ventaja de su aplicacion radica en que simplemente se aplica
a la medicion y se calcula directamente.

El valor obtenido de la notas del cuestionario para el grupo de estudiantes de
Licenciatura en Matematicas fue de aproximadamente o = 0,6. Este valor sugiere una
correlacion no tan fuerte; sin embargo, si se interpreta como un indice de fiabilidad el
valor no es excesivamente elevado, pero si se puede considerar como suficiente para
el caso, ya que el cuestionario no es homogéneo en tanto que incluye gran variedad
de aspectos y contenidos a evaluar. En este aspecto, se pueden eliminar items en el
sentido de mala discriminacion lo que aumenta el valor del a = 0,6.

3.4.1.2 Analisis del indice de dificultad

El indice de dificultad, valora la dificultad que conlleva la resolucion de la situacion
problematica planteada y se define como la razén entre el “niimero de aciertos/
numero de respuestas” (Muiiz, 1994). Dicho indice de dificultad toma valores entre
0y 1, donde 0 indica que el subitem tiene un alto grado de dificultad, mientras que
1 indica que el subitem tiene un grado de mdxima facilidad, siendo los indices de
dificultad media los que mejor discriminan.

Para el célculo del indice de dificultad se clasificaron las respuestas en correctas e
incorrectas y parcialmente correctas, las respuestas en blanco no se consideraron;
asi que fue posible analizar qué situaciones problematicas resultaron mas “faciles”
o mas “dificiles” para el grupo de estudiantes de Licenciatura en Matematicas. Se
tomo el indice de dificultad respecto a las 7 primeras preguntas, ya que, en los dos
grupos segun, los informes de los profesores que aplicaron la prueba; solo se alcanzé
a trabajar en estas preguntas. Se presenta en la tabla 3.11 el indice de dificultad
de la pregunta y el indice promedio de dificultad del item para los Licenciados en
Matematicas.
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Tabla3.11: Indice de dificultad dela prueba piloto paralos Licenciados en Matematicas

‘ Indice de dificultad del cuestionario para los Licenciados en Matematicas ‘

R-Correctas R- R-Parcial-
Incorrectas mente-C
P1. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 6 55 5 45 0] (0] 0.55 55
b) 6 55 5 45 0] (0] 0.55 55
c) 4 36 7 64 0] (0] 0.36 36
d) 10 20 1 10 0] (0] 0.90 90
Media 0.59
P2. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % indice %
a) 8 73 3 27 0 (0] 0.73 73
b) 8 73 3 27 0] (0] 0.73 73
c) 3 27 8 73 0] (0] 0.27 27
d) 3 27 8 73 0] (0] 0.27 27
Media 0.50
P3. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 5 45 6 55 0] (0] 0.45 45
b) 3 27 8 73 0] (0] 0.27 27
<) (o] (o] 11 100| O (0] 0] (0]
d) 1 10 9 80 1 10 0.18 18
Media 0.22
P4. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 6 54 4 36 1 10 0.64 64
b) (0] (0] 11 100| O (0] 0] 0]
c) 1 10 10 920 (o] (o] 0.1 10
d) 1 10 10 90 0] (0] 0.1 10
Media 0.21
P5. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 2 18 9 82 (o] (o] 0.18 18
b) 2 18 9 82 0] (0] 0.18 18
<) 2 18 9 82 0] (0] 0.18 18
d) 6 54 4 36 1 10 0.64 64
Media 0.30
R-Correctas R- R-Parcial-
Incorrectas mente-C
‘ P6. ‘ Frecuencia % Frecuencia ‘ % ‘ Frecuencia ‘ % ‘ indice %
a) (0] (0] 11 100| O (0] 0] 0]
b) 1 10 10 90 0] (0] 0.1 10
c) 1 10 10 90 (0] (0] 0.1 10
d) 2 18 9 82 0] (0] 0.18 18
Media 0.10
P7. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 4 36 7 64 0] (0] 0.36 36
b) 1 9 9 82 (o] (o] 0.18 18
c) 1 10 10 90 0] (0] 0.1 10
d) 2 18 8 82 0] (0] 0.18 18
Media 0.18
Media Ge- 0.30
neral
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En la figura 3.7 se observan los resultados obtenidos al agrupar los items del
cuestionario piloto segtn su indice de dificultad y segun las ponderaciones obtenidas
por los estudiantes de Licenciatura en Matematicas. De los 7 items explorados, el 43
por ciento (3) presentan una dificultad media con valores entre (0.41 - 0.60); en este
punto segun la literatura consultada (Muiiiz, 1994), se espera que el 50 por ciento de
los items de un cuestionario presenten un indice de dificultad media; mientras que 57
por ciento (4), resultaron con un indice de dificultad medianamente dificil y segun la
literatura se espera el 20 por ciento de los items. De otra parte, no se encuentran items
medianamente faciles, ni items faciles segtin la escala de clasificacion tomada para los
indices de dificultad y tampoco hay items dificiles. Las escalas para la clasificacion de
los indices de dificultad pueden variar segtin los resultados que espera el investigador
que valida el cuestionario. Para el caso se podrian omitir la pregunta 3, 4 o 6 para
reducir el indice de dificultad del instrumento (preguntas dificiles).

En la tabla 3.11 y en la figura 3.7 se presentan los indices de dificultad para los
distintos items. Se observa que el cuestionario en general presenta un nivel de
dificultad que oscila entre el 10 por ciento y el 59 por ciento; esto corresponde a
preguntas medianamente dificiles, es decir, con una dificultad media. Se observé que,
en general el cuestionario presentd una dificultad media, tendiente a medianamente
dificil con un porcentaje del 30 por ciento, por lo que se concluye que en cierta forma
no deberia representar mayores dificultades a los estudiantes de Licenciatura en
Matematicas, ya que, este es el indice que se espera de un instrumento de evaluacion,
pero lo que realmente se evidencia de la aplicaciéon del instrumento, es que este
presentd dificultad para los estudiantes.

Se describen los principales hallazgos de la aplicacion de la prueba piloto al grupo de
estudiantes de Licenciatura en Matematicas.

indice de dificultad en la prueba
piloto - Estudiantes de Licenciatura
80 en Matematicas

50 ¥

40 1

30 1~
20 1~

10 ¥

M =g =3 f o= 0 %

Pl P2 P3 P4 PS5 P P7

Pregunta

Figura 3.7: Dificultad de los items en la prueba piloto - estudiantes de Licenciatura
en Matemadticas



Omaida Seplveda Delgado 257

Pregunta 1

En relacion con la pregunta 1 y segtin la tabla 3.11 donde se muestran las frecuencias
y los porcentajes de respuestas se observa que el 55 por ciento de los estudiantes de
Licenciatura, pueden resolver correctamente la situacion problematica planteada, al
identificar el elemento identidad en el conjunto de los (Z,*); donde a *b :=a + b
— 4y comprobar que se cumple la propiedad asociativa con esta nueva operacion;
ademas, para los estudiantes es muy fdcil elaborar parte de la tabla de operacion de los
elementos del conjunto (90 por ciento) pero para los estudiantes es “medianamente
dificil” identificar el inverso del elemento 3 con la operacion definida en los enteros
(0.36); segun el rango considerado, este porcentaje se sitia en un nivel de dificultad
media (0.31-0.4). Se ha decidido cambiar la pregunta 1 en su totalidad, teniendo
presente el analisis de contenido del item y teniendo presente que se debe incluir un
item relacionado con el contexto de Teoria de Matrices.

En cuanto a los errores y dificultades presentes en las respuestas a la pregunta, se
infiere que el 45 por ciento de los estudiantes no pueden determinar cudl es el
elemento identidad en los enteros con la operacion *; 7 estudiantes (64) por ciento
no comprenden como determinar el inverso de un elemento en el conjunto de los
enteros donde se ha definido una nueva operacién y el 10 por ciento de los licenciados
no comprende la operacion * ya que, no elaboran parte de la tabla de operaciones en
el conjunto de los enteros con esta operacion.

En relaciéon con el conocimiento comun del contenido, conocimiento ampliado
del contenido y conocimiento especializado del contenido se observa del indice
de dificultad de la pregunta (59 por ciento en promedio) que los estudiantes de
Licenciatura tienen un nivel de dominio medio, respecto al significado de grupo
como Grupo abstractoy en relacion a los contenidos curriculares: Operacién binaria,
Estructuras algebraicas, Ejemplos de Grupos y verificacion de las propiedades de grupo.

Se presenta el analisis a la respuesta del Licenciado en Matematica (L1) en la pregunta
(figura 3.8).
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Figura 3.8: Respuesta a la pregunta 1 - estudiante L1

El estudiante de Licenciatura de Matematicas, tiene todas las respuestas correctas en
la pregunta 1, lo que equivale a una valoracién de 10 puntos sobre 10; pero el indice
de dificultad de la pregunta 1 en el grupo de Licenciados es del 59 por ciento, lo que
evidencia un grado de dificultad media en la comprension de la pregunta (100 por
ciento) por parte del grupo.

Pregunta 2

En relacién con la pregunta 2 y seguin la tabla 3.11 donde se muestran las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 73 por ciento de los estudiantes
pueden resolver correctamente la situacion problematica planteada, al identificar el
cumplimiento de la propiedad de clausura en el conjunto de los nimeros reales (R,®)
con la nueva operacion a e b := 3a + 4b; de igual forma, los estudiantes verifican la
propiedad asociativa; pero, para los estudiantes es “dificil” identificar el inverso del
elemento 2, con ésta operacion (0.27 de respuestas correctas) por lo que no pueden
comprobar la no existencia del elemento identidad y por tanto, que no hay inversos
para los elementos. La pregunta en general, presenta un nivel de dificultad media
del (50 por ciento). En base a lo anterior, se ha decidido conservar el item 2 en su
totalidad, incorporando solamente ciertos cambios en la redaccién como concretar
el subitem 2d); ya que, son deseables las preguntas de indice de dificultad media (el
50 por ciento de las preguntas deberian tener un nivel de dificultad media).
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En cuanto a los errores y dificultades presentes en las respuestas: para el primer
subitem, el 27 por ciento de los estudiantes no determinan si la operacion e en los
reales cumple la propiedad de clausura y para el siguiente subitem, 3 estudiantes
(27) por ciento no comprenden la propiedad asociativa de ésta operacion. De igual
forma, el 73 por ciento de los licenciados no identifican la no existencia del elemento
identidad y por tanto, la no existencia de los elementos inversos en este conjunto de
los nimeros reales.

En relacion al conocimiento comun del contenido y conocimiento ampliado del
contenido, se observa que el indice de dificultad de la pregunta es del 50 (por ciento)
por lo que los estudiantes de Licenciatura pueden resolver la tarea, identificar la no
existencia del elemento identidad con un nivel de dificultad media; asi, los estudiantes
de Licenciatura tienen un nivel de dominio medio respecto al conocimiento comun
del contenido, al conocimiento ampliado del contenido y respecto al conocimiento
especializado (2d); como la pregunta presenta un indice de dificultad media (27 por
ciento) se observa en general, que los estudiantes tienen, un nivel de dominio medio,
respecto a este conocimiento especializado y por tanto medianamente generalizan
la propiedad al conjunto R*lo que equivale a decir, que para los licenciados la tarea
presenta una dificultad media; que es lo que se espera de las tareas propuestas.

La respuesta del Licenciado en Matematica (L11) a la pregunta 2:

Este estudiante de Licenciatura de Matematicas en la pregunta 2, tiene correctas las
respuestas 2a) y 2b) (ver, figura 3.9) es decir, identifica la propiedad de clausura de
los reales con la operacion definida y la propiedad asociativa para la operacién dada
en los reales; pero no puede identificar que el elemento identidad no existe y por
tanto, que los elementos inversos no existen y no puede definir una operacién similar
en el conjunto R* por tanto, la valoracion de la pregunta es 5 puntos de 10 y la
valoracion promedio de toda la prueba

Tavay @ CR, =) ash = %apap <) nwewe de 2. | e il
LS e LEs = : e ~ 3(2)+4(6) ==a
) &3 opewcn Binwvia  TClautural e e e I i
Yak ef a-bu & = 5“:49 £ 5 a (’ 6 +ab L B
" i g i e = - = =
a-b = 3uidabh e B e - ali-3), Z =
) Searn aobyc & B endonces i o i 4br- -8 - %
G Yo & w: fEe) s o ¢i . 5
5 V@ e 4
atdblec £ a-(3br4c) B =3 | e SRests
B3at+ebl 4 4c 2 3a+ 4 (=b+9c) ;7 Xonuewo de 2 es |
> / —a-t2 i s sants
ax12b +4c = 30+ 12k +16C |/ e ST T,
L o sowclel _ s =

Figura 3.9: Respuesta a la pregunta 2 - estudiante L11

para el estudiante es de 20 puntos sobre 50. Pero, como el indice de dificultad de
la pregunta corresponde al 50 por ciento, se evidencia que en general, la pregunta
presenta una dificultad media para los estudiantes de Licenciatura (indice de
dificultad en el intervalo (0.25, 0.75).
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Pregunta 3

En la pregunta 3 y segun la tabla 3.11 de frecuencias y porcentajes de respuestas,
se observa que el 45 por ciento de los estudiantes pudieron resolver correctamente
la situacion problematica planteada al efectuar la adicién de polinomios en el
conjunto Z [x] y determinar su cociente y el (0.27) por ciento de los estudiantes
pueden determinar el residuo de esta division de polinomios. Para los Licenciados
en general es “dificil” identificar el grupo Z_[x] donde se trabajan los polinomios;
ya que, ningun Licenciado lo pudo identificar y el 10 por ciento puede identificar
las propiedades y conceptos que se aplican para dar respuesta a las preguntas de la
situacion planteada. La pregunta es medianamente dificil (22 por ciento), para los
Licenciados. Con base en lo anterior, se conserva la pregunta en su totalidad, ya que,
para que un instrumento se encuentre bien equilibrado debe estar formado por items
con diferentes niveles de dificultad, especialmente las preguntas de dificultad media.

En cuanto a los errores y dificultades presentes en las respuestas, se tiene que el 55
por ciento de los estudiantes no realiz6 la divisién de polinomios en el conjunto
Z [x]y por tanto, no determinaron en forma correcta el cociente; el 73 por ciento no
determina el residuo de la division; el 100 por ciento de los estudiantes no identifica
el grupo donde se trabaja la division de polinomios y el 80 por ciento no identifica las
propiedades que debe utilizar para solucionar toda la tarea.

Respecto, al conocimiento comun del contenido, este presenta un nivel de dificultad
media del 36 por ciento ((a) y (b)) esto corresponde a un nivel de dominio medio
del conocimiento comun del contenido y en cuanto conocimiento ampliado del
contenido, se observa del indice de dificultad que corresponde al 22 (por ciento) que
los estudiantes de Licenciatura no resuelven la tarea y no generalizan las operaciones
del conjunto Z_ siendo medianamente dificil para ellos el trabajo en este grupo; esto
es, los estudiantes tienen un nivel de dominio bajo del conocimiento ampliado. En
cuanto al conocimiento especializado ((c) y (d)) el indice de dificultad corresponde al
18 por ciento, por lo que resulta medianamente dificil para los estudiantes reconocer
las propiedades de inverso e identidad en el conjunto Z_y generalizarlas al conjunto
Z [x], esto corresponde a un nivel de dominio bajo del conocimiento especializado
(indice de dificultad < 0,25).

La respuesta del Licenciado en Matematica (L11) a la pregunta 3:
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Figura 3.10: Respuesta a la pregunta 3 - estudiante L11

Este estudiante de Licenciatura de Matematicas en la pregunta 3, desarrolla en forma
correcta las respuestas 3a) 3b) y 3d) (ver, tabla 3.11), es decir, realiza la operacion
entre polinomios en el conjunto Z_[x] identificando el cociente y el residuo; ademas,
identifica los conceptos necesarios para desarrollar la operacion entre polinomios
en el conjunto dado y en aritmética mddulo 5; pero no puede identificar el grupo
de trabajo, es decir, el conjunto Z [x]; pero identifica claramente algunos de los
conceptos y propiedades necesarias para desarrollar la tarea propuesta. La valoracion
de la pregunta corresponde a 7.5 de 10 puntos y la valoraciéon promedio en toda la
prueba para el estudiante es de 20 puntos sobre 50. Al analizar el indice de dificultad
de la pregunta, que corresponde al 50 por ciento, se evidencia que la pregunta
presenta una dificultad media para los otros estudiantes de Licenciatura, que es la
dificultad que se espera de un item (indice de dificultad entre (0.25,0.75)).

Pregunta 4

En relacion con la pregunta 4 y segun la tabla 3.11 donde se presentan las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 54 por ciento de los estudiantes puede
resolver correctamente la situacion problematica planteada, al solucionar una
ecuacion en el conjunto definido que es nuevo para los estudiantes, este es el conjunto
(A,®) de los z— numeros; ningtn estudiante identifica el elemento identidad en el
conjunto; el 10 por ciento (1 estudiante) identifica el isomorfismo del conjunto con
el grupo (Z,,,+,,) y el 10 por ciento de los estudiantes identifica en este conjunto
que numeros cumplen la propiedad de ser divisibles por 3. El nivel de dificultad
de la pregunta es del 21 por ciento por lo que se puede decir, que la pregunta es
“medianamente dificil” para los Licenciados. Con base en lo anterior, se decide
conservar la pregunta en su totalidad, ya que, para que un instrumento se encuentre
bien equilibrado debe estar formado por items en su mayoria de dificultad media.

Respecto a los posibles errores y dificultades presentes en las respuestas a la
pregunta, el 36 por ciento de los estudiantes no puede solucionar la ecuaciéon en
el nuevo conjunto; el 100 por ciento de los estudiantes (11) no puede identificar el
elemento identidad en este conjunto; el 90 por ciento de los estudiantes no encuentra
un grupo isomorfo al dado y no identifica la propiedad de ser divisible por 3 en el
nuevo conjunto.
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En relacién con el conocimiento comun del contenido de los estudiantes, se presenta
un bajo nivel de dominio (del 21 por ciento); es decir, es medianamente dificil para
los estudiantes, realizar las tareas en el conjunto dado; solucionar ecuaciones e
identificar el elemento inverso y en cuanto al conocimiento ampliado del contenido
de los estudiantes, se observa nuevamente que el indice de dificultad es del 22 (por
ciento) y por tanto, los estudiantes de Licenciatura no relacionan el nuevo conjunto
con el conjunto conocido Z,, esto corresponde a un nivel de dominio bajo del
conocimiento ampliado del contenido. En cuanto al conocimiento especializado,
como el indice de dificultad es del 21 por ciento, resulta medianamente dificil para
los estudiantes generalizar las propiedades del grupo Z, al grupo (A,,®) y asi, segin
la clasificacion establecida, los estudiantes tienen un bajo nivel de dominio del
conocimiento especializado (nivel de dificultad < 0,25.

La respuesta del Licenciado en Matematica (L9) a la pregunta 4 fue la siguiente:

Este estudiante de Licenciatura de Matematicas en la pregunta 4, soluciona en forma
correcta la ecuacion en el conjunto (A,,®); identifica el conjunto de los numeros
que son divisibles por 3, pero su justificacion no es clara y no identifica el elemento
identidad en el nuevo conjunto; de igual forma, no identifica un conjunto isomorfo
al grupo dado. La valoracién promedio de toda la prueba para el estudiante es de 20
puntos sobre 50 y al analizar el indice de dificultad de la pregunta que corresponde
al 21 por ciento, se evidencia que la pregunta es medianamente dificil para los
estudiantes de Licenciatura.
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Figura 3.11: Respuesta a la pregunta 4 - estudiante L9

En relacion con ésta pregunta y seguin la tabla 3.11 donde se presentan las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 18 por ciento de los estudiantes pueden
resolver correctamente la situacion problematica planteada al dar un subgrupo de
3 elementos en el grupo (Z ot de igual forma, el 18 por ciento de los estudiantes
determina un subconjunto del grupo que no cumple la propiedad de ser subgrupo y
para el 18 por ciento de los estudiantes, es claro que el grupo (Z,,+,) no es subgrupo
del grupo (Z ,+,). La pregunta presenta un nivel de dificultad media del 30 por ciento
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por lo que se puede decir, que la pregunta no deberia presentar mayores dificultades
para los licenciados. Con base en lo anterior, se decide conservar la pregunta en su
totalidad, ya que, para que un instrumento se encuentre bien equilibrado debe estar
formado por items con diferentes niveles de dificultad, especialmente con un nivel
de dificultad media.

En cuanto a los posibles errores y dificultades presentes en las respuestas de la
pregunta: el 82 por ciento de los estudiantes no reconocen los subgrupos de orden
3 del grupo (Z,+,), de igual forma, no determinan un subconjunto que no cumple
con la propiedad de ser subgrupo y no identifican claramente si (Z,+,) es subgrupo
del grupo (Z ,+,); pero, solo el 36 por ciento tiene dificultad para elaborar la tabla de
operacion en el grupo (Z,+,).

En relacion al conocimiento comun del contenido de los estudiantes, se observa que
tienen un nivel de dominio medio con un nivel de dificultad media del 30 por ciento
en la pregunta en cuanto a la realizacién de tareas comunes en este grupo; en cuanto
al conocimiento ampliado, del indice de dificultad de la pregunta es del 18 por
ciento: se observa que para los estudiantes no es clara la propiedad de ser subgrupo
para aplicarla en un caso especifico, de igual forma, la propiedad de ser subconjunto
resultando la pregunta medianamente dificil para los estudiantes de Licenciatura;
esto corresponde a un bajo nivel de dominio del conocimiento ampliado. En cuanto
al conocimiento especializado, del indice de dificultad que presenta la pregunta es
del 41 por ciento: se evidencia que existe una dificultad media en cuanto al trabajo
en el grupo Z_ y esto corresponde a un nivel de dominio medio del conocimiento
especializado.

La respuesta del Licenciado en Matematica (L4) a la pregunta 5:
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Figura 3.12: Respuesta a la pregunta 5 - estudiante L4



264 El Conocimiento Didactico-Matematico del Profesor Universitario

Este estudiante de Licenciatura de Matematicas en la pregunta 5, da el subgrupo
de 3 elementos en el grupo (Z ,+,); escribe un subconjunto que no es subgrupo e
identifica claramente que (Z,+,) no es subgrupo de (Z ,+,); pero diferente a los otros
estudiantes, no elabora en forma correcta la tabla de operaciones de los elementos del
grupo. La valoracién promedio de toda la prueba para el estudiante es de 7 puntos
sobre 50. Al analizar el indice de dificultad de la pregunta, que corresponde al 30 por
ciento, se evidencia que la pregunta presenta una dificultad media, esto indicaria
que la pregunta no presenta mayores dificultades para los estudiantes de licenciatura
o que los estudiantes tienen un dominio medio en cuanto a la comprension de la
propiedad de ser subgrupo y en cuanto al trabajo con los grupos Z .

Pregunta 6

En relacion con la pregunta 6 y segun la tabla 3.11 donde se presentan las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 10 por ciento de los estudiantes (1)
identifica que el grupo D, es isomorfo al grupo S.: la pregunta en este caso, result6
ambigua ya que, ella hacia referencia al subgrupo de orden 3; de igual forma, el 10
por ciento de los estudiantes

(1) identifica que el grupo D,y en general, los grupos D, de simetrias de poligonos
regulares no cumplen la propiedad de ser ciclicos. El nivel de dificultad de la
pregunta es del 10 por ciento por lo que se puede decir, que los estudiantes no logran
reconocer los conceptos y/o propiedades relacionadas con el grupo D;; esto es, la
pregunta es medianamente dificil para los estudiantes. Con base en lo anterior, se
decide conservar la pregunta en su totalidad, ya que, para que un instrumento se
encuentre bien equilibrado, este debe estar formado por items con diferentes niveles
de dificultad.

En relacion a los errores y dificultades presentes en las respuestas de la pregunta, el
100 por ciento de los estudiantes no reconocen los subgrupos de orden 3 del grupo
(D,,0); de igual forma, el 90 por ciento no pueden determinar un subconjunto
isomorfo al subgrupo que se pide y el 90 por ciento no tiene claro el Teorema de
Lagrange, por el cual el orden del subgrupo divide al orden del grupo y por tanto,
que el grupo (D,,0) de orden 6 no puede tener un subgrupo de orden 4. Para el 82 por
ciento de los estudiantes de Licenciatura, no es claro que en general los grupos (Dn,O)
no cumplen la propiedad de ser grupo ciclicos.

En cuanto al conocimiento comun del contenido de los estudiantes (item (a)): como
el nivel de dificultad corresponde al 0, esto significa que los estudiantes no logran
reconocer los subgrupos del grupo (D,,0) siendo la pregunta muy “dificil” para los
estudiantes: esto corresponde a un bajo nivel de dominio del conocimiento comun
del contenido. En cuanto al conocimiento ampliado, como el indice de dificultad
es del 13 por ciento, esto indica que para los estudiantes no es claro cuales son los
subgrupos del grupo (D,,0) esto corresponde a una pregunta, medianamente dificil
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para el estudiante con un bajo nivel de dominio del conocimiento ampliado; no es
claro, el teorema de Lagrange para aplicarlo a este grupo particular nila propiedad de
ser un grupo ciclico y en cuanto al conocimiento especializado, del indice de dificultad
del 13 por ciento se evidencia que los estudiantes no tienen un conocimiento claro
del grupo (D,,0) y por tanto, de sus propiedades, lo que corresponde a bajo nivel de
dominio del conocimiento especializado del contenido.

La respuesta del Licenciado en Matematica (L1) a la pregunta 6:
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Figura 3.13: Respuesta a la pregunta 6 - estudiante L1

Este estudiante de Licenciatura de Matematicas es el unico que da una respuesta,
en la cual afirma que tiene que repasar el estudio de este grupo particular (D,,0). La
valoracidén promedio de toda la prueba para el estudiante es de 30 puntos sobre 50,
siendo la mayor puntuacion entre los estudiantes. Al analizar el indice de dificultad
de la pregunta que corresponde al 10 por ciento, se evidencia que los estudiantes
no reconocen conceptos y/o propiedades del grupo (D,,0); este indice de dificultad
indica que la pregunta es medianamente dificil para los estudiantes, pero se tiene
presente que se relaciona con el conocimiento de un grupo particular; lo que indica
un bajo nivel de dominio respecto al conocimiento de los grupos (D, ,0).

Pregunta 7

En relacion con la pregunta 7 y segtin la tabla 3.11 donde se presentan las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 36 por ciento de los estudiantes (4)
construye la tabla de operacion del grupo V, o el grupo k —4 de Klein; el 9 por
ciento, realiza el grupo cociente determinando el subgrupo H = (a); el 10 por ciento
reconoce la propiedad del subgrupo de ser normal para realizar un grupo cociente
y el 18 por ciento de los estudiantes determina los elementos de la clase bH. El
nivel de dificultad de la pregunta es del 18 por ciento por lo que se puede decir, que
resulta medianamente dificil para los Licenciados. Con base en lo anterior, se decide
conservar la pregunta en su totalidad.

En cuanto a los posibles errores y dificultades presentes en las respuestas de la
pregunta, el 64 por ciento de los estudiantes no reconocen la tabla de operacién
del grupo V; de igual forma, el 82 por ciento no puede construir el grupo cociente
determinado por el subgrupo H = (a); el 90 por ciento no tiene presente la propiedad
del subgrupo de ser normal, para determinar el grupo cociente y el 82 por ciento de
los estudiantes de Licenciatura no reconocen una clase lateral izquierda.
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En relacién al conocimiento comun del contenido de los estudiantes (item (a)), la
pregunta presenta un nivel de dificultad del 36 por ciento, es decir, que existe una
dificil media para los estudiantes, esto corresponde a un nivel de dominio medio
del conocimiento comun del contenido; en cuanto al conocimiento ampliado, del
indice de dificultad del 16 por ciento, se evidencia que el estudiante no construye el
grupo cociente; de igual forma, en cuanto al conocimiento especializado, no tiene
presente la propiedad del subgrupo de ser normal para aplicarla a casos particulares
y de igual forma, no construye una clase lateral izquierda por el subgrupo en un
grupo especifico, esto corresponde a un bajo nivel de dominio del conocimiento
especializado del contenido.

La respuesta del Licenciado en Matematica (L1) a la pregunta 7.

Elestudiante de Licenciatura de Matematicas reconoce el grupo V, de Klein; construye
el grupo cociente para el subgrupo dado; lista los elementos de la clase izquierda bH;
da una propiedad del grupo, pero no es la propiedad del subgrupo para construir
el grupo cociente. La valoraciéon promedio de toda la prueba del estudiante es de
30 puntos sobre 50 siendo la mayor puntuacion entre los estudiantes. Al analizar
el indice de dificultad de la pregunta que corresponde al 18 por ciento, se evidencia
que los estudiantes de licenciatura no reconocen el concepto de normalidad y grupo
cociente; el indice de dificultad de la pregunta en general es elevado: del 18 por
ciento, es decir, la pregunta resulta medianamente dificil para los Licenciados, lo que
corresponde a un nivel de dominio bajo en cuanto al conocimiento del grupo V, de
Klein.
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Figura 3.14: Respuesta a la pregunta 7 - estudiante L1

Finalmente, como conclusion al andlisis del indice de dificultad en la prueba piloto
para el grupo de estudiantes de licenciatura, se observa que en general, el cuestionario
presenta una dificultad media (0.30) para los estudiantes, como se muestra en la
tabla 3.11, siendo los subitems que mayor dificultad presentaron el 1c), 2¢), 2d),
3b), 3¢), 3d), 4b), 4c), 4d), 5a), 5b), 5¢), 6a), 6b), 6¢), 6d), 7a), 7b), 7¢c) y 7d). Del
indice de dificultad de las preguntas del cuestionario piloto para los estudiantes de
Licenciatura en matematicas, se concluye que la pregunta 6 es la que presenta mayor
indice de dificultad: del 10 por ciento, la pregunta 4 y 7 tienen un indice de dificultad
del 21 por ciento, la pregunta 3 un indice de dificultad del 23 por ciento y la pregunta
5 un indice de dificultad del 30 por ciento y las preguntas 1y 2 un indice de 59 y 50
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por ciento respectivamente. De las 7 preguntas analizadas solo la pregunta 6 resulta
medianamente dificil y en general, ninguna pregunta presenta un grado mdximo
de facilidad. Se tiene en cuenta que se desearia para un instrumento un indice de
dificultad media y que los indices de dificultad no se encuentren en los extremos de
la escala; asi, se de la figura 8.17 se evidencia que las preguntas P1 y P2 presentan un
indice de dificultad media (25-75 por ciento) para los estudiantes de Licenciatura y
las otras cinco preguntas resultaron ser medianamente dificiles para los Licenciados
( <25 por ciento).

La pregunta con mayor indice de dificultad para los Licenciados en Matematicas es
la pregunta 6.

TAREA 6. Sea D, el conjunto de simetrias del tridngulo equilatero.
a) ;De un ejemplo de un subgrupo de D.? Justifique

b); A que grupo familiar puede ser isomorfo? Justifique

c) ;Existe un subgrupo de D, isomorfo a (Z,+,) ? Justifique

d) ;El grupo D; es ciclico? Justifique

Se presenta, a continuacion el analisis cuantitativo de la prueba piloto para el segundo
grupo de estudiantes de formacion matematica (estudiantes de Matematicas).

3.4.2. Anadlisis cuantitativo de la prueba piloto en el grupo de estudiantes de
Matematicas

En primer lugar, se presentan en la tabla 3.12, las puntuaciones en la prueba piloto de
los estudiantes de Matematicas; luego, se agrupan los datos para inferir conclusiones
respecto a ellos y finalmente, se analiza en la tabla 3.17. el indice de dificultad de la
prueba para este segundo grupo de estudiantes.
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Tabla 3.12: Resultados de la prueba piloto - Matematicos

Resultados de la prueba piloto - Matematicos

M1
1 val | 2 val | 3 val | 4 val | 5 val | 6 val | 7 val | 8 val | 9 val | 10 | val | 11 | val
a 25| a 25| a 25| a 25| a 25| a [¢] a 25| a 25| a [¢] a [0} a [}
b 25| b 25| b 25| b o b 25| b o b 25| b 25| b o b o b o
C 25| c 25| c (8] C [¢] C 1.0| c [¢] C 25| c o C o C [¢] C [¢]
d 25| d (8] d 25| d (8] d 25| d [¢] d 25| d [¢] d [¢] d [¢] d [¢]
10 7.5 7.5 2.5 8.5 o 10 5 o (o] (o]
N = 51 = 36
M2
1 val | 2 val | 3 val | 4 val | 5 val | 6 val | 7 val | 8 val | 9 val | 10 | val | 11 | val
a 25| a 25| a 25| a [¢] a 25| a 25| a 20| a [¢] a [¢] a [} a [}
b 25| b 25| b 25| b o b 25| b 25| b [¢] b o b o b [¢] b [¢]
C 25| c 25| c 25| c [¢] C 25| c 25| c o C o C o C [¢] C [¢]
d 25| d 25| d 25| d [¢] d 25| d 25| d 25| d [¢] d [¢] d [¢] d [¢]
10 10 10 o 10 10 45 o o 0 0
N = 54.5 = 39
M3
1 val | 2 val | 3 val | 4 val | 5 val | 6 val | 7 val | 8 val | 9 val | 10 | val | 11 | val
a 25| a 25| a 25| a 25| a 25| a [¢] a 25| a 25| a [¢] a [} a [}
b 25| b 25| b 25| b 25| b 25| b [¢] b 25| b 25| b o b [¢] b [¢]
[ 25| c 25| c 25| c [¢] C 25| c [¢] C 25| c 25| c o C [¢] C [¢]
d o d 25| d o d 20| d 25| d o d 25| d 25| d o d o d o
7.5 10 7.5 6.5 10 o 10 10 o (o] o
N = 61.5 = 44
M4
1 val | 2 val | 3 val | 4 val | 5 val | 6 val | 7 val | 8 val | 9 val | 10 | val | 11 | val
a 25| a 25| a 25| a 25| a 25| a 25| a 25| a [¢] a [¢] a [} a [}
b 25| b 25| b 25| b 25| b o b 25| b 25| b [¢] b o b [¢] b [¢]
c 25| c 25| c 25| c 25| c o c 25| c 25| c o c 25| c o c o
d 25| d 25| d 25| d 25| d o d 25| d 25| d o d o d o d (o]
10 10 10 10 2.5 10 10 o 2.5 (o] (o]
N = 65 = 46
M5
1 val | 2 val | 3 val | 4 val | 5 val | 6 val | 7 val | 8 val | 9 val | 10 | val | 11 | val
a 25| a 25| a 25| a 25| a 25| a o a 25| a o a o a o a o
b 25| b 25| b 25| b o b 25| b [¢] b 25| b o b o b [¢] b [¢]
c 25| c 25| c 25| c 25| c 25| c o c 25| c o c o c [} c o
d 25| d 25| d 25| d o d 25| d o d 25| d o d o d (o] d (o]
10 10 10 5 10 o 10 o o (o] (o]
N = 55 = 39
M6
1 val | 2 val | 3 val | 4 val | 5 val | 6 val | 7 val | 8 val | 9 val | 10 | val | 11 | val
a 25| a 25| a 25| a 25| a 25| a o a 25| a 25| a o a o a o
b 25| b 25| b 25| b [¢] b 25| b [¢] b 25| b 25| b o b [¢] b [¢]
c 20| c 25| c o c o c 25| c o c 25| c o c o c o c o
d o d 20| d o d o d 25| d o d 25| d 25| d o d (o] d (o]
7.0 9.5 5 2.5 10 o 10 7.5 o o o
N = 51.5 = 37
Tabla 3.13: Resultados de Matemdticos
Estudiante Valoracion
M1 36
M2 39
M3 44
M4 46
M5 39
Mo 37
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Tabla 3.14: Distribucion de frecuencias para la puntuacion total de los Matematicos

Intervalos de
puntuacion

Frecuencia
absoluta

Porcentaje

0-5

5-10

10-15

15-20

20-25

25-30

30-35

35-40

40-45

45-50

N =N K= N =l =l i R e )

Notas de estudiantes de Matematicas

-

50 +

L - T = T

Estudiante

J‘/
a0 +
ap
./J.
20 T
10 _./
. L= 2
_/ .'f-
T T T T T T 1
M1 M2 M3 M4 M5 M6

Figura 3.15: Resultados de la prueba piloto a los Matematicos

Segun la tabla 3.14 y 3.15 de frecuencias se observa que el 66 por ciento de los
estudiantes de Matemadticas obtiene una puntuacién menor a 40 puntos en la prueba
piloto, lo que podria mostrar cierto grado de facilidad del instrumento para estos
estudiantes (ver, figura 3.15). Se presenta en la tabla 3.15 y 3.16 algunos estadisticos
que permiten emitir juicios sobre las valoraciones de los estudiantes de Matematicas.
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Tabla 3.15: Distribucion de frecuencias para la puntuacion total de los Matematicos

Estadistico
Minimo 36
Maximo 46
Rango 10
Media 40
Mediana 39
Desviacion estandar 4

De la tabla 3.12 y figura 3.15 se observa que ningun estudiante obtuvo la puntuacion
maxima de 50 puntos, siendo la media de 40 puntos sobre 50, es decir, que el
porcentaje delogro corresponde al 100 por ciento, lo que evidencia que el instrumento
resultaria “facil” para estos estudiantes. En la tabla 3.16. se presentan los cuartiles
correspondientes a las notas y en la figura 3.16. se presenta la distribucion de las
puntuaciones totales obtenidas por los estudiantes de Matematicas en la prueba

piloto segun los cuartiles correspondientes.

Tabla 3.16: Puntuacion total en la prueba piloto de los Matematicos

Valores Ancho
Minimo 36 36
Quartill 38 2
Quartil2- Mediana | 39 2
Quartil3 43 4
Maximo 46 3

Se presenta a continuacion, el diagrama de caja a partir de la tabla 3.16 para
complementar el analisis a la prueba piloto de los estudiantes de Matematicas.

50

Notas en prueba piloto - Matematicos

45

40 A

35

@

30

25

20

w a ~ 0 Z

15

10

=

0

W Seriesd

Series3

Figura 3.16: Distribucion de las puntuaciones y puntuaciéon media en la prueba

piloto de los Matematicos
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Segun la figura 3.16 y tabla 3.16 se observa que la mediana corresponde a una
puntuacién de 39 puntos y que el 50 por ciento de las notas se encuentran en el
intervalo (38,43) y el 50 por ciento de los estudiantes obtuvieron una nota menor a
39y el 75 por ciento obtienen una nota menor a 43; el rango intercuartilico (Q3-Q1)
corresponde a 5.25 puntos, lo que permite concluir que no se encuentran valores
atipicos en la distribucion de las notas.

3.4.2.1 Analisis de la fiabilidad

Para esta medida, se utilizo el coeficiente alfa de Cronbach, al igual que para el grupo
de licenciados; ya que este constituye una forma de acercarse a la fiabilidad (Muiiz,
1994).

El alfa mide la homogeneidad de las preguntas promediando todas las correlaciones
entre los items para ver que efectivamente se parecen. Cuanto mas se acerque al
valor uno (1) mejor es la fiabilidad. El valor obtenido en el grupo de estudiantes de
Matematicas es de a= 0.54, al calcular el indice de las tres primeras preguntas que se
correlacionan. En el caso de las siete preguntas, el coeficiente a = 0.88 que denota un
alto grado de consistencia interna del examen para las 7 preguntas. La confiabilidad
aumenta al eliminar las preguntas en el sentido de mala discriminacién.

3.4.2.2 Analisis del indice de dificultad

Para el célculo del indice de dificultad se clasifican las respuestas en correctas e
incorrectas y parcialmente correctas, las respuestas en blanco no se consideran; asi, se
pueden analizar qué situaciones problematicas resultaron mas faciles o mas dificiles
para este grupo de estudiantes de Matematicas. Se toma el indice de dificultad para
7 preguntas, ya que, en los dos grupos y segtin los informes de los docentes que
aplicaron la prueba los estudiantes, solo alcanzaron a trabajar estas siete preguntas.

Se presenta en la tabla 3.17 el indice de dificultad por pregunta y el indice promedio
de dificultad del instrumento piloto.
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Tabla 3.17: Indice de dificultad de la prueba piloto para los Matematicos

Indice de dificultad del cuestionario para los Matematicos

R-Correctas R- R-Parcial-
Incorrectas mente-C
P1. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 6 100 | O (0] (0] (0] 1 100
b) 6 100 | O 0] (0] 0 1 100
c) 5 83 1 17 (0] (0] 0.83 83
d) 4 67 2 33 (0] 0 0.67 67
Media 0.88
P2. Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 6 100 | O (0] (0] (0] 1 100
b) 6 100 | O 0 (0] 0 1 100
c) 6 100 | O 0 (0] (0] 1 100
d) 4 66 1 17 1 17 0.85 83
Media 0.96
P3. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 6 100 | O 0 (0] (0] 1 100
b) 6 100 | O 0 (0] (0] 1 100
c) 4 67 2 33 (0] 0 0.67 67
d) 4 67 1 17 1 17 0.83 83
Media 0.88
P4. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 5 83 1 17 (0] 0 0.83 83
b) 2 33 4 67 (0] (0] 0.33 33
c) 2 33 4 67 (0] 0 0.33 33
d) 1 17 5 83 (0] (0] 0.17 17
Media 0.42
P5. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 6 100 | O 0 (0] 0 1 100
b) 5 83 1 17 (0] (0] 0.83 83
<) 4 66 1 17 1 17 0.83 83
d) 5 83 1 17 (0] (0] 0.83 83
Media 0.87
P6. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 2 33 4 67 (0] 0 0.33 33
b) 2 33 4 67 (0] (0] 0.33 33
c) 2 33 4 67 (0] (0] 0.33 33
d) 2 33 4 67 (0] 0 0.33 33
Media 0.33
P7. | Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia % Indice %
a) 5 83 (0] 0 1 17 1 100
b) 5 83 1 17 (0] (0] 0.83 83
c) 5 83 1 17 (0] 0] 0.83 83
d) 6 100 | O (0] (0] 0 1 100
Media 0.92

En la figura 3.18 se observan los resultados obtenidos al agrupar los items del
cuestionario piloto de acuerdo a su indice de dificultad y segin las ponderaciones
obtenidas por los estudiantes de Matematicas. De los 7 items explorados, 2 (29
por ciento) se clasifican como preguntas de dificultad media con valores de 0.33 a
0.42; 4 se clasifica como medianamente faciles (57 por ciento) y 1 se clasifica como



Omaida Seplveda Delgado 273

facil (14 por ciento) con un indice de 0.96; no hay items medianamente dificiles,
ni items dificiles, para los estudiantes de Matematicas; tampoco hay indices con
valores extremos. Se espera de un cuestionario que el 50 por ciento de las preguntas
presenten una dificultad media; el 20 por ciento sean medianamente faciles; el 20 por
ciento medianamente dificiles; el 5 por ciento faciles y el 5 por ciento dificiles.

En la tabla 3.17 y figura 3.18 se presentan los indices de dificultad para los distintos
items. Se observa que el cuestionario en general, presenta un nivel de dificultad que
oscila entre el 33 por ciento y el 96 por ciento, con un promedio del 75 por ciento, por
lo que se concluye que el instrumento representa una dificultad media tendiente a
medianamente facil, para los estudiantes de Matematicas segtin la escala establecida.
Se toma una sola escala de clasificacion para el indice de dificultad del instrumento
para los dos grupos de estudiantes de formacién matematica.

Se describen los principales hallazgos de la aplicacion de la prueba piloto al grupo de
estudiantes de Matematicas.

Pregunta 1

En relacion con la pregunta 1 y segun la tabla 3.17 se observa que el 100 por ciento
de los estudiantes de Matematicas, pueden resolver correctamente la situacion
problematica planteada, al identificar el elemento identidad en el conjunto de los
(Z,*)donde a * b:=a+ b -4y comprobar que se cumple la propiedad asociativa
con esta nueva operacion; ademas, para los estudiantes tiene una dificultad media el
elaborar parte de la tabla de operacion de los elementos del conjunto (67 por ciento)
y es “medianamente facil” identificar el inverso del elemento 3, con esta operacion
definida en los enteros (83); el nivel de dificultad del item corresponde al 83 por
ciento que segun el rango considerado, asi, la pregunta presenta un

indice de dificultad en la prueba
piloto - Estudiantes de Matematicas

100

80 17

60 17
40 +°

20 17

M = g = 3 M A& = O T

0 <
Pl P2 P3 P4 PS5 PS5 P7

Pregunta

Figura 3.17: Preguntas e indice de dificultad - Estudiantes de Matematicas
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nivel medianamente fdcil para éstos estudiantes. Se ha decidido cambiar la pregunta
1 en su totalidad, teniendo presente el andlisis de contenido del item y teniendo
presente que se debe eliminar un item para incluir otro relacionado con el contexto
de Teoria de Matrices.

En lo que se refiere a los posibles errores y dificultades presentes en las respuestas de
la pregunta, el 17 por ciento de los estudiantes de matematicas no pueden determinar
el inverso de un elemento en el conjunto de los enteros donde se ha definido una
nueva operacion y el 33 por ciento de los estudiantes no comprende la operacion *;
ya que, no elaboran parte de la tabla de operaciones en el conjunto de los enteros con
esta operacion.

En lo que se refiere al conocimiento comun del contenido, conocimiento ampliado
del contenido y conocimiento especializado del contenido se observa del indice
de dificultad de la pregunta (88 por ciento) que ella es medianamente facil y los
estudiantes de matematicas tienen un alto dominio de conocimiento comun,
ampliado y especializado del contenido, respecto al significado de grupo como
Grupo abstracto y en cuanto a los contenidos curriculares de: Operacién binaria,
Estructuras algebraicas, Ejemplos de Grupos y verificacion de las propiedades de
grupo. Especificamente, en lo que respecta al grupo (Z,*).

Se presenta la respuesta del Matematico (M1) a la pregunta 1 (Figura 3.18):

El estudiante de Matematicas en la pregunta 1, tiene todas las respuestas correctas
(ver, tabla 3.17) lo que equivale a una valoracién de 10 puntos sobre 10 y como el
indice de dificultad de la pregunta en el grupo de Matematicos es del 88 por ciento, se
evidencia un nivel medianamente ficil respecto a la comprension de toda la pregunta
(100 por ciento) por los estudiantes.

= %) 3 - axb =ma+6 — 4
Secs o€ Z y veoa= 3 gt exgle eeZ , 4=l zec axe = g = = %o Hee B
Ax & — ge — —_— = = 4
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Figura 3.18: Respuesta a la pregunta 1 - estudiante M1
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Pregunta 2

En relacion con la pregunta 2 y segtin la tabla 3.17 donde se muestran las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 100 por ciento de los estudiantes
puede resolver correctamente la situacion problematica planteada, al identificar
el cumplimiento de la propiedad de clausura en el conjunto de los numeros reales
(R,®) con una nueva operacion a e b := 3a + 4b; de igual forma, los estudiantes
pueden comprobar que se cumple la propiedad asociativa e identifican el inverso del
elemento 2 con esta operacion (100 por ciento de respuestas correctas) por lo que
comprueban la no existencia del elemento identidad y por tanto, la no existencia de
inversos para los elementos. La pregunta presenta un nivel de mediana facilidad (96
por ciento). En base a lo anterior, se ha decidido conservar el item 2 en su totalidad,
incorporando solamente ciertos cambios en la redaccion y concretar el subitem 2d).

En lo que se refiere a los posibles errores y dificultades presentes en las respuestas
para el primer subitem, solo el 17 por ciento de los estudiantes de Matematicas no
logran definir una operacion similar en el conjunto (R%e), es decir, una operacion
donde no existe el elemento identidad.

La respuesta del Matematico (M2) a la pregunta 2 corresponde a (ver, figura 3.19):

(rﬂ"—)’} fom e co e =& & = 24 Fa5 Yo b=
< @17
Vo sma= s <= P
b A wr £
L CerTad e
el AW, S 8 e S G 2N s ke
(M2 +) <mrpade S b T gee e b &
B L Ceon dem gyam gl
R A7 g = JoCzws):,Lc(é*’z)
i 2] 4 ezl S a2 = 33 418}
=3012) +ut3) = 3+ &2
= zB 4 I = &5
o g2 &5
(72, ®) ne e> AT RS
— = =G e 2
erza sobre (12, =) = .’.DZ\'; =
de  newtfc= ~=a
Eom o vE
e e -
Boxis fea T de imversTs <A (m,+ ]}
T SO UCE I S L E b (M5 o) come wde
M= ex®ste 2.,,. elemerts o 2a e e ) e er '!’PA-‘IH::-; P R
Ya o e depende de) elements a4 g e $2-ne rr 3 )
Cmne LM, @) A= +Tene et re e Froces e exiF Fan P 5= e 27
T e drene amvease e (R, 2)

Figura 3.19: Respuesta a la pregunta 2 - estudiante M2

Este estudiante de Matematicas en la pregunta 2, tiene correctas todas las respuestas
(ver, tabla 3.17), es decir, identifica la propiedad de clausura de los reales con la
operacion definida; que la propiedad asociativa no se cumple para la operacion
definida en los reales; que el elemento identidad no existe y por tanto, los elementos
inversos no existen y define una operacion similar en el conjunto R* por tanto, la
valoracion de la pregunta es de 10 puntos de 10 y la valoracién promedio de toda
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la prueba para el estudiante es de 36 puntos sobre 50. Pero, del indice de dificultad
de la pregunta que corresponde al 96 por ciento, evidencia que la pregunta es
medianamente facil para los estudiantes de Matemadticas.

Pregunta 3

En relacion con la pregunta 3 y segtin la tabla 3.17 donde se presentan las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 100 por ciento de los estudiantes pudo
resolver correctamente la situacion problematica planteada, al efectuar la adicién de
polinomios en el conjunto Z,[x] y determinar el cociente y el residuo de esta division
de polinomios. Para los Matematicos tiene una “dificultad media” (67) identificar el
grupo Z [x] donde se trabajan los polinomios y el 67 por ciento puede identificar las
propiedades y conceptos que aplica para dar respuesta a las preguntas de la situacion
planteada. La pregunta es medianamente fdcil (88 por ciento), para los Matematicos.
Con base en lo anterior, se decide conservar la pregunta en su totalidad, ya que para
que un instrumento se encuentre bien equilibrado debe estar formado por items con
diferentes niveles de dificultad.

En cuanto a los errores y dificultades presentes en las respuestas a la pregunta, el 33
por ciento, de los estudiantes, no identifica el grupo donde se trabaja la division de
polinomios y solo el 17 por ciento no identifica las propiedades que debe utilizar para
solucionar toda la tarea.

En relaciéon con el conocimiento comun del contenido, este presenta un nivel de
dominio alto correspondiente al 100 por ciento ((a) y (b)) y para el conocimiento
ampliado del contenido, se observa del indice de dificultad del 88 (por ciento) que
los estudiantes de matematicas, resuelven la tarea y generalizan las operaciones del
conjunto Z,, siendo “facil” para ellos trabajar en este grupo; esto corresponde, a un
alto nivel de dominio de este conocimiento ampliado del contenido. En cuanto al
conocimiento especializado ((c) y (d)) el indice de dificultad media del 67 por ciento,
indica que no presenta problema para los estudiantes de matematicas reconocer las
propiedades de inverso e identidad en el conjunto Z, y generalizarlas al conjunto
Z [x]; presentando en general, un nivel de dominio medio del conocimiento
especializado del contenido.

La respuesta del Matematico (M3) a la pregunta 3 se presenta en la figura 3.20.
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Figura 3.20: Respuesta a la pregunta 3 - estudiante M3

Este estudiante de matematicas en la pregunta 3, desarrolla en forma correcta todas
las preguntas (ver, tabla 3.17), es decir, realiza la operacion entre polinomios en el
conjunto Z S« identificando el cociente y el residuo; ademas, identifica los conceptos
necesarios para desarrollar la operacién entre polinomios en el conjunto dado y en
aritmética mddulo 5, pero no identifica el grupo de trabajo, es decir, el conjunto Z
s[x, esto es, identifica claramente algunos de los conceptos y propiedades necesarias
para desarrollar la tarea propuesta.

Lavaloracion de la pregunta corresponde a 7.5 de 10 puntos y la valoracion promedio
de toda la prueba para el estudiante es de 44 puntos sobre 50. Al analizar el indice
de dificultad de la pregunta, que corresponde al 88 por ciento, se evidencia que la
pregunta no presenta dificultad para los otros estudiantes de matematicas, siendo
medianamente facil.

Pregunta 4

En relacion con la pregunta 4 y segtn la tabla 3.17 donde se presentan las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 83 por ciento de los estudiantes puede
resolver correctamente la situacion problemadtica planteada, al solucionar una
ecuacion en un conjunto nuevo para los estudiantes; este es el conjunto (A,,®) de los
z—numeros; el 33 por ciento puede identificar el elemento identidad en este conjunto;
el 3 por ciento relaciona el conjunto con el conjunto Z,+,,y el 17 por ciento de
los estudiantes identifica en este conjunto que numeros cumplen la propiedad de
ser divisibles por 3. El nivel de dificultad es del 42 por ciento por lo que se puede
decir, que la pregunta presenta una “dificultad media” para los matematicos. Con
base en lo anterior, se decide conservar la pregunta en su totalidad, ya que, para que
un instrumento se encuentre bien equilibrado debe estar formado por items con
diferentes niveles de dificultad.

En cuanto a los errores y dificultades presentes en las respuestas a la pregunta, el 17
por ciento de los estudiantes no puede solucionar la ecuacién en el nuevo conjunto;
el 67 por ciento de los estudiantes (4) no puede identificar el elemento identidad en
este conjunto; el 67 por ciento de los estudiantes no encuentra un grupo isomorfo
al dado y el 83 por ciento (5) no identifican la propiedad de ser divisible por 3 en el
nuevo conjunto.
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El conocimiento comun del contenido de los estudiantes, presentan un nivel de
dominio medio (42 por ciento), es decir, que no presenta mayor dificultad para
los matematicos realizar las tareas en el conjunto dado; solucionar ecuaciones e
identificar el elemento inverso y en cuanto conocimiento ampliado del contenido,
se observa nuevamente del indice de dificultad del 43 (por ciento) que para los
estudiantes no presenta mayores dificultades relacionar el nuevo conjunto con el
conjunto conocido de Z,, es decir, hay un nivel de dominio medio del conocimiento
ampliado. En cuanto al conocimiento especializado, del indice de dificultad del 42
por ciento, se evidencia que los estudiantes tienen un nivel de dominio medio para
generalizar las propiedades del grupo Z al grupo (A,,®).

La respuesta del matematico (M5) a la pregunta 4 corresponde a (Figura 3.21.):
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Figura 3.21: Respuesta a la pregunta 4 - estudiante M5

Este estudiante de matematicas en la pregunta 4, soluciona en forma correcta la
ecuacion en el conjunto (A,,®); e identifica que el grupo (A,,®) es isomorfo al grupo
VA 40 PETO, NO identifica el elemento identidad . La valoracion promedio de toda la
prueba del estudiante es de 39 puntos sobre 50. Al analizar el indice de dificultad de
la pregunta, que corresponde al 42 por ciento, se evidencia una dificultad media en
general para los estudiantes de Matemdticas.

Pregunta 5

Segun la tabla 3.17 de frecuencias y porcentajes a las respuestas, se observa que el
100 por ciento de los estudiantes puede resolver la situacion problematica planteada
en la pregunta al dar un subgrupo de 3 elementos del grupo (Z ,+,); de igual forma,
el 83 por ciento de los estudiantes puede determinar un subconjunto del grupo que
no cumple la propiedad de ser subgrupo y para el 66 por ciento de los estudiantes
es claro que el grupo (Z,,+,) no es subgrupo del grupo (Z,+); el 83 por ciento
de los estudiantes elabora la tabla de operacién en el grupo (£ ,+,). El nivel de
dificultad de la pregunta es del 87 por ciento por lo que se puede establecer, que
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la pregunta no presenta dificultad para los matematicos (medianamente facil). Con
base en lo anterior, se decide conservar la pregunta en su totalidad, ya que, para que
un instrumento se encuentre bien equilibrado debe estar formado por items con
diferentes niveles de dificultad.

En relacién con los errores y dificultades presentes en las respuestas de la pregunta,
para el 17 por ciento de los estudiantes no determinan un subconjunto que no
cumple con la propiedad de ser subgrupo y no identifican claramente que (£ ,+,) no
es subgrupo del grupo (£ ,+,); de igual forma, solo el 17 por ciento tiene dificultad
para elaborar la tabla de operacion en el grupo (Z ,+,).

Respecto al conocimiento comun del contenido de los estudiantes, este presenta un
alto nivel de dominio (87 por ciento), es decir, que la pregunta resulté medianamente
facil para los matematicos en cuanto a la realizacion de tareas comunes con el grupo
dado; en cuanto al conocimiento ampliado del contenido del indice de dificultad
del 83 por ciento se evidencia que los estudiantes de matematica comprenden la
propiedad de ser subgrupo ylaaplican a casos especificos, de igual forma, la propiedad
de ser subconjunto; es decir, presentan un nivel de dominio alto del conocimiento
ampliado. En cuanto al conocimiento especializado del indice de dificultad media de
la pregunta del 75 por ciento; los estudiantes presentan un nivel de dominio medio,
por lo que resulta claro para los estudiantes, identificar los subgrupos y elaborar la
tabla de operaciones de los grupos Z .

La respuesta del estudiante de matematicas (M6) a la pregunta 5 se presenta en la
figura 3.23.
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Figura 3.22: Respuesta a la pregunta 5 - estudiante M6
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Este estudiante de matematicas en la pregunta 5, da el subgrupo de 3 elementos en el
grupo (£ »T¢)> escribe un subconjunto que no es subgrupo; identifica claramente que
(Z ,+,) no es subgrupo de (Z ,+,) y elabora en forma correcta la tabla de operaciones
de los elementos del grupo. La valoraciéon promedio de toda la prueba para el
estudiante es de 37 puntos sobre 50. Al analizar el indice de dificultad de la pregunta
que corresponde al 83 por ciento, se evidencia que la pregunta es medianamente facil
para los estudiantes de matematicas.

Pregunta 6

En relacion con la pregunta 6 y segun la tabla 3.17 donde se presentan las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 33 por ciento de los estudiantes (2
estudiantes,) identifican el grupo D, como isomorfo al grupo S.: la pregunta en este
caso, fue ambigua ya que, ella hacia referencia al subgrupo de orden 3; de igual
forma, el 33 por ciento de los estudiantes identifican que el grupo D,y en general,
los grupos D, de simetrias de los poligonos regulares no cumplen la propiedad de
ser ciclicos. El nivel de dificultad de la pregunta fue del 33 por ciento, por lo que
se puede decir, que los estudiantes tienen una dificultad media para reconocer los
conceptos y propiedades relacionadas con el grupo D,. Con base en lo anterior, se
decide conservar la pregunta en su totalidad, ya que, para que un instrumento se
encuentre bien equilibrado, este debe estar formado por items con diferentes niveles
de dificultad.

Respecto a los errores y dificultades se concluye que el 67 por ciento de los
estudiantes no reconocen los subgrupos de orden 3 del grupo (D,,0); de igual forma,
no determinan un subconjunto isomorfo al subgrupo de orden 3 que se pide y el 67
por ciento no tiene claro el Teorema de Lagrange por el cual se establece que el orden
del subgrupo divide al orden del grupo y por tanto, que el grupo (D,,0) de orden 6
no puede tener un subgrupo de orden 4. Finalmente, para el 67 por ciento de los
estudiantes de matemdticas, no es claro que en general, los grupos (D ,0) no cumplen
la propiedad de ser ciclicos.

En cuanto al conocimiento comun del contenido de los estudiantes (a), este presenta
un nivel de dificultad media del 33 por ciento, es decir, que en general, la pregunta no
deberia representar mayores dificultades para los matematicos, esto corresponde a
reconocer los subgrupos del grupo (D,,0). Se observa entonces, un nivel de dominio
medio del conocimiento comun del contenido; en cuanto al conocimiento ampliado
el indice de dificultad del 33 por ciento, indica que el estudiante posee un nivel de
dominio medio sobre los subgrupos del grupo (D,,0); de igual forma, del teorema
de Lagrange para aplicarlo a este grupo particular y de la propiedad de ser un grupo
ciclico; en cuanto al conocimiento especializado, del indice de dificultad del 33 por
ciento, se observa que los estudiantes de matematicas tienen un nivel de dominio
medio del grupo (D,,0) y de sus propiedades.



Omaida Seplveda Delgado 281

La respuesta de estudiante de matematica (M4) a la pregunta 6 corresponde a (Figura
3.23):

£

Figura 3.23: Respuesta a la pregunta 6 - estudiante M4

El estudiante de matematicas da respuesta correcta a la pregunta en todos sus
subitems; esto es, da un subgrupo del grupo D, de simetrias del tridngulo rectdngulo;
establece que este grupo no es isomorfo al grupo Z, que no es la pregunta que se
formula y reconoce el teorema de Lagrange al afirmar que el grupo D, no puede
tener un subgrupo isomorfo de orden 4; finalmente, identifica que el grupo no es
ciclico hallando los subgrupos ciclicos. La valoraciéon promedio de toda la prueba del
estudiante es de 46 puntos sobre 50 siendo la mayor puntuacion entre los estudiantes.
Al analizar el indice de dificultad de la pregunta, que corresponde al 33 por ciento,
se evidencia que para los estudiantes de matematicas, la tarea presenta una dificultad
media; pero en general, un indice de dificultad media es lo que se desea para las
preguntas que conforman un cuestionario e indica que la pregunta no deberia
presentar mayores dificultades para los estudiantes; en este caso, el reconocer los
conceptos y propiedades del grupo (D,,0).

Pregunta 7

En relacion con la pregunta 7 y segtin la tabla 3.17 donde se presentan las frecuencias
y porcentajes de respuestas, se observa que el 83 por ciento de los estudiantes (5)
construyen la tabla de operacion del grupo V, o el grupo k — 4 de Klein; realizan
el grupo cociente determinando el subgrupo H = (a); reconocen la propiedad del
subgrupo de ser normal para realizar un grupo cociente y el 100 por ciento de los
estudiantes, lista los elementos de la clase bH. El nivel de dificultad de la pregunta
es del 92 por ciento, por lo que se puede decir, que resulta medianamente fdcil para
los matemadticos. Con base en lo anterior, se decide conservar la pregunta en su
totalidad, ya que, para que un instrumento se encuentre bien equilibrado, este debe
estar formado por items con diferentes niveles de dificultad.
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En cuanto a los errores y dificultades presentes en las respuestas de la pregunta, el 17
por ciento de los estudiantes no puede construir el grupo cociente determinado por
el subgrupo H = (a) y no tienen presente la propiedad del subgrupo de ser normal
para determinar el grupo cociente.

Respecto al conocimiento comun del contenido de los estudiantes (a); la pregunta
presenta un nivel de dificultad del 83 por ciento, es decir, que la pregunta es
medianamente facil para los estudiantes, esto corresponde a un alto nivel de dominio.
En cuanto al conocimiento ampliado, el indice de dificultad del 88 por ciento
aproximado, indica un nivel de dominio alto en cuanto a que el estudiante construye
el grupo cociente; de igual forma, tiene presente la propiedad del subgrupo de ser
normal para aplicarla a casos particulares y en la misma direccién, construye una
clase lateral izquierda por el subgrupo en un grupo especifico; asi, los matematicos
tienen un alto nivel de dominio del conocimiento especializado respecto a los
conceptos mencionados en la pregunta.

La respuesta de estudiante de matematica (M3) a la pregunta 7 corresponde a (ver,
figura 3.24).

Este estudiante de matematicas reconoce el grupo V, de Klein; construye el grupo
cociente para el subgrupo dado; lista los elementos de la clase izquierda bH; da la
propiedad del subgrupo de ser normal para construir el grupo cociente; construye el
grupo cociente. La valoracion promedio de toda la prueba para el estudiante es de 44
puntos sobre 50. Al analizar el indice de dificultad de la pregunta, que corresponde
al 92 por ciento; se evidencia que los estudiantes de matematicas reconocen los
conceptos de normalidad y grupo cociente; el indice de dificultad de la pregunta
evidencia que en general es medianamente facil para los matematicos trabajar con
grupos cocientes.

Como conclusiéon del andlisis al indice de dificultad de la prueba piloto aplicada
al grupo de estudiantes de Matematicas, se observa que en general, el cuestionario
presenta una dificultad media (0.75) para los Matematicos, como se muestra en la
tabla 8.20 siendo los subitems que mayor dificultad presentaron el 4d) con un nivel
de dificultad del 17 por ciento y los subitems 4b) 4c) 6a) 6b) 6¢) 6d) con un indice
de dificultad del 33 por ciento presentando estas preguntas una dificultad media.
Del indice de dificultad de las preguntas, para los estudiantes de Matematicas, se
concluye al igual que para los licenciados, que la pregunta 6 es la que presenta el
mayor indice de dificultad, en este caso del 33 por ciento; la pregunta 4, un indice de
dificultad del 42 por ciento; la pregunta 5,3,1,7 resultaron medianamente faciles para
los matematicos y la pregunta 2 con un indice del 96 por ciento resulté facil. De las
7 preguntas analizadas la pregunta 6 resulta con una dificultad media que es lo que
se espera de las preguntas de un cuestionario (que el 50 por ciento de las preguntas
del cuestionario presenten una dificultad media) y en general, ninguna pregunta
presenta un grado de mdxima facilidad.



Omaida Seplveda Delgado 283

‘rp 1 [V
"\_\Q %= hr=c?= e s el 4 el lala

€ llel o b lel
aija e b
b ikl € €. g
EL e i o 8,
b) <a): fe,al.=H
+ 4 \/‘3
fomo INe: BH] =2 enlovee s H4 \g

Y
6101

(5
o
o 1| T § 1 i ] ]
L.-J C/l Gu‘llzaurt:z !' e} um f‘r_ﬁ“""!‘\‘-’ o At A€ \/‘( p QRelione

d) b#: bleal:- {bel =56

Figura 3.24: Respuesta a la pregunta 7 - estudiante M3
3.4.3. Analisis cualitativo de la prueba piloto

A partir de las respuestas dadas por los estudiantes de formaciéon matematica en
la prueba piloto, se observaron algunos aspectos importantes para el proceso
de construccion del instrumento: el tiempo de aplicacion de la prueba piloto fue
insuficiente para abordar las 11 preguntas del cuestionario, por tal motivo en primer
lugar, se cambia la pregunta 1 (medianamente facil) por otra pregunta relacionada
con el significado del objeto grupo en el contexto de “Teoria de Matrices” y las
preguntas se reorganizan para llegar a un andlisis de las preguntas 8,9 y 10 que
quedaron faltando.

Se reorganiza el cuestionario para su version final con el objetivo de analizar las
preguntas 8, 9, 10 y 11 y poder concluir si realmente el tiempo de 2 horas no es
suficiente o por el contrario las preguntas presentan un indice de dificultad alto para
los estudiantes. En esta direccion, las ultimas preguntas se ubican en primer lugar
en el cuestionario y adicionalmente se revisan las preguntas, teniendo presente los
aportes de los expertos, en lo que se relaciona con aspectos técnicos que permitan la
comprension y claridad de las preguntas.

Se presentan las tareas de la version piloto y las tareas definitivas, luego de los analisis
cuantitativos y cualitativos presentados y teniendo presente el analisis cualitativo
segtin el juicio de expertos en Algebra Abstracta.
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Tarea antigua

TAREA 6. Sea D, el conjunto de simetrias del tridngulo equilatero.
a) De un ejemplo de un subgrupo de D,? Justifique

b) A que grupo familiar puede ser isomorfo? Justifique

¢) Existe un subgrupo de D, isomorfo a (Z,,+,) ? Justifique

d) El grupo D, es ciclico ? Justifique

Tarea reformulada

TAREA 1. Sea D, el conjunto de simetrias del tridngulo equilatero.

a) Dé un ejemplo de un subgrupo de D.,. Justifique

b) ;A qué grupo puede ser isomorfo, el subgrupo de la pregunta anterior? Justifique
c) ;Existe un subgrupo de D, isomorfo al grupo (Z,+,)? Justifique

d) ;El grupo D, es ciclico? Justifique

Tarea antigua

TAREA 10. Sea el grupo S ., definido en los elementos {xl,xz,xs,x 4} yseaf (xl,xz,x3,x4)
una f}11.1c1on; siae S 4 se define qf (xl,x.z,xyx )= f (xa(l),xa(z),xa(3),xa( 4)) Si se cumple la
condicién: af = fse dice que f es invariante.

a) 3Es f (x,x,,x,,x,) = x,x, +x,x, una funcion invariante? Justifique
b) Encuentre un a € S, al que f sea invariante. Justifique

¢) Un polinomio f se llama simétrico si para toda permutacién a se cumple que
af =f

De un polinomio simétrico. Justifique

d) Exprese los coeficientes de la ecuacion x* +bx +c = 0 en funcién de sus raices
x,x,. Justifique
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Tarea reformulada

TAREA 2. Sea el grupo S ., de permutaciones de los elementos {xl,xz,x3,x 4} y sea
f(x,x,,x,,x,) una funcion tal que si para todo a € S, se cumple que af (x,,x,,x,,x,) :=
S (19X X 39X () S€ dice que fes un invariante del grupo S,

a) 3Es f (x,x,x,x,) = x x, x.x, una funcién invariante? Justifique
b) ;Qué elementos a € S, dejan a finvariante? Justifique

¢) Un polinomio f se llama simétrico si para toda permutacion a se cumple que
af=f.
De un polinomio simétrico. Justifique

d) Para la ecuacion x* + bx + ¢ = 0 determine b,c en funcién de sus raices XX,
Justifique

Tarea antigua

TAREA 9. Determine el subconjunto de S, que:
a) Deja invariante el numero 2.
b) El subconjunto anterior es un subgrupo. Tiene algiin nombre especial ? Justifique

c) El subconjunto que deja invariante el 2 y el 4. Tiene algin nombre especial?
Justifique

d) Como define en este ejercicio la propiedad de ser invariante. Exprésela mediante
una férmula? Justifique

Tarea reformulada

TAREA 3. Considereel grupo S ) de permutaciones delos cuatro elementos {1,2,3,4}.
a) Determine el subconjunto de S, que deja invariante el ntimero 2. Justifique

b) El subconjunto que deja invariante al 2 y al 4. Justifique

c) El subconjunto de permutaciones del grupo S, que deja invariante a la funcion
S xpx,x,x,) = x,x, +x.x, Justifique

d) ;Los subconjuntos anteriores son subgrupos? Justifique
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Tarea antigua

TAREA 11. El grupo de permutaciones de n— simbolos se denomina regular, si
cada uno de sus elementos excepto la identidad, mueve todos los #n— simbolos.

a) Encuentre el grupo regular de cuatro simbolos. Justifique
b) Cuél es el orden de cada uno de los elementos de ese grupo. Justifique
¢) Es conmutativo el grupo? Justifique

d) A que otro grupo puede ser isomorfo ? Justifique

Tarea reformulada

TAREA 4. El subgrupo de permutaciones regular de n— simbolos, mueve los n—
simbolos excepto la identidad.

a) Encuentre el subgrupo regular de cuatro simbolos. Justifique
b) ;Qué nombre recibe este subgrupo? Justifique
¢) ;El subgrupo es conmutativo? Justifique

d) ;A qué grupo puede ser isomorfo el subgrupo del enunciado a)? Justifique

Tarea antigua

TAREA 3. Divida el polinomio 3x’+4x'+2x*+x*+4x+1 por el polinomio
2x°+3x’+4x+1 en el conjunto (Z 5,+5)

a) El cociente corresponde a ? Justifique
b) El residuo corresponde a? Justifique
c) En que grupo se esta trabajando? Justifique

d) Qué propiedades o conceptos de la Teoria de Grupos aplica para dar respuesta
a las preguntas anteriores?

Tarea reformulada

TAREA 5. Divida el polinomio 3x°+4x*+2x*+x+4x+1 en el polinomio
2x°0+3x°+4x+1.

Los coeficientes de los polinomios pertenecen al conjunto: (Z,,+,). a) ;El cociente
corresponde a? Justifique

b) ;El residuo corresponde a? Justifique
¢) ;En qué grupo se trabaja la division de los coeficientes? Justifique

d) ;Qué propiedades o conceptos de Teoria de grupos, aplicé para dar respuesta a
las preguntas anteriores? Justifique




Omaida Seplveda Delgado 287

Tarea antigua

TAREA 4. Dado el conjunto A = {1,2,3,...,99} de los z— nimeros, la funcion
r: N —A que reduce un niimero natural a un namero del conjunto A, se llama
reduccidn, tal que r(n) = n para n < 100 y para n > 100, asi se tiene que por ejemplo:
r(214, = r(2+14) = r(16) = 16; 1(5298) = r(52+98) = r(150) = r(1+50) = r(51) = 51
Ademds se define en el conjunto A, la operacion x @ y = r(x + y).

a) Solucione x @ 17 = 99, que propiedades de grupo, utiliza para dar solucién a la
ecuacion? Justifique

b) Existe el elemento identidad en (A,,® )? Justifique
c) A que grupo es isomorfo (A,,® ) ? Justifique

d) Cuéles z— nimeros son divisibles por 3 ? Justifique

Tarea reformulada

TAREA 6. Dado el conjunto A, = {1,2,3,...,99} de los z— numeros y la funcién
r: N —A, que reduce un nimero natural a un nimero del conjunto A, tal que
r(n) = n para n < 100 y para n > 100 se separan las cifras de a dos de derecha a
izquierda, luego se suman las cantidades y al resultado se le aplica nuevamente r,
por ejemplo: 7(214) = r(2+14) = r(16) = 16; r(5298) = r(52+98) = r(150) = r(1+50)
= r(51) = 51.

Se define ademds, en el conjunto A, la operacion x ® y = r(x + y).

a) Solucione x @17 = 99 y diga que propiedades utiliza para dar solucién a la
ecuacion.

b) ;Existe el elemento identidad en (A ,,®)? Justifique
¢) ;A qué grupo conocido, puede ser isomorfo (A,,®)? Justifique

d) ;Qué z— ntimeros son divisibles por 3 en el conjunto (A,,®)? Justifique

Tarea antigua

TAREA 8. Sea (G,-) un grupo con elemento identidad e. La funcién f: G — G tal
que x — axa’para cada x € Gy para un elemento fijo a € G. Se tiene que f es un
homomorfismo si cumple: (conteste Verdadero o Falso y justifique).

a) El grupo es Abeliano.
bla=e

¢) a’= ay el grupo es abeliano.

d) a® = ey el grupo es abeliano
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Tarea reformulada

TAREA 7. Sea (G,-) un grupo con elemento identidad e. La funcién f: G — G tal
que x — axa’para cada x € Gy para un elemento fijo a € G. Se tiene que f es un
homomorfismo si cumple: (conteste Verdadero o Falso y justifique).

a) El grupo es Abeliano.
b)a=e

c) a*=ay el grupo es abeliano.

d) a’= ey el grupo es abeliano

Tarea antigua

TAREA 1. En el conjunto (Z,*) de los nimeros enteros se define a *b = a +b —4
a) Existe el elemento identidad? Justifique

b) * define una operacion asociativa? Justifique

¢) Existe el inverso del elemento 3? Justifique

d) Elabore parte de la tabla de la operacion en el conjunto para {..., 1,0,1,2,3,...}

Tarea que se cambia por

TAREA 8. Sea G = (A,B) <GL(2,C), donde A =

(00)
(50

a) Determine los elementos de G. Justifique
b) ;G es grupo abeliano? Justifique
¢) ;Determine el subgrupo de orden 2? Justifique

d) ;Cual es la operacién en GL(2,C) y cual es la operacion en G? Justifique

Anadlisis al item

La tarea se seleccion6 del texto “An Introduction to the Theory of Groups” (Rotman,
1995) en el capitulo 2, correspondiente a la leccion: Cyclic Groups y permite explorar
el objeto grupo, en el contexto de Conjunto de Matrices: atendiendo a la sugerencia de
los expertos, se incluyé un item relacionado con el significado de Grupo de Matrices.
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Solucidn a la tarea

a) Determine los elementos de G. Justifique

Dada la matriz A =

Se tiene que AZ =

= I (identidad)
B2 =

BA =

=—AB
A’B =

=—B =BA?

Luego, G={A,B,A’=-1,A’=—-A,A*=1,B°=-B, AB, BA = —-AB = A’B} es de orden 8
b) ;G es grupo abeliano? Justifique. No, porque AB # BA como se muestra en la)
c) Determine el subgrupo de orden 2. Justifique: H ={I,A?} se tiene que A?A’*= A*=]
d) ;Cual es la operacion en GL(2,C) y cual es la operacion en G? Justifique

La operacion en el grupo lineal GL(2,C) es el producto usual de matrices e induce

el mismo producto en G.
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A continuacion, se analiza la tarea respecto a los criterios para la seleccion de las
tareas (investigador).

Criteriol: significados del objeto NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)
Grupo
Permutacion NA NA NA NA
Aritmética modular NA NA NA NA
Teoria de las ecuaciones algebraicas | NA NA NA NA
Teoria de Galois NA NA NA NA
Teoria de Matrices 4 4 4 4
Grupo Abstracto 4 4 4 4

Para el caso se tiene que: NA-No aplica; NR-Nivel de relevancia en una escalade 1 a
5: el valor de 1 corresponde a nada relevante y el de 5 totalmente relevante, ademas
la sigla NA corresponde a no aplica.

Con la tarea, se busca evidenciar un conocimiento matematico necesario para la
resolucion de la situacion problematica planteada correspondiente a: la comprension
que tiene el estudiante de formacion matematica del producto usual de matrices
para determinar los elementos del grupo, con el subitem (a); el no cumplimiento
de la propiedad conmutativa en general para las matrices, con el subitem (b); el
orden de un elemento para determinar el subgrupo de orden 2, en el subitem (c) y
la identificacion de la operacidn binaria de producto usual de matrices en el grupo
lineal de Matrices, constituido por matrices con determinante distinto de cero y la
comprension del estudiante respecto a que el subgrupo toma la operacion del Grupo.
Ademas, se busca evidenciar una comprension respecto al significado del objeto
matematico correspondiente a la configuracion de: Teoria de Matrices - Grupos de
Matrices con un nivel de relevancia de 4 segtn el juicio del investigador y de igual
forma, el significado de Grupo en el contexto de Grupo abstracto.

Criterio 2: contenido curricular:

NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) c) NR(1-5) d)

objeto Grupo
Operacion binaria 4 4 4 4
Estructuras algebraicas 1 1 4 4
Grupo, ejemplos y contraejemplos 4 4 4 4
Subgrupo 4 2 4 4
Orden del grupo 1 1 4 1
Propiedad de Grupo 1 4 1 1

En cuanto al contenido curricular, la tarea corresponde al tema de operacién binaria,
con un nivel de relevancia de 4 en promedio, en los subitems (a),(b),(c) y (d); al tema
de estructuras algebraicas, con un nivel de relevancia de 4, en los subitems (a),(b); ya



Omaida Seplveda Delgado 291

que, en los subitems se analizan la propiedad que tiene G de ser subgrupo; al tema
de Grupo, ejemplos y contraejemplos con un nivel de relevancia de 4; ya que, en los
subitems (a), (c) y (d), se pregunta por la operacion en el grupo GL(2, C); al tema
de orden del grupo y orden del elemento ya que en el subitem (a) se preguntan los
elementos del grupo y en el subitem (c) se pregunta por el subgrupo de orden 2,
finalmente al tema propiedades del grupo, al preguntar en el subitem (b) si el grupo
es Abeliano.

Criterio 3: categorias del CDM:

objeto Grupo NR(1-5) a) NR(1-5) b) NR(1-5) ¢) NR(1-5) d)

Conocimiento comun del contenido | 5 5 1 1
Conocimiento ampliado del

. 1 1 5 1
contenido
Conocimiento especializado del 1 ] I 5

contenido

Respecto a las categorias del modelo del Conocimiento Didactico -Matematico
(CDM) que se buscan evidenciar con la tarea y segtn el criterio del investigador,
la tarea permite evidenciar un conocimiento comun del contenido, con un nivel
de relevancia de 5 segiin el subitem (a) al determinar los elementos del grupo
e identificar el no cumplimiento de la propiedad conmutativa en el grupo; un
conocimiento ampliado del contenido, con un nivel de relevancia de 5 respecto a
la determinacion del subgrupo de orden 2 y un conocimiento especializado con un
nivel de relevancia 5 respecto al subitem (d) al identificar la operacién en el grupo
GL(2, C) y la operacion que se induce en el subgrupo G.

Tarea antigua

TAREA 2. Sea (R,e) el conjunto de los numeros reales, se define a eb = 3a +4b

a) La operacion es binaria interna, esto es, se cumple la propiedad de clausura ?
Justifique

b) La operacion es asociativa? Justifique
c) Existe el inverso del elemento 2 ? Justifique

¢) En (R%e) como se podria definir una operacion en forma similar a la propuesta,
y que significado tendria segtin otras asignaturas del programa?
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Tarea reformulada

TAREA 9. Sea (R,e) el conjunto de los nimeros reales y se define la operacion e
por:ae b=3a+4b

a) ;La operacion e cumple la propiedad de clausura? Justifique
b) ;La operacion e es asociativa? Justifique
c) ;Existe el inverso del elemento 2? Justifique

d) En el conjunto R*defina una operacion en la cual no exista el elemento identidad.
Justifique

Tarea antigua

TAREA 5. Sea el conjunto (Z ,+,) el conjunto de los enteros médulo 6.
a) De un subgrupo que tenga 3 elementos? Justifique

b) Escriba un subconjunto que no sea subgrupo? Justifique

c) Es Z_ subgrupo de Z, ? Justifique

d) Elabore la tabla de operacion del conjunto?

Tarea reformulada

TAREA 10. Sea el grupo (Z,+,) de los enteros mddulo 6.

a) Dé un subgrupo con 3 elementos. Justifique

b) Escriba un subconjunto de (Z,+,) que no sea subgrupo. Justifique
c) ;Es Z un subgrupo de Z ? Justifique

d) Elabore la tabla de operacién para el conjunto (Z ,+,)

Tarea antigua

TAREA 7. Sea el grupo V —4 de Klein, dado por la relacién a*= b*= c*=e.
a) Construya la tabla para la operacion multiplicativa de este grupo.
b) Construya el grupo cociente por H = (a) ? Justifique

¢) Qué condiciéon cumple el subgrupo H ? Justifique

d) Liste los elementos de la clase bH ? Justifique
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Tarea reformulada

TAREA 11. Sea el grupo k —4 de Klein, dado por la relacién a*=b*= c* =¢e*=e.
a) Construya la tabla para la operacion multiplicativa del grupo.
b) Construya el grupo cociente con H = (a) Justifique

¢) ;Qué condiciéon cumple el subgrupo H para determinar el grupo cociente?
Justifique

d) Liste los elementos de la clase bH. Justifique

Finalmente, luego de realizar los analisis a las preguntas y respuestas del cuestionario
piloto y tomando en consideracion la informacién obtenida de la revision del
instrumento mediante el juicio de expertos y la aplicacion piloto del cuestionario, se
obtiene la version definitiva del cuestionario que permitié evaluar los conocimientos
didactico-matematicos de los estudiantes de formacidon matematica, relacionados
con el objeto Grupo.

3.5. Version final del instrumento CDM-Grupo

Se presenta en la tabla 3.18 la distribucion de las tareas del cuestionario final, luego de
los analisis minuciosos respecto al juicio de los expertos; el criterio del investigador y
la revision de los resultados de la prueba piloto. Las tareas se reorganizaron tratando
de ubicar en primer lugar, aquellas que no se alcanzaron a analizar (por el tiempo) y
a partir del analisis a los subitems en busca de claridad y tratando de simplificar las
tareas del cuestionario para adecuarlas al tiempo de 2 horas.

Tabla 3.18: Organizacion de tareas del cuestionario CDM-Grupo

TAREA

NUEVA TAREA ANTIGUA

10

11

3

4

8

1* (se cambia)
2

5

7

O |0 ([N || [ W ||~

—_
(=)

—_
—
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TAREA 1. Sea D, el conjunto de simetrias del tridngulo equilatero.

a) Dé un ejemplo de un subgrupo de D,. Justifique

b) ;A qué grupo puede ser isomorfo, el subgrupo de la pregunta anterior? Justifique
c) ;Existe un subgrupo de D, isomorfo al grupo (Z,,+,)? Justifique

d) ;El grupo D, es ciclico? Justifique

TAREA 2. Sea el grupo S, de permutaciones de los elementos {x,x,,x,,x,} y sea
f (xl,xz,x3,x 4) una funcion tal que si paratodoa € § , Se cumple que af (xl,xz,xs,x 4) =
I (19X X3 Xa(ay) S€ dice que fes un invariante del grupo S,.

a) 3Bs f (x,x,,x,,x,) = x,x, +xx, una funcion invariante? Justifique
b) ;Qué elementos a € S, dejan a finvariante? Justifique

¢) Un polinomio f se llama simétrico si para toda permutacion a se cumple que
af = f. Dé un polinomio simétrico. Justifique

d) Para la ecuacién x* +bx +c = 0 determine b,c en funcion de sus raices x,, x,.
Justifique

TAREA 3. Considere el grupo S ., de permutaciones de los cuatro elementos {1,2,3,4}.
a) Determine el subconjunto de S, que deja invariante el ntimero 2. Justifique
b) El subconjunto que deja invariante al 2 y al 4. Justifique

c) El subconjunto de permutaciones del grupo S, que deja invariante a la funcion
fxpxx,x,) = xx, x.x, Justifique

d) ;Los subconjuntos anteriores son subgrupos? Justifique

TAREA 4. El subgrupo de permutaciones regular de n— simbolos, mueve los n—
simbolos excepto la identidad.

a) Encuentre el subgrupo regular de cuatro simbolos. Justifique
b) ;Qué nombre recibe este subgrupo? Justifique

c) sEl subgrupo es conmutativo? Justifique

d) ;A qué grupo puede ser isomorfo el subgrupo del enunciado a)? Justifique
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TAREA 5. Divida el polinomio 3x°+4x*+2x’+x’+4x+1 en el polinomio
2x3+3x*+4x+1.

Los coeficientes de los polinomios pertenecen al conjunto: (Z,,+,).
a) ;El cociente corresponde a? Justifique

;El residuo corresponde a? Justifique

;En qué grupo se trabaja la division de los coeficientes? Justifique

;Qué propiedades o conceptos de Teoria de grupos, aplico para dar respuesta a las
preguntas anteriores? Justifique

TAREA 6. Dado el conjunto A, = {1, 2, 3,...,99} de los z— ntimeros y la funcién
r: N —A, que reduce un nimero natural a un ndmero del conjunto A, tal que
r(n) = n para n < 100 y para n > 100 se separan las cifras de a dos de derecha a
izquierda, luego, se suman las cantidades y al resultado se le aplica nuevamente 7,
por ejemplo: (214) = r(2+14) = r(16) = 16; r(5298) = r(52+98) = r(150) = r(1+50)
= r(51) = 51.

Se define ademds, en el conjunto A, la operacién x @y = rx + y,.

Solucione x @17 = 99y diga qué propiedades utiliza para dar solucion a la ecuacion.
;Existe el elemento identidad en (A,,®)? Justifique

3A qué grupo conocido, puede ser isomorfo (A,,®)? Justifique

;Qué z numeros son divisibles por 3 en el conjunto (A,,®)? Justifique

TAREA 7. Sea (G,) un grupo con elemento identidad e. La funcién f: G — G tal
que x — axa’para cada x € G y para un elemento fijo a € G. Se tiene que f es un
homomorfismo si cumple: (conteste Verdadero o Falso y justifique).

a) El grupo es Abeliano.
b)a=e

c) a*=ay el grupo es abeliano.

d) a’= ey el grupo es abeliano
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TAREA 8. Sea G = (A,B) <GL(2,C), donde A =

(1)
o (4 o)

-1 0
a) Determine los elementos de G. Justifique

b) ;G es grupo abeliano? Justifique

¢) ;Determine el subgrupo de orden 2? Justifique

d) ;Cuadl es la operacién en GL(2, C) y cual es la operacion en G? Justifique

TAREA 9. Sea (R, e) el conjunto de los niimeros reales y se define la operacion e
por:a e b=3a+4b

a) ;La operacion e cumple la propiedad de clausura? Justifique
b) ;La operacion e es asociativa? Justifique
c) ;Existe el inverso del elemento 2? Justifique

d) En el conjunto R*defina una operacion en la cual no exista el elemento identidad.
Justifique

TAREA 10. Sea el grupo (Z,+,) de los enteros mddulo 6.

a) Dé un subgrupo con 3 elementos. Justifique

b) Escriba un subconjunto de (Z,+,) que no sea subgrupo. Justifique
c) ;Es Z un subgrupo de Z ? Justifique

d) Elabore la tabla de operacién para el conjunto (Z ,+,)

TAREA 11. Sea el grupo k —4 de Klein, dado por la relaciéon a*=b’= c* =e*=e.
a) Construya la tabla para la operacion multiplicativa del grupo.
b) Construya el grupo cociente con H = (a) Justifique

¢) ;Qué condiciéon cumple el subgrupo H para determinar el grupo cociente?
Justifique

d) Liste los elementos de la clase bH. Justifique




