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Resumen

Titulo: El conocimiento didactico-matematico del profesor universitario

Un problema de investigacién en Didactica de la Matematica en el campo de
Formacion de Profesores, corresponde a la identificacion de las componentes del
conocimiento del profesor, necesario para una ensefianza efectiva (idonea) de
topicos especificos de la Matematica en el dmbito universitario. Se han realizado
investigaciones en torno a la identificacién del complejo de conocimientos que el
profesor necesita para que su practica sea efectiva y asi, se facilite el aprendizaje de
sus estudiantes (Shulman, 1986; Ball, 2000; Hill, Ball & Schilling, 2008; Godino,
2009) pero, pocos estudios se han orientado a la caracterizacion del Conocimiento
Didéctico-Matematico (CDM)! de los estudiantes de formacion matematica
(Licenciados en Matematicas y Matematicos) respecto al objeto matematico Grupo,
para la labor de la docencia universitaria.

En este sentido, este estudio pretende ser un aporte en el campo de formacion inicial
de profesores de matematicas, al buscar dar respuesta ala pregunta ;qué conocimiento
matematico bdsico, necesitan los estudiantes de formacién matematica para una
ensefianza idonea del objeto Grupo? La pregunta se relaciona con la caracterizacion
del Conocimiento Didactico y Matematico, que debe tener el profesor universitario
sobre el contenido matematico como objeto institucional, cuya ensefianza se
planifica, implementa y evalia (Pino-Fan, Godino & Font, 2013a, 2013b). Para
dar respuesta a la pregunta, en primer lugar, se reconstruyen los significados del
objeto Grupo a través de su evolucion histérica; de estos significados emerge
precisamente el significado global® del objeto matematico. A partir de este estudio,
se pasa a analizar los significados del objeto de investigacion, pretendidos por los
libros de texto: cuatro libros de los cursos clasicos de Teoria de Grupos y los planes
de estudio de los estudiantes de formaciéon matematica. Finalmente, como otra de
las fases de la investigacion que hace uso de las anteriores, se disefia e implementa
el instrumento que permite evaluar el conocimiento CDM de los estudiantes de

1 Modelo del Conocimiento del Profesor, desarrollado en el Enfoque Ontosemiético del conocimiento y la
instruccion matemética (Godino, 2009).

2 Significado Global o significado holistico de referencia que da cuenta de la complejidad del objeto de investigacion.
En el EOS, se entiende el significado de un objeto matematico desde una perspectiva pragmatica es decir, en
términos de los sistemas de practicas en los que dicho objeto interviene.
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formacion matematica, sobre el objeto de investigacion en la componente epistémica
de este CDM (Godino, 2009).

La metodologia para el estudio es de tipo mixta; ya que contempla tanto la parte
cualitativa como la cuantitativa. La caracterizacion del significado Global del objeto
Grupo, se desarroll¢ a partir de un estudio semidtico y documental de tipo histérico,
epistemologico y fenomenoldgico, indagando en libros de Historia de la Matematica,
biografias de autores e investigaciones realizadas en Did4ctica del Algebra. El anélisis
de los libros de texto se realizé también aplicando la técnica del analisis semidtico
desarrollada en el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccién
Matematica (EOS) y finalmente, para el disefio e implementacién del instrumento
que permitio evaluar el CDM de los estudiantes de formacion matematica sobre el
objeto Grupo, se utilizé la metodologia para el disefio de instrumentos orientados
a explorar aspectos del CDM - Modelo CDM - desarrollado en el marco del EOS
(Godino, 2009; Pino-Fan, Godino & Font, 2013a, 2013b; Vazquez, 2014).

En esta direccion, se presenta el desarrollo del estudio dirigido a caracterizar el
Conocimiento Didactico Matematico (CDM) de los estudiantes de formacion
matematica de una Universidad Colombiana, formadora de profesores de
Matematicas (UFPM), mediante el disefio e implementacion de un instrumento para
evaluar la componente epistémica del CDM de los estudiantes para la labor de la
ensenanza universitaria.

Palabras claves: Formacion inicial de Profesores universitarios, Conocimiento
Didéctico-Matematico del Profesor, Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la
instrucciéon Matematica (EOS), objeto matematico Grupo.



Abstract

TITLE: DIDATIC-MATHEMATICAL UNIVERSITY TEACHERS’
KNOWLEDGE FOR THE TEACHING OF THE OBJECT GROUP

Topic: University teachers’ knowledge

One of the researches problems in mathematic’s Didactic taking into account
the teacher’s training is about the identification of knowledge components from
teachers, which are necessaries for obtaining an effective teaching (suitable) about
specifics issues in mathematics in the university. There are some researches about
the identification of knowledge which the teacher needs for obtaining an effective
practice and in the same way, the students’ learning will be easy for them (Shulman,
1986; Ball, 2000; Hill, Ball & Schilling, 2008; Godino, 2009) but, Few researches have
been aiming at the characterization of Didactic- Mathematical knowledge (CDM) *
of the mathematical students (Mathematical graduates and mathematicians) taking
into account the mathematical object “Group” for practicing the university teaching.

In this way, this research tries to be a contribution in the initial training field of
mathematics teachers, when they look for one answer to the question: ;what
basic mathematical knowledge do the mathematical training’s students need for
obtaining a suitable teaching about the object “Group”? This question is related
to the characterization of Didactic-Mathematical knowledge, which the university
teacher has to have about mathematical content like institutional object whose
teaching is planned, implemented and evaluated (Pino-Fan, Godino & Font, 2013).
For answering the question, are followed some steps: first, there are reconstructed
meanings from the object “Group” through its historical evolution; justly, from
those meanings appear a global meaning* of the mathematical object. Starting from
this research, the meanings of the research’s object found in the textbooks were
analyzed: four books from the classic courses about groups’ theory and syllabuses
for mathematical training’s students. Finally, there was one phase which used the

3 Model of the knowledge of the teacher, developed in the Ontosemiotic approach of knowledge and the
mathematical instruction (Godino, 2009).

4 Meaning or Global holistic reference which gives an account of the complexity of the subject of investigation. In
the EOS, understood the meaning of a mathematical object from a pragmatic perspective, in terms of the systems
of practices in which said object involved.
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other previous phases; there was designed and implemented an instrument which
allows evaluating the knowledge CDM of mathematical training’s students about the
research object in the epistemic component from this CDM (Godino, 2009).

The methodology in this research is mixed because it contemplates the qualitative
part and the quantitative part too. The characterization of the global meaning of
the object “group” was developed starting from a semiotic study and a historical,
epistemological and phenomenological documentary; it was done, inquiring into
books about mathematics history, biographies about authors and researches done in
algebra’s Didactic. The analysis of textbooks was done applying the semiotic analysis
technique developed in the ontosemiotic approach of knowledge and mathematical
instruction (EOS) and finally, for the design and implementation of the instrument
which allowed to evaluate the CDM of the mathematical training’s students about the
object “Group”; there was used the methodology for the design of instruments which
are aiming at exploring CDM aspects - CDM model - developed in the framework of
the EOS (Godino, 2009; Pino-Fan, Godino & Font, 2013; Vazquez, 2014).

In this way, the development of the study is proposed; which is aimed at characterizing
the Didactic Mathematical knowledge (CDM) of the mathematical training’s students
from a Colombian University, Math a teacher educator (UFPM), by means of the
design and implementation of one instrument which allows to evaluate the epistemic
component of this CDM of the mathematical training’s students for teaching in the
university.

Keywords: initial training of university teachers, Didactic Mathematical knowledge
of the teacher, ontosemiotic approach of knowledge and mathematical instruction
(EOS), mathematical object “group”.



Introduccion general

Este estudio se realiz6 desde una corriente de investigacion didactica en Formacion
de Educadores, y a través del marco conceptual del Enfoque Ontosemiético del
Conocimiento y la Instruccion Matematica - EOS, los cuales permitieron dar una
respuesta parcial ala pregunta ;como es que los estudiantes de formacién matematica,
construyen los significados matemadticos, los transforman y los representan para
la ensenanza universitaria de topicos de Teoria de Grupos? En esta direccion,
la presente investigaciéon se centra en la caracterizaciéon de los conocimientos
basicos, que necesitan los estudiantes de formacién matematica (Licenciados en
Matematicas, Matematicos), para la labor de la docencia universitaria en topicos
de Teoria de Grupos. Para esto, se parte del hecho concreto que los estudiantes de
formacién matematica tienen un conocimiento de la materia o del contenido sobre el
objeto matematico, que hace posible la realizacion del andlisis sobre la potenciacion
o desarrollo de los conocimientos matematicos y didacticos necesarios para la
enseflanza universitaria.

La investigacidn, se inscribe en la linea de: Historia y prospectiva de la Educacion
superior y Formacién de Educadores en Iberoamérica. En esta direccion, para el
presente estudio se realizd como primera fase de la investigacion, un estudio
histérico, epistemoldgico y fenomenolodgico del objeto Grupo: objeto que se ubica
en el estudio del desarrollo del Pensamiento Matematico Avanzado o universitario
de los estudiantes. De igual forma, otra de las fases de investigacion, se relaciona
con el estudio de los conocimientos matematicos y didacticos de los estudiantes de
Formacion Matematica para la labor de la ensefianza universitaria, como futuros
profesionales: se puede establecer que el andlisis de dichos conocimientos se puede
ubicar en el campo de la Formacién de Educadores (Jiménez, Leguizamén & Diaz,
2011; Uribe, 2010; Uribe & Soto, 2007). El estudio de los conocimientos de los futuros
profesores -estudiantes en formaciéon matematica- se viene desarrollando, no solo
a nivel local y nacional, sino que el estudio de los conocimientos matematicos y
didacticos relacionados con el objeto Grupo, se realiza a nivel internacional, de aqui
la importancia de la presente investigacion.

En esta direccidn, el estudio, se dirige a la caracterizacién de la dimension epistémica
del Conocimiento Didactico-Matematico delos estudiantes de formacion matematica
sobre el objeto Grupo; esta dimension corresponde a uno de los componentes
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fundamentales del conocimiento CDM, definido en el Enfoque Ontosemidtico
del Conocimiento y la Instruccién Matematica (EOS)’y la faceta epistémica del
CDM vy se relaciona con el conocimiento que tiene o debe tener el profesor sobre
el contenido matematico como objeto institucional, cuya ensefianza se planifica,
implementa o evalua. En el modelo del CDM (Godino, 2009) esta faceta se encuentra
dividida en tres categorias globales del conocimiento sobre el contenido matematico:
conocimiento comun del contenido y conocimiento ampliado del contenido: estos
conocimientos se consideran en la investigaciéon como base para la potenciaciéon o
desarrollo de un conocimiento especializado, necesario para la labor de la ensefianza
(Pino-Fan et al., 2013a, 2013b).

Bajo esta perspectiva, el estudio se divide en cinco capitulos, a través de los cuales
se va avanzando para lograr el objetivo propuesto en la investigacion. En el capitulo
1, se presenta el marco de la investigacion, en el se analiza en el primer y segundo
apartado, la evolucion de la investigacion en el tema del Conocimiento Profesional
del docente: investigacion didactica, en la linea de Formacion de Profesores de
Matematicas. Estas investigaciones pretendian analizar la naturaleza, caracteristicas
y el grado del conocimiento matematico que tienen y deben tener los profesores para
desarrollar la labor docente (Cardefoso, Flores & Azcarate, 2001; Godino, 2012, en
Rojas, Flores & Carrillo, 2013); de igual forma se presentan las diversas perspectivas
tedricas desde las cuales se puede abordar el estudio del conocimiento del profesor,
para la ensefianza de topicos de Teoria de Grupos, hasta llegar a la perspectiva que
se describe con mas detalle en el marco tedrico de la investigacion y corresponde al
modelo del Conocimiento Didéctico - Matemaético del profesor: modelo desarrollado
por Godino (2009) en el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instrucciéon
Matemadtica-EOS.

En la tercera seccion, se presentan las areas problematicas que hacen referencia en
primer lugar, a la comprension del objeto Grupo y que se centran en el estudiante
de Licenciatura en matematicas en formacion inicial; en segundo lugar, se analiza
el proceso de abstraccion como parte de los procesos del Pensamiento Matematico
Avanzado-PMA, necesarios para lograr esa comprension del objeto de investigacion;
seguidamente, se presenta la problematica de la adquisicién de significado de los
objetos matematicos: se describe la Fenomenologia o el analisis fenomenoldgico,
que pretende que el estudiante encuentre o le asigne un significado a los objetos
matematicos para llegar a la comprension de los mismos. Finalmente, luego de
establecer las problematicas que muestran la complejidad del objeto Grupo para
el estudiante de formacion matematica se pasa a analizar al estudiante para su
desempefio profesional, con unos conocimientos que va a utilizar en la ensefianza
del tépico matematico y se describe entonces la problematica relacionada con la

5 Marco teérico desarrollado por (Godino, Contreras & Font, 2006; D’Amore, Font & Godino, 2007; Godino, Batanero
& Font, 2007; Font & Contreras, 2008; Ramos & Font, 2008; Font, Planas & Godino, 2010, Pino-Fan, 2013)
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determinacion de los componentes del conocimiento que el profesor necesitaria
para su desempeno idoneo como docente universitario.

En la siguiente seccién del capitulo 1, se definen los objetivos especificos dando
respuesta a preguntas concretas de investigacion, resultado del andlisis a las
problematicas y antecedentes presentados. Estos objetivos permiten describir el
camino a seguir para llegar obtener el objetivo general propuesto y ademas, permiten
dar respuesta a la pregunta de investigacion. Seguidamente, se justifica el porqué del
interés en relacionar el objeto Grupo y el CDM del profesor universitario: se tiene
presente en este capitulo que la investigacion sobre el CDM de los profesores en
formacion es una linea de investigacion en didactica de la matematica, que se ha ido
incrementando como lo muestra el gran nimero de investigaciones existentes en
esta direccion.

En el capitulo 1, en la seccién séptima, se consolida el marco tedrico de la
investigacion, en el cual se presentan las herramientas tedricas que permiten
explorar el conocimiento del estudiante de formacién matematica sobre el contenido
matematico y respecto del objeto Grupo. Se describe de igual forma, la metodologia
de la investigacion, la cual presenta un enfoque mixto a nivel exploratorio y con
un caracter descriptivo; se presentan las etapas implementadas para el desarrollo
del estudio: la primera fase, corresponde al estudio epistemoldgico, histérico y
fenomenoldgico del objeto Grupo; la segunda fase, corresponde al analisis semidtico
de textos de Teoria de Grupos y en la tercera fase de la investigacion, se presenta el
disefio e implementacion del instrumento para evaluar la faceta epistémica del CDM
de los estudiantes de formacion matematica sobre el objeto Grupo. Finalmente,
se describe la poblacion para el estudio, el cual se desarrolla en una Universidad
Colombiana formadora de profesores de Matematica, con los estudiantes de
Licenciatura en Matematicas y Matematicas (estudiantes de formaciéon matematica).

En el capitulo 2, se presenta el primer resultado de la investigacion que corresponde
al estudio epistemoldgico, historico y fenomenoldgico del objeto Grupo; este capitulo
inicia con la argumentacion sobre “el porqué del estudio de los significados del objeto
matematico grupo” y avanzaala presentacion del estudio histérico y fenomenologico,
donde se presenta la emergencia del objeto de investigacion a través de diferentes
etapas, hasta llegar al surgimiento del significado global del objeto matematico. A
partir de la descripcion del proceso evolutivo del objeto Grupo, se realiza el andlisis a
las problematicas que fueron dando forma al significado holistico del objeto Grupo:
esto se realiz6 mediante la determinaciéon de diferentes configuraciones socio-
epistémicas y a partir de estas configuraciones, se pasé a describir las relaciones del
significado del objeto de investigacion.

En este capitulo, se analizan los programas de Teoria de Grupos, en las unidades
relacionadas conlaestructuraalgebraica, para determinarlos significados pretendidos
por cada programa y de igual forma, se realiza el analisis de cuatro textos de Teoria
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de Grupos, para determinar el significado (institucional) pretendido por cada uno
de estos textos respecto al objeto de investigacion. Asi, este capitulo, tiene como
objetivo presentar el tratamiento otorgado al objeto matematico en el curriculo de
los programas de formacion matematica y en los libros de textos universitarios.

El capitulo 3, hace referencia al segundo resultado de la investigacion y se denomina:
Disefo e implementacion del instrumento para evaluar el CDM de los estudiantes de
formacion matematica; se presenta en primer lugar el objetivo del instrumento, los
criterios para la seleccion de tareas y el andlisis de la prueba piloto. De igual forma
se realiza un analisis de los resultados de la aplicaciéon de la prueba, del juicio de
expertos y de las tareas que se determinaron para el cuestionario final CDM-Grupo.

En el capitulo 4, se presenta el tercer gran resultado de la investigaciéon y se
denomina: Evaluacion del Conocimiento Didactico - Matematico de los estudiantes
de formacion matematica. En este apartado se analizan los resultados de la
aplicacion del cuestionario final CDM-Grupo. Se analizan las respuestas dadas por
36 estudiantes de formacién matematica (16 estudiantes de Licenciatura en el grupo
G1; 16 en el grupo G2 y 4 estudiantes de Matematicas) a las situaciones problematicas
planteadas y se presenta el analisis de los conocimientos diddcticos-matematicos
puestos en juego por los estudiante, para la resoluciéon de estas situaciones
problematicas. Para el analisis, se divide el capitulo en tres secciones: la primera
corresponde a la presentacion del capitulo; en la segunda se describen algunos
aspectos relacionados con la metodologia y los sujetos participantes; los materiales
y procedimientos empleados para la aplicacion del cuestionario y finalmente, en la
tercera seccion se realiza un analisis de tipo cuantitativo-cualitativo (mixto) de los
resultados de la aplicacion del cuestionario junto con el analisis a la puntuacion total
del cuestionario y el analisis al indice de dificultad de los items. Finalmente, en el
capitulo 5, se presentan las conclusiones generales respecto al desarrollo de las fases
de investigacion, conducentes al logro del objetivo general de la investigacion.

En esta direccion, la investigacion presenta un aporte en nuevos conocimientos, ya
que en ella se caracterizan los conocimientos que tienen o deben tener los estudiantes
de formacién matemadtica en su formacidn inicial para la labor de la ensefianza
universitaria sobre la estructura grupo, para una ensefianza idonea de los objetos
algebraicos. Y como otro aporte importante, se presentan pautas, para el disefio de
instrumentos y metodologias didacticas que permiten potenciar y desarrollar un
conocimiento especializado del profesor universitario; conocimiento necesario para
la labor de la ensefianza de la estructura algebraica Grupo.



Capitulo 1

El Marco de la investigacion

1.1. Introduccion

En este apartado se presenta una sintesis de los estudios en el tema del Conocimiento
Profesional del docente;investigacion didactica, enlalinea de Formacion de Profesores
de Matematicas. En las investigaciones se analiza la naturaleza, caracteristicas y
grado del conocimiento matematico que tienen y deben tener los profesores para
desarrollar su labor docente (Cardefioso, Flores & Azcarate, 2001; Godino, 2012
en Rojas, Flores & Carrillo, 2013). En esta direccion, se presentan las diversas
perspectivas tedricas para abordar el tema de investigacion centrado en el estudio de
las componentes del Conocimiento del Profesor, para la ensefianza universitaria, y
en el caso especifico de Teoria de Grupos, hasta llegar a la perspectiva que se describe
con mas detalle en el marco tedrico y corresponde al modelo del Conocimiento
Didactico-Matematico del profesor: modelo desarrollado por Godino (2009) bajo
el Enfoque Ontosemiético del Conocimiento y la Cognicién Matematicos (EOS).
De igual forma se presentan las areas problematicas, la formulaciéon del problema,
los objetivos de la investigacidn, su justificacion, el marco tedrico y la metodologia
utilizada en el desarrollo del estudio.

1.2. Tema y delimitacion del tema
1.2.1. Conocimiento del Profesor Universitario

Las investigaciones en el Conocimiento del Profesor, tienen sus origenes en el
paradigma del Pensamiento del Profesor, abordadas en sus inicios desde una
perspectiva cognitiva (Garcia, 1992); comprendia aspectos como el estudio de los
procesos de razonamiento, juicio y toma de decisiones que contribuian al desarrollo
de la conducta del docente. Esta linea de investigacion tiene el objetivo de explorar
la naturaleza, forma, organizacién y contenido del conocimiento de los profesores
(Grossman, Wilson & Shulman, 1989); en ellas se usaron diferentes conceptos para
referirse al conocimiento del profesor: Conocimiento del Oficio (Brown & McIntyre,
1986 citado en Garcia, 1992); Conocimiento Practico Personal(Clandinin, 1986),
Paradigmas funcionales de los profesores (Crocket, 1983 citado en Garcia, 1992),
Conocimiento Practico (Elbaz, 1983), Teorias Implicitas delos Profesores (Hunt, 1985



26 El Conocimiento Didactico-Matematico del Profesor Universitario

citado en Garcia, 1992),Conocimiento Profesional y reflexién en la accién (Schon,
1983); Conocimiento Diddactico del Contenido(Shulman, 1986; 1987); Conocimiento
matematico para la ensefianza (Ball, Hill & Bass, 2005) y Conocimiento Didactico-
Matematico (Godino, 2009; Pino-Fan, 2013).

Elbanz (1983) en sus estudios, incluye cinco categorias del Conocimiento practico
del profesor: conocimiento de si mismo, del contexto, del contenido, del curriculo
y de la ensefanza; Leinhard & Smith (1985, citado en Garcia, 1992) categorizaron
el conocimiento del profesor en: Conocimiento del contenido y Conocimiento de
la estructura de la leccion: en esta direccion, en el articulo: The Knowledge Growth
in Teaching, de Shulman (1986) se definen tres categorias del conocimiento del
profesor: Conocimiento del contenido, Conocimiento pedagdgico y Conocimiento
del curriculo.

Posteriormente, Shulman (1987) en su articulo: knowledge and theaching: fundations
of new reform, pasa a definir siete categorias como la Base de Conocimientos del
Profesor: Conocimiento del contenido, Conocimiento didactico general, teniendo
en cuenta especialmente aquellos principios y estrategias generales de manejo y
organizacion de la clase que trascienden el ambito de la asignatura; Conocimiento
del curriculo, con un especial dominio de los materiales y los programas que
sirven como “herramientas para el oficio” del docente; Conocimiento didactico
del contenido: la amalgama entre materia y pedagogia que constituyen una esfera
exclusiva de los maestros, su propia forma especial de comprensién profesional;
Conocimiento de los alumnos y de sus caracteristicas; Conocimiento de los contextos
educativos, que abarcan desde el funcionamiento del grupo o de la clase, la gestion y
financiacion de los distritos escolares, hasta el caracter de las comunidades y culturas
y Conocimiento de los objetivos, las finalidades y los valores educativos y de sus
fundamentos filosoficos e histéricos.

En la misma direccion, Carter (1990, citado en Garcia, 1992) categorizd la linea de
investigacion sobre el Conocimiento del Profesor en tres grupos: Estudios sobre el
procesamiento de la informacién y comparaciéon expertos-principiantes; Estudios
sobre el Conocimiento Practico; Investigaciones sobre el conocimiento didactico
del contenido; en este grupo se encuentran los estudios en los cuales se analiza
especificamente el conocimiento que los profesores poseen respecto al contenido
que ensefian, asi como la forma en que los profesores trasladan ese conocimiento en
un tipo de ensefianza que produce comprension en los alumnos. Carter (1990) sefiala
en el tercer grupo un cambio en el tipo de investigacion sobre los conocimientos del
profesor catalogada como del Pensamiento del profesor, hacia una investigacion mas
comprometida con los contenidos que ensenan los profesores (Garcia, 1992).

Elmore(1992), planteaqueesprobablequelaensefianzaeficazvarie considerablemente
de disciplina a disciplina; a diferencia de la investigacion sobre la ensefianza eficaz
que intenta identificar destrezas genéricas de los docentes: se argumenta que la actual
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investigacion se centraba en las relaciones entre la ensefianza y el aprendizaje de
disciplinas especificas y que la actual investigacion sobre la ensefianza, se centra
principalmente en los requisitos especificos para comprender una disciplina. Las
investigaciones actuales, tratan de comprender la complejidad de la ensefianza de
las diferentes disciplinas académicas que configuran los curriculos (Garcia, 1992).

Bajo esta vision, Ball, Hill & Bass (2005), proponen un modelo del Conocimiento
del profesor, conocido como Conocimiento Matematico para la Ensenanza:
Mathematical Knowledge for Teaching-MKT: nombre que surge de los estudios
referentes a la practica docente en el ambito matematico y a la identificacion de las
tareas habituales que realizan los profesores. Ball et at. (2001, 2005, 2008) estudian la
naturaleza del conocimiento matematico necesario para ensefiar y como este ayuda en
el trabajo de la ensefianza, estableciendo una base practica basada en el Conocimiento
Matematico para la Ensefianza: MKT, que definen como una clase de conocimiento
profesional de las matematicas. El MKT hace referencia al conocimiento matematico
que los profesores utilizan en el aula para producir aprendizaje y crecimiento en los
alumnos (Hill, Ball & Schilling, 2008).

Este conocimiento MKT es especifico de los profesores e implica analizar los errores
de los alumnos, examinar las estrategias utilizadas para la resolucién de una tarea
matematica, explicar a los alumnos cuando no comprenden, saber responder a
cuestiones matematicas, evaluar las cualidades de los materiales de ensefianza,
disponer de representaciones, de recursos para explicar un concepto y explicitar
argumentos solidos para evidenciar que un procedimiento funciona. De esta forma,
las tareas del profesor exigirdan no solo el conocimiento de la materia que ensea,
sino también un conocimiento que es especifico para desarrollar su labor docente
(Rojas, Flores & Carrillo, 2013). El equipo de trabajo de Ball, caracteriz6é el MKT,
basandose en los componentes del conocimiento profesional propuesto por Shulman
(1987), distinguiendo dos categorias: Conocimiento del Contenido y Conocimiento
Didactico (Pedagogico) del Contenido.

Bajo esta perspectiva, en la presente tesis doctoral se profundiza en los conocimientos
que necesitan los profesores universitarios, de forma que la ensefianza se dirija a la
comprension, en el caso especifico de la estructura algebraica Grupo por parte de los
estudiantes de formacion matematica (Licenciados en Matematicas y Matematicos).
Asi, en el marco tedrico se analiza el modelo que orienta la investigacién: modelo
tedrico desarrollado en el EOS (Godino, Batanero & Font, 2007), denominado el
Modelo del Conocimiento DidacticoMatematico del profesor: CDM (Godino, 2009).
En este modelo se consideran seis categorias o componentes del Conocimiento del
Profesor (del contenido didactico y matematico): Epistémica, Cognitiva, Afectiva,
Mediacional, Interaccional y Ecolégica.



28 El Conocimiento Didactico-Matematico del Profesor Universitario

1.3. Areas problematicas
1.3.1. Problematica en la comprension de nociones de Teoria de Grupos

En algunas universidades la asignatura de Teoria de Grupos, es el primer curso
donde los estudiantes deben ir mas alla de aprender patrones de comportamiento
imitativos repitiendo la soluciéon de un gran niimero de variaciones, en un pequefo
numero de problemas. En estos cursos, los estudiantes se enfrentan con conceptos
abstractos, se trabajan principios matematicos importantes y se aprende a escribir
y a comprender las pruebas matematicas. Aunque hay estudios formales,en esta
direccion, muchos estudiantes afirman que después de tomar el curso, ellos tienden
a desactivar las matematicas abstractas y como un porcentaje significativo de
estudiantes de Algebra Abstracta: Teorfa de Grupos, son profesores en formacién,
es importante desarrollar estrategias didacticas que permitan mejorar la actitud de
los profesores de matematicas en formacion hacia la abstraccién (Dubinsky, Leron,
Deuterman & Zazkis, 1994).

En las universidades aparece el interrogante para los Formadores de Profesores de
Matematicas sobre ;Como conseguir que el estudiante comprenda adecuadamente
los conceptos de Teoria de Grupos? esto es, que los pueda aplicar en los diferentes
contextos donde ellos aparecen. Esta pregunta, se relaciona con el cuestionamiento
de Freudenthal (1983) sobre ;Qué estrategias se necesitan para que los estudiantes
logren la constitucion de los objetos matematicos? ;Se pueden establecer criterios
que determinen si un objeto matematico ha sido constituido o no por el estudiante
de formacién matematica? En torno a esta problematica de la comprensién y el
tratamiento de los objetos algebraicos especificamente del objeto Grupo, existen
estudios realizados por Dubinsky et al. (1994), junto con los estudios de Hazzan
(1996) y los de Freudenthal (1983).

1.3.2. Problematica con el significado de los objetos matematicos

Esta problematica se relaciona con el significado que le asignan los estudiantes de
formaciéon matematica al objeto Grupo; significado que segtn la propuesta de la
Fenomenologia de Freudenthal (1983) surge del conocimiento de los fendmenos
(situaciones-problemas) que son organizados por los conceptos matematicos.

Una dificultad que se presenta en la ensefianza de la estructura Grupo, la plantea en
primer lugar Freudenthal (1983): para concebir un objeto matematico, se ensefia o
se intenta ensefar el concepto: para concebir grupo, espacio vectorial y relaciones,
se tratan de inculcar los conceptos; es decir, se intentan materializar los conceptos:
este hecho lleva a una falta de significado de los objetos matematicos y por tanto, a
una falta de comprension de los mismos. Bajo esta vision, Freudenthal propone otra
manera de afrontar la Educacién Matematica desde la Fenomenologia Didactica:
plantea que se debe preparar el enfoque contrario, es decir, se debe iniciar con los
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fendmenos (situaciones-problema, en términos del enfoque EOS) que van a ser
organizados por el objeto y desde este punto de partida, ensefar al estudiante a
manipular esos medios de organizacion. Es decir, el profesor debe conocer aquellos
fenémenos que sirven para organizar cada uno de los objetos matematicos.

1.3.3. Problematicas relacionadas con las propuestas didacticas de algebra abstracta

Esta problematica se relaciona con la planeacion de los procesos de ensefianza
que en algunos casos se centra solo en el contenido matematico, descuidando
otros componentes igualmente importantes, denominados por Rico (1997) como
los Organizadores del Curriculo: al futuro profesor se le da el conocimiento del
contenido matematico, pero no el conocimiento didactico respecto a ese contenido
especifico. Dentro de los organizadores del curriculo propuestos por Rico (1997),
se encuentra la Fenomenologia como parte del andlisis de contenido que realiza el
profesor para el disefio, evaluacion e implementacion de los procesos de instruccion.

De esta problematica surge el interrogante referente al analisis didactico que
realizan los formadores de profesores en el proceso de instruccién en cuanto a
sQué conocimiento didactico-matematico del objeto Grupo, se debe potenciar en
el estudiante de formacion matematica, que le permita en el futuro, desarrollar
eficazmente su practica docente y asi, facilitar el aprendizaje de sus estudiantes?

1.4. Formulacion del problema de investigacion

Enlas secciones anteriores, se establece la necesidad de realizar un estudio que permita
en primer lugar, describir el significado global del objeto matematico Grupo: estudio
sistematico de caracter fenomenologico, histérico y epistemoldgico, importante
para la planificacion de los procesos de instruccion. El estudio de los significados de
la estructura grupo, corresponde a uno de los elementos necesarios para evaluar el
Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes de formacién matematica
al final de su proceso de formacion. Esta exploracion es importante; ya que, permite
contrastar el conocimiento que debe adquirir el estudiante en su formacién inicial
con el conocimiento real que posee sobre el objeto matematico. En este sentido, la
presente investigacion presenta aportes importantes tanto para las administraciones
educativas, como para los programas de formaciéon matematica y especialmente,
pretende la busqueda de mejoras en la conformacion de los planes de estudio de los
estudiantes de formacién matematica en cuanto al desempefo profesional para la
enseflanza universitaria.

Los interrogantes planteados, se concretan en la pregunta:

+sQué conocimiento matematico basico, necesitan los estudiantes de formacion
matematica, para una ensefianza idonea del objeto Grupo?
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La pregunta, plantea la caracterizacion de la dimension epistémica del Conocimiento
Didactico Matematico del futuro profesor, que involucra: un conocimiento comun
del contenido y el conocimiento ampliado del contenido, como bases para la
potenciacion del conocimiento especializado del futuro profesor: conocimientos
que proporcionan las herramientas para la labor de la ensefanza idénea del
objeto matematico. Estas componentes del Conocimiento del futuro profesor, se
definen en el enfoque EOS e integran la componente epistémica del Conocimiento
Didactico-Matematico (CDM). Bajo estos supuestos, el presente estudio se centra
en la caracterizacion de la dimension epistémica, como una de las componentes del
conocimiento del profesor: componente que le permitira gestionar adecuadamente
los conocimientos matematicos y didacticos sobre el objeto Grupo en sus estudiantes.

La faceta epistémica en el modelo del CDM, hace referencia al conocimiento sobre el
contenido matematico (Pino-Fan, 2013), es decir, al conocimiento de los significados
parciales del objeto matematico de los cuales emerge el significado global de dicho
objeto; un objeto matematico puede tener varias configuraciones epistémicas cada una
de las cuales lleva asociado un significado parcial del objeto (Font & Godino, 2006).
Estos significados parciales determinan el significado global del objeto matematico
en diferentes grados de generalidad. Las configuraciones epistémicas se definen
en el marco teorico y corresponden a las relaciones entre los objetos matematicos
primarios (situaciones, lenguaje, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos) que forman redes de objetos que son las que intervienen y emergen de
cada uno de los sistemas de practicas matematicas.

La caracterizacion de la faceta epistémica del CDM del profesor para la ensenanza
del objeto Grupo, tiene implicaciones en los programas de formacién inicial de
profesores, ya que ella permite explorar por una parte, los conocimientos didacticos
y matematicos que deben tener los estudiantes de formacién matematica y ademas,
confrontarlos con los conocimientos que efectivamente tienen (significados
personales); ya que, lo ideal en la formacion inicial de profesores, es la busqueda de
un acoplamiento entre los conocimientos que efectivamente tienen los estudiantes
(significados personales) respecto a los conocimientos de referencia (significados
institucionales) (Pino-Fan, 2013, p. 345) (ver, Figura 1.5).

Se describen a continuacion, los objetivos que permitieron el estudio de cada una de
las categorias del CDM de los estudiantes de formaciéon matematica.

1.5. Objetivos

Se definen los objetivos especificos dando respuesta a preguntas concretas de inves-
tigacion, resultado del analisis a las problematicas presentadas. Estos objetivos
describen el camino, para la consecucion del objetivo general y permiten dar
respuesta a la pregunta de investigacion formulada.
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1.5.1. Objetivo general

Evaluar el Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes de formacion
matematica en su dimension epistémica, para determinar si se ha generado
un conocimiento comun y un conocimiento ampliado que sean la base de un
conocimiento especializado, necesario para la ensefianza idonea del objeto Grupo.

1.5.2. Objetivos especificos

Este objetivo general se descompone en los siguientes objetivos especificos que
marcan la ruta para el logro del objetivo general propuesto y dan respuesta a
preguntas concretas de investigacion relacionadas con el objetivo general.

P1. ;Cudl es el significado global del objeto matemadtico Grupo?
O1. Determinar los significados parciales del objeto Grupo.
0O2. Reconstruir el significado global de referencia del objeto grupo.

P2. ;Los significados del objeto Grupo, pretendidos por los libros de texto y los planes
de estudio son representativos del significado global de dicho objeto?

03. Caracterizar el significado del objeto grupo pretendido por los libros de texto
sugeridos para los programas de la asignatura: Teoria de Grupos (4 libros).

O4. Caracterizar el significado de la nocién Grupo, pretendido por los programas
de la asignatura de Teoria de Grupos de los estudiantes de formacién matematica.

P3. ;Como disefiar un instrumento que permita evaluar la dimension epistémica del
CDM de los estudiantes de formacion matemdtica, integrada por un conocimiento
comiin, un conocimiento ampliado como bases de un conocimiento especializado
necesario para una ensefianza idonea del objeto Grupo?

O5. Seleccionar las tareas que permitan evaluar el conocimiento comun, el
conocimiento ampliado y el conocimiento especializado del estudiante de formacion
matemdtica.

06. Disefiar e implementar un instrumento piloto que permita una primera
exploracion de la faceta epistémica del conocimiento didactico-matematico de los
estudiantes de formacién matematica, en relacion con el objeto Grupo.

O7.Implementar el cuestionario definitivo CDM-Grupo para evaluar el conocimiento
comun, el conocimiento ampliado bases del conocimiento especializado del
contenido de los estudiantes de formacién matematica.

08. Analizar las categorias del CDM: conocimiento comun, conocimiento ampliado
y conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon
matematica.
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Se presentan las razones que justifican la busqueda de una respuesta a la pregunta de
investigacion y al desarrollo de los objetivos especificos.

1.6. Justificacion

Desde hace aproximadamente treinta afos, el estudio de los conocimientos que
un profesor debe tener para dar una ensefianza idénea en topicos concretos de
la matematica, ha tomado cada vez mayor interés, tanto por la comunidad de
investigadores en Didactica de la Matematica interesados en la formaciéon de
profesores, como por las administraciones educativas. La principal razon es que el
desarrollo del pensamiento y de las competencias matematicas de los estudiantes,
dependen esencialmente de los conocimientos y habilidades de sus profesores (Pino-
Fan, 2013). Una de las problematicas que ha generado gran interés en esta linea de
formacion de profesores es la identificacion del CDM requerido por los futuros
profesores (estudiantes en formacién inicial) para desarrollar eficientemente su
practica y facilitar el aprendizaje de los estudiantes.

Desde esta perspectiva, gran cantidad de investigaciones se dirigen a identificar
los componentes del complejo de conocimientos que el profesor debe tener para
desarrollar eficientemente su practica y facilitar el aprendizaje de los estudiantes:
en esta linea de investigacion se encuentran los trabajos de Shulman(1986, 1987);
Fennema & Franke (1992) y Ball (2000), que presentan una vision multifacética sobre
la construccion de los conocimientos requeridos para la ensefianza (Pino-Fan, 2013).
Ademas, se encuentran las investigaciones de Ball, Lubienski & Mewborn (2001);
Llinares & Krainer (2006); Ponte & Chapman (2006); Philipp (2007); Sowder (2007);
Ball, Thames & Phelps (2008); Hill, Ball & Schilling (2008); Rowland, Huckstep &
Thawaites (2008); Sullivan & Wood (2008) y Godino (2009).

Las investigaciones anteriores, evidencian que no existe un acuerdo sobre un marco
tedrico que permita describir los componentes del conocimiento de los profesores
de matematica (Rowland & Ruthven, 2011). De igual forma, pocos estudios se
orientan al disefio de instrumentos que permitan explorar y caracterizar el CDM
del estudiante de formacion matematica, relacionados con el objeto Grupo y de
aspectos tales como: el significado del objeto matematico como elemento necesario
para explorar y caracterizar el CDM del profesor universitario; la determinacién
de criterios encaminados al disefio de metodologias didacticas para desarrollar
y potenciar el conocimiento especializado sobre el objeto; la determinaciéon de
criterios para evaluar el conocimiento del profesor y el estudio de los programas
de formacién matemadtica: estudios que den respuesta a las preguntas ;Cual es el
conocimiento real de los estudiantes de formaciéon matematica sobre la estructura
algebraica Grupo?;Cuadl es el conocimiento que deberian tener los estudiantes
de formacién matematica sobre la estructura matematica? ;Qué significado de la
estructura algebraica pretenden los libros de textos y programas académicos?
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Respecto al modelo de Ball et al. (2000; 2008), se encuentran cuestiones abiertas
como por ejemplo ;cdmo se evalian o miden los diversos componentes del MKT?,
scomo se puede ayudar a los profesores a adquirir o a desarrollar los diferentes
componentes del MKT?, ;cdmo se relacionan entre si los diversos componentes del
MKT? (Godino, 2009).

Seguin lo expuesto, en el presente estudio se da respuesta a algunos delos interrogantes
planteados y se pretende avanzar en la determinacion de los componentes del
Conocimiento del Profesor para la ensefianza idonea del objeto Grupo, considerado
como un objeto complejo y problemético en la ensefianza universitaria. El Algebra
Abstracta, especificamente, la Teoria de Grupos, presenta serios problemas
educativos: facultades de matematicas y estudiantes, consideran que esta es una
de las asignaturas de pregrado que parece dar a los estudiantes una gran cantidad
de dificultades en ambos sentidos: en cuanto al contenido y con el desarrollo de
actitudes hacia las matemadticas abstractas (Hart, 1994; Selden & Selden, 1987).

Bajo estos argumentos, se justifica el desarrollo de la presente investigacion en
parte, del analisis realizado a un gran nuimero de investigaciones en el tema, que
suscito el interés por relacionar el estudio del objeto Grupo y el CDM del profesor
universitario. Se tiene presente, que el estudio del CDM de los profesores en
formacion inicial, es una linea de investigacion en Didactica de la Matematica, que
se ha ido incrementando como lo muestra el gran niumero de investigaciones en esta
direccidn. Por otro lado, existen investigaciones centradas en el objeto Grupo, pero,
relacionadas con la comprension por parte de los estudiantes; estas investigaciones
proporcionan informacién respecto a las dificultades de los estudiantes con el objeto
matemadtico; pero, en las investigaciones pocos son los estudios epistemolégicos,
histéricos y fenomenoldgicos que se realizan sobre el objeto matematico. Asi, la
presente investigacion surge del interés de relacionar estos dos campos al evidenciar
la existencia de unos antecedentes a nivel internacional y nacional que justifican
la importancia de realizar mas investigaciones que permitan describir el complejo
de componentes del Conocimiento del Profesor para el caso universitario, y
especificamente investigaciones relacionadas con el objeto Grupo.

Se analiza el marco internacional y el local, para justificar la importancia y relevancia
del presente estudio, centrado en la evaluacion del CDM de los estudiantes de
formacién matematica relacionados con el objeto Grupo.

1.6.1. Contexto internacional

El objeto Grupo del Algebra Abstracta ha sido investigado desde diferentes
aproximaciones tedricas: a) Cuestiones de indole cognitiva: concepciones de los
estudiantes, esquemas cognitivos, tipos de errores, dificultades (Kieran, 1992;
Dubinsky & Leron, 1994; Nicholson, 1993; Dubinsky, Leron, Dauterman & ZazKkis,
1994; Leron, Hazzan & Zazkis, 1995; Dubinsky & Leron, 1994; Hazzan & Leron,
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1996; Asiala, Dubinsky et al., 1997; Dubinsky, 1997; Brown, De Vries et al., 1997;
Hazzan, 1999) e b) Investigaciones relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje
de nociones de Teoria de Grupos (Hoch, 2003; Novotna, Stehlikova & Hoch, 2006;
Simpson & Stehlikova, 2006; Novotna & Hoch, 2008). Los anteriores estudios
evidencian la existencia de una problematica a nivel internacional sobre dificultades
tanto en el aprendizaje como en la ensefianza de tépicos de Teoria de Grupos: la
ensefanza y el aprendizaje de objetos de la matematica especificamente del objeto
Grupo han presentado dificultades a los estudiantes de Licenciatura en Matematicas,
en varios aspectos, como se evidencia en los antecedentes y en las problematicas
presentadas.

La formacion didactica y matematica de los profesores en formacién, es un campo
de investigacion en Didactica de las Matematicas, hecho que se evidencia en estudios
(Bishop et al., 2003; English et al., 2002; Llinares & Krainer, 2006; Hill et al., 2007;
Franke et al., 2007; Sowder, 2007; Gémez, 2007) y en revistas como el Journal
of Mathematics Teacher Education, de importancia para las administraciones
educativas, los formadores de profesores y para los profesores en formacion.
Ademas, se encuentra un marco teérico de investigacion didactica el EOS, bajo el
cual se han realizado estudios enfocados a explorar el Conocimiento Didéctico-
Matematico del profesor en objetos matematicos y estudios que implican Analisis
Didacticos de procesos de instruccion y su valoracion (Font, Planas & Godino, 2010;
Godino, Batanero & Font, 2007; Godino, Bencomo, Font & Wilhelmi, 2006; Godino,
Contreras & Font, 2006; Pino-Fan, Godino & Font, 2011; Pochulu & Font, 2011),
pero hasta el momento el objeto Grupo no se ha estudiado en esta direcciéon y bajo
el enfoque EOS.

1.6.2. Contexto nacional

A nivel nacional, se justifica el estudio del CDM del estudiante de formacién
matemadtica sobre el objeto Grupo, dada la existencia de los programas de formacién
matematica (Licenciatura en Matematicas y Matematicas) donde los egresados
pueden desempenar la labor de la docencia universitaria. Existe el cuestionamiento
acerca de jcudles son los conocimientos sobre el objeto Grupo que poseen los
estudiantes de formacion matematica, para la labor docente? En esta direccion, a
nivel nacional existe una normatividad en Educacion Superior que establece que
tanto los estudiantes de Licenciatura en Matemadticas, como los de Matemadticas
pueden ser docentes universitarios; hecho que justifica el presente estudio enfocado
en los conocimientos de los estudiantes en las areas de su desempeno.

La normatividad para los programas de Licenciatura en Matematicas, define que
para el Licenciado en Matematicas su area de desempefio es la Matematica y para
los estudiantes de Matematicas establece la Teoria de Grupos como uno de los
contenidos minimos del programa; asi, de la normatividad nacional se tiene que el
estudiante de formacién matematica al final de su proceso de estudio debe tener
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unos conocimientos basicos sobre el objeto Grupo y de ahi se deriva el hecho de
pretender explorar el conocimiento CDM, que se ha potenciado y/o desarrollado en
su proceso de formacion.

En esta direccion, los docentes de Teoria de Grupos de las universidades, se
cuestionaron sobre ;como conseguir que el estudiante de formacién matematica
comprenda adecuadamente los conceptos de Teoria de Grupos?

1.7. Marco teorico

Con el fin de explorar el conocimiento del estudiante de formacién matematica
sobre el contenido matematico, centrado en el objeto Grupo, se divide el apartado en
tres secciones: una primera parte que hace referencia a los procesos del Pensamiento
Matematico Avanzado-PMA de los estudiantes. Una segunda parte, donde se
presentan las nociones desarrolladas en la perspectiva tedrica EOS las cuales sirven
como herramientas teéricas para el desarrollo de la investigacion centrada en la
exploracion de la dimension epistémica del conocimiento Diddctico-Matematico del
estudiante de formacién matematica sobre el objeto Grupo y finalmente, se presentan
los modelos que estudian el Conocimiento del profesor y que integran el modelo
del CDM: modelo que se define en el enfoque ontosemidtico del conocimiento y la
instrucciéon matematica y que permite analizar la faceta epistémica de este CDM,
a través de las practicas matematicas desarrolladas por los estudiantes cuando
solucionan problemas relacionados con el objeto Grupo.

1.7.1. Pensamiento matematico avanzado

El grupo de trabajo en Pensamiento Matematico Avanzado, surge en 1985, en la
sociedad Psychology of Mathematics Education con el objetivo de profundizar en
los procesos cognitivos de ensefianza y aprendizaje de temas relacionados con el
calculo infinitesimal (Dreyfus, 1991; Tall 1991). Alrededor de los afios 80, el interés
en Didactica de la Matematica se desplazd hacia la problematica del aprendizaje en
términos de procesos cognitivos, reorientandola preocupacion hacialas competencias
y habilidades. Las investigaciones evolucionaron y empezaron a ocuparse también
de tépicos que por su naturaleza y complejidad, se situaban dentro de la llamada
matematica escolar superior. Entre estos topicos, se encuentran: limite, derivada,
integral y la estructura Grupo. Para trabajar con estos objetos se admitié que era
necesario poner en juego procesos de abstraccion y generalizacion, los cuales juegan
un papel fundamental en el pensamiento matematico avanzado (Sanchez, 2012).

Para Dreyfus (1991), la abstraccion es el proceso de construccion de objetos mentales
a partir de objetos matematicos y la generalizacion corresponde a derivar o inducir
desde casos particulares para identificar generalidades y expandir los dominios de
validez. Por su parte Tall (1991) a partir de los aspectos cognitivos que observo,
distinguié diferentes procesos de generalizacion: (a) expansiva (generalizacion en



36 El Conocimiento Didactico-Matematico del Profesor Universitario

la cual el estudiante extiende su estructura cognitiva pero sin producir cambios en
las ideas corrientes); (b) reconstructiva (generalizacion en la cual se requiere una
reconstruccion de la estructura cognitiva) y (c) disyuntiva (generalizacion en la que
los estudiantes son capaces ahora de operar en un amplio rango de ejemplos y no
parece ser muy duradera) (Sanchez, 2012).

Tall & Vinner (1981), proponen una teoria cognitiva sobre la forma en la que los
alumnos aprenden los conceptos matematicos. Para muchos estudiantes, una de
las dificultades en la ensenianza de las matematicas es su alto grado de abstraccion.
Aunque la abstraccion y la generalizacion no pueden ser consideradas caracteristicas
exclusivas del pensamiento matematico avanzado, parece haber cierto acuerdo en
que éstas, junto con la definicion, la demostracion y la formalizacién, adquieren
mayor importancia en el pensamiento matematico avanzado (Sanchez, 2012).

El paso del pensamiento matematico elemental (PME) al pensamiento matematico
avanzado (PMA) exige una transicidn significativa que requiere una reconstruccion
cognitiva con la cual se pasa de “describir” a “definir” y por otra parte, de “convencer”
a “demostrar”. Para Tall (1991) los alumnos que tienen entre 16 y 20 afios estan
intelectualmente preparados para dicha transicion. Tall (1991), también expone
algunas diferencias entre el pensamiento matematico elemental y el avanzado,
pero advierte que no es facil dar una explicacion precisa o satisfactoria del paso del
pensamiento matematico elemental al avanzado (Sanchez, 2012).

Se proponen diferencias entre el PME y el PMA: Robert & Schwarzenberger (1991),
establecen que, en el pensamiento matemadtico avanzado: (a) los alumnos tienen
que aprender mas conceptos en menos tiempo y ademas, éstos son presentados
de manera formal; (b) los conceptos ensenados llevan asociados procesos
(generalizacion, abstraccion y formalizacion) que pueden entrar en conflicto con
el conocimiento anterior: el que se tenia sobre el concepto y finalmente, (c) los
alumnos se enfrentan a una amplia gama de problemas que nacen de una variedad
de contextos (Sanchez, 2012).

Existe, una distinciéon entre el PME y PMA, al considerar que el PMA es un
pensamiento que requiere razonamiento deductivo y riguroso acerca de nociones
matematicas, que no es enteramente accesible a través de los cinco sentidos (p. 17-18):
un concepto se considera como parte del pensamiento matematico avanzado seguin
los aspectos que involucre. Por su parte, Edwards, Dubinsky & McDonald (2005), no
creen que se pueda delimitar exactamente una linea divisoria entre el pensamiento
matematico elemental y el pensamiento matematico avanzado, consideran que
el PMA forma parte de un proceso continuo de pensamiento que trasciende la
experiencia procedimental o las intuiciones del pensamiento matematico elemental,
sin ignorarlas ni abandonarlas. Se acepta que el clasificar un concepto como de PMA
depende del contexto en el que se esta trabajando (Sanchez, 2012).
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Las formas de pensamiento se separan de las formas de comprension; por un lado,
los significados particulares que los estudiantes dan a un término, sentencia o texto,
la resoluciéon de un problema o la justificacion que usan para validar o refutar
una afirmacién, son formas de comprensién. Y de otro lado, las teorias generales
implicitas o explicitas que subyacen a tales acciones son formas de pensamiento
(Harel & Sowder, 2005). Asi, se define que un pensamiento matematico es avanzado
si su desarrollo involucra al menos una de las tres condiciones para que un obstaculo
sea epistemoldgico. El nivel de adquisicion para una forma de pensamiento por un
individuo es determinado por la amplitud con la cual ha superado estos obstaculos
(pp- 34-35).

Esta linea de investigacion en Pensamiento Matematico Avanzado, surge en Espana,
en el Departamento de Didactica de las Matematicas de la Universidad Auténoma
de Barcelona (Azcarate, 1996) y se amplia luego a otras universidades; corresponde
a una linea de investigacion que tiene entre sus objetivos profundizar en el estudio
de los procesos cognitivos implicados en el aprendizaje de las Matematicas y
adquiere una progresiva importancia en los cursos superiores: abstraer, analizar,
categorizar, conjeturar, representar, conceptualizar, inducir y visualizar, definir,
demostrar, formalizar, generalizar y sintetizar, son procesos del PMA, que tienen
una componente psicolégica.

Engeneral, el Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) serelaciona conlos procesos
mentales propios de las Matematicas Superiores que se ensefian y se aprenden en los
ultimos afos de bachillerato y en el ambito universitario: seglin Azcarate & Camacho
(2003, p. 136141), este tipo de pensamiento por su naturaleza posee unos procesos
caracteristicos entre los que se destaca: el nivel de abstraccion, la formalizacion del
conocimiento, la representacion, la definicién de los conceptos y la demostracion.
En esta direccion, lo que diferencia a las Matematicas elementales de las avanzadas
es la complejidad de los contenidos y la forma de controlar esta complejidad: entre
los procesos mas potentes para esto, se encuentran los que permiten dicho control,
en particular, la representacion y la abstraccion: Azcarate (1996) establecen que en
las matematicas elementales los objetos se describen mientras que en las avanzadas
estos objetos matematicos se definen (Aldana, 2011).

1.7.2. Pensamiento algebraico

El pensamiento algebraico, se constituye como una de las lineas de estudio e
investigacion en Didactica de las Matematicas, que se ocupa de los fendmenos de
enseflanza, aprendizaje y comunicaciéon de los conceptos algebraicos. Se define
el pensamiento algebraico, como aquel que aparece inmerso en muchos de los
problemas del pensamiento matematico: la cognicidn es intrinsecamente contextual
mientras que el lenguaje algebraico es intrinsecamente abstracto.
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El pensamiento algebraico tiene presencia como contenido matematico en el sistema
educativo, desde la secundaria hasta la universidad. En secundaria se ha investigado
en las letras con significado algebraico, en las variables, en las expresiones algebraicas
y las ecuaciones lineales. Las investigaciones en Pensamiento Algebraico, tienen
enfoques desde la psicologia cognitiva, el lenguaje, las calculadoras y computadores,
la historia y la epistemologia, la ensefianza y el desarrollo curricular y por tltimo,
desde la perspectiva de las situaciones didacticas (Godino, 2012).

Laensefianza del dlgebra aparece en todo el curriculo delas matematicas, en educacion
media y basica (secundaria). Existe un espacio importante en el cual, los estudiantes
desarrollan la capacidad de abstraccion y generalizacion; procesos propios del
algebra, presentdndose bajo este enfoque al algebra como una herramienta util en
la resolucion de problemas matematicos, tanto del bachillerato como los que surgen
en las asignaturas relacionadas con las matematicas avanzadas de los programas
universitarios.

En esta direccion, el razonamiento algebraico, se pone de manifiesto en las tareas
relacionadas con aritmética, medida, geometria y analisis de datos y en diversos
grados de algebrizacion. En la practica algebraica intervienen entre otros procesos
la generalizacion y la simbolizacion y existen objetos denominados algebraicos, que
corresponden a: relaciones binarias, las operaciones que se efectiian con los elementos
de un conjunto; las funciones entre conjuntos y las estructuras en el sentido de un
conjunto y una operacion binaria definida en él, que cumple ciertas propiedades.
Asi, un estudiante puede dar respuesta a un problema utilizando solo aritmética
o utilizando élgebra y aritmética. La presencia de estos objetos y de los procesos
reconocidos como algebraicos es gradual, sistematica y progresiva. En general, el
trabajo con actividades algebraicas busca el desarrollo del pensamiento algebraico,
a través del trabajo con estructuras. Un enfoque basado en aspectos estructurales,
necesita ademas de la descripcion y fundamentacion, la determinaciéon de medios
para abordar los problemas tanto en la ensefianza como en el aprendizaje en relacion
con las tareas y competencias algebraicas; ademas de acciones en la formacion de
docentes (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi, 2012).

Las siguientes actividades matematicas se consideran algebraicas; esto es, el Algebra
tiene los siguientes rasgos caracteristicos:

e El proceso de Generalizacidon, es decir, el paso de considerar casos particulares
de situaciones, conceptos, procedimientos a las clases o tipos de tales objetos.
Por ejemplo: llegar al concepto de Grupo a partir del analisis de conjuntos y de
sus propiedades. Las generalizaciones empiricas en esta direccion se basan en el
reconocimiento de caracteristicas o cualidades comunes a los objetos o situaciones
y las generalizaciones teoricas resultan de la identificaciéon de invariantes. Para
Dorfler, generalizar significa construir variables (1991, p. 84).
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* Los medios para simbolizar, tanto las situaciones de generalizacién como las
de inde-terminacion; esto es, el uso de incdgnitas y ecuaciones que permiten
modelizar situaciones.

e Las nociones de relacion, funcion y estructura.
e El estudio de relaciones de equivalencia y sus propiedades.

e El estudio de operaciones entre los elementos de conjuntos numéricos o de otro
tipo ylas propiedades de las estructuras que se generan de dichos conjuntos.

En relaciéon con las actividades algebraicas, estas pueden ser de tipo Generacional,
transformacional y Global o de meta nivel: las actividades de tipo Generacional,
implican la formacion de expresiones y ecuaciones que se consideran como objetos
del algebra; por ejemplo, las ecuaciones en una incdgnita para representar una
situacion problema: expresiones de generalidad que surgen de patrones geométricos
o0 secuencias numeéricas; expresiones de reglas que gobiernan relaciones numéricas
(Kieran, 2007).

Entre las actividades de tipo Transformacional que son las actividades basadas en
reglas, se encuentran: agrupar términos semejantes, factorizar, desarrollar, sustituir
una expresion por otra, sumar y multiplicar expresiones polinémicas, resolver
ecuaciones e inecuaciones, simplificar expresiones, sustituir valores numéricos en
expresiones, trabajar con ecuaciones y expresiones equivalentes. Estas actividades
tienen como objetivo los cambios en la forma simbélica conservando la equivalencia,
no implica esto que sean actividades rutinarias; ya que, su justificacion se basa en
axiomas y propiedades de las estructuras correspondientes.

La categoria Global o de meta nivel hace referencia al uso de procesos matematicos
mas generales. Son actividades no exclusivas del algebra donde ésta se usa como
herramienta. Por ejemplo, se tiene la resolucion de problemas, la modelizacion, el
estudio de patrones generalizables, la justificacion y la prueba, la formulacion de
predicciones y conjeturas, el estudio del cambio en situaciones funcionales y la
busqueda de relaciones o estructuras. Estas son actividades que se pueden realizar
sin usar expresiones simbolicoliterales (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi, 2012).

La caracterizacion del pensamiento algebraico no implica solo ver lo general en lo
particular, se debe de expresar algebraicamente (Kieran, 2007). Esta expresion es una
condicién para la manipulacion de las representaciones simbdlicas que producen
otras equivalentes y que permiten la resolucion de problemas. Algunos investigadores
proponen separar el simbolismo algebraico del pensamiento algebraico debido a que
se podria realizarse una manipulacion de expresiones sin sentido y ademds, se debe
tener presente que el objetivo que se busca es el trabajo con las estructuras, en lugar
de procesos de calculo numérico.
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En esta direccion, el simbolismo algebraico viene a ser el lenguaje que da voz al
pensamiento algebraico, es el lenguaje que permite expresar la generalidad (Mason,
1996). Sin embargo, hay estudiantes que pueden expresarse verbalmente con cierto
grado de generalidad y no pueden expresar la notacién algebraica con facilidad;
la generalidad es esencial para el algebra, pero no todas las actividades algebraicas
involucran este proceso (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi, 2012).

El proceso por el cual se da la transicion de la aritmética al dlgebra cruza por una
zona transicional en la que se admite que las tareas matematicas pueden exhibir
objetos y procesos algebraicos con una presencia gradual, pero creciente. La
actividad algebraica tiene lugar cuando una persona aborda la solucién de cierto tipo
de problemas o tareas, realizando determinadas précticas operativas y discursivas.
En dichas practicas intervienen elementos de diversas naturalezas como los medios
de expresion, reglas conceptuales, procedimentales, proposiciones y justificaciones.
Entonces la caracterizacion de una practica y del pensamiento que la acompaia,
como de la indole algebraica, se hace en términos de cierto tipo de objetos y de
procesos que intervienen en dichas practicas. Los objetos y los procesos involucrados
en las practicas se interrelacionan formando configuraciones (Godino, Castro, Aké
& Wilhelmi, 2012).

Bajo esta perspectiva, la practica matematica, corresponde a toda actuacion o
expresion, verbal o grafica, que realiza una persona o las personas de una institucion
para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida,
validarla o generalizarla a otros contextos o problemas (Godino & Batanero, 1994,
p. 334). Los objetos primarios que sirven para indagar sobre las practicas algebraicas
caracterizados en el enfoque EOS, corresponden a: el lenguaje, los argumentos, los
procedimientos, los conceptos-definiciones, los problemas-tareas y las propiedades-
proposiciones. Una practica se considera algebraica silos siguientes objetos primarios
algebraicos se hacen presentes:

* Relaciones binarias que pueden ser de equivalencia o de orden, junto con sus
respectivas propiedades.

e Las operaciones y sus propiedades, realizadas en un conjunto de objetos; sin
embargo,a la aplicacion de propiedades tales como la asociativa, la conmutativa, la
distributiva, la existencia de un elemento neutro y de los inversos se le denomina:
célculo algebraico, ademas, se encuentran los conceptos de: ecuacion, transposicion
de términos, factorizacion, desarrollo de términos.

e Funciones, sus tipos, operaciones y propiedades; funciones proposicionales
(verdade-ro/falso); variables, formulas, parametros.
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e Las estructuras y sus tipos como los semigrupos, monoides, semi-moédulos,
grupos, mddulo, anillo, cuerpo, espacio vectorial y las propias del algebra superior
o abstracta.

Estos objetos mencionados se expresan mediante diversos lenguajes (Godino,
Castro, Aké & Wilhelmi, 2012). En la escuela se usa el lenguaje ordinario o cotidiano,
grafico, tabular, incluso se puede considerar el gestual. Un tipo de actividad
algebraica primaria es la traduccion o transformacion entre distintos lenguajes. Las
practicas algebraicas y los objetos que intervienen en las mismas, se pueden analizar
desde diversos puntos de vista, relativos al contexto donde se definen, caracterizan
y realizan: éstos puntos de vista, se pueden presentar a través de las siguientes
dualidades:

¢ Extensivo-Intensivo; esto es, lo particular y lo general y los procesos de
particularizacion-generalizacion. Por ejemplo, la funciéon y = 3x corresponde a
una funcion particular; es decir, un objeto extensivo, pero esta funcion pertenece a
la clase de funciones de la forma y = mx que es un objeto intensivo.

e Unitario-Sistémico; esta dualidad describe los procesos mediante los cuales una
entidad compuesta o sistémica; es decir, un intensivo pasa a ser visto como una
entidad unitaria que puede participar en otros procesos de generalizacion dando
lugar a otros intensivos de orden superior.

¢ Ostensivo-no Ostensivo; aporta una nueva comprension de los procesos de
generalizacion de los objetos intensivos resultantes: la ostension (que se ve, se
comprueba con facilidad, visible), hace referencia a los recursos perceptivos de
expresion que pueden ser simbolicos o de otro tipo. Por lo general, los objetos
matematicos (conceptos, proposiciones), se consideran ideales o mentales, es decir,
no ostensivos, pero su comunicacién se hace con objetos perceptibles (palabras,
simbolos y gestos), esto es, con objetos ostensivos.

e Personal-Institucional: se relaciona conlos significados personales e institucionales.

e Expresion-Contenido: un objeto matematico se usa como expresion en algunos
casos, pero luego puede pasar a ser el contenido para otro objeto (significado -
significante).

Los objetos y procesos aportan criterios para definir las siguientes Configuraciones
Algebraicas, las cuales permiten distinguir diferentes tipos y niveles de algebrizacion
de la actividad matematica (Godino et al., 2012):

 Configuracion de tipo relacional, en las tareas matematicas que ponen en juego;
relaciones binarias; Configuracion operacional para operaciones; Configuracion
funcional, para las tareas con funciones y Configuracién estructural, en el trabajo
con estructuras.
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* Configuracién transformacional, presente en las tareas que buscan la transfor-
macién entre diferentes modos de expresion; especialmente, entre el lenguaje
natural, iconico y gestual al lenguaje alfanumérico.

» Se reconoce cierto nivel de abstraccion o generalizacion en una préctica por la
presencia de objetos intensivos.

Segun los razonamientos expuestos, se establece que el dlgebra tiene presencia en
las matematicas escolares; ya que, en actividades como el conteo de una colecciéon
de objetos, realizada por nifios de preescolar, hay procesos de generalizacion y
conceptualizacion. El razonamiento algebraico se inicia con las primeras actividades
de cuantificacion de cantidades mediante los procesos de simbolizaciéon numérica.
Los simbolos numéricos se originan desde los primeros niveles, como un sistema
formado por elementos relacionales mediante operaciones; estas operaciones que
inicialmente hacen referencia a acciones sobre cantidades, pasan a ser operaciones
sobre los propios simbolos, pero estan relacionadas con un sistema de propiedades
estructurales; por ejemplo, los nimeros naturales con la suma, tienen la estructura
de monoide. Se inicia el trabajo con estructuras, con un primer ejemplo de estructura
algebraica: los semigrupos aditivos y multiplicativos de los nimeros naturales.

Los nifos como tal no conocen el nombre de las estructuras, pero en su actividad con
las operaciones aritméticas que son funciones, se trabajan los conceptos y teoremas
propios de las estructuras algebraicas mencionadas. El razonamiento algebraico surge
entonces, de un primer proceso de generalizacion, cuando de una cantidad concreta
por ejemplo, del numero de lapices, se pasa al simbolo que representa la cantidad
de una magnitud cualquiera, como cuadernos, personas, ovejas. Este sistema de
simbolos emergentes de las practicas de cuantificacién se encuentra regulado por
los axiomas de Peano y se convierte para el estudiante de primaria en un sistema
numérico natural (Godino et al., 2012).

En esta direccién, la aritmética es la parte del algebra que trabaja con ciertos
ejemplos particulares y es el de los conjuntos numéricos que posteriormente,
llegaran a ser ejemplos de otros ejemplos mas generales. Un nivel mas avanzado de
Pensamiento Algebraico, se pone de manifiesto en las actividades que involucran las
relaciones binarias y las funciones: primero, entre cantidades y luego entre simbolos
estructurados. La igualdad es otro objeto emergente de las practicas matematicas
que caracteriza al Pensamiento Algebraico; ya que, la igualdad es un primer ejemplo
de relacion de equivalencia entre nimeros. A partir de esta relaciéon de equivalencia
aparecen las clases de equivalencia y los conjuntos cocientes que son los objetos
caracteristicos del algebra; ademas de las correspondencias o funciones que llevan a
la identificacién de isomorfismos entre estructuras (Godino et al., 2012).

Las variables que caracterizan el trabajo algebraico (Godino et al., 2012) y el uso del
lenguaje alfanumérico, junto con objetos algebraicos de tipo relacional, operacional
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y estructural caracterizan los niveles mas avanzados de algebrizacién. Cuando se
reconoce la presencia de objetos intensivos en una practica matematica, en alguno
de sus niveles de generalidad se tiene cierto grado de algebrizacion en dicha practica,
tanto si el intensivo se expresa de forma alfanumeérica como si no. Si se expresa en
forma alfanumérica se esta ante una practica algebraica y de lo contrario, la practica
se puede considerar como proto-algebraica (pre-algebraica). Hay una amplia zona
donde los estudiantes comienzan a pensar algebraicamente aunque no hagan uso de
signos alfanumeéricos; esta zona es la zona de emergencia del Pensamiento Algebraico
y es la zona donde el profesor debe presentar actividades en la busqueda de una
continuidad en el desarrollo del Pensamiento Algebraico, ya que este pensamiento
se da en forma continua.

La diferencia entre el Pensamiento Aritmético y el Algebraico, es el trabajo con
cantidades indeterminadas de forma analitica, es decir, se consideran cantidades
indeterminadas como incognitas o variables y se opera con ellas como se hace con
los niimeros. Se busca el desarrollo del pensamiento matematico a través de todos
los niveles educativos, en especial, se plantea el conocimiento que debe tener el
profesor, para ayudar a los estudiantes en la busqueda del desarrollo del Pensamiento
Algebraico, presente en la mayoria de actividades matematicas (Godino et al., 2012).

El desarrollo del Pensamiento Algebraico, se presenta desde la educacién primaria
hasta la educacién secundaria. Es de importancia el trabajo que se realiza con los
sistemas numéricos; es decir, el trabajo desde la aritmética: en esta actividad se tienen
objetos denominados algebraicos y por tanto, estas actividades se deben direccionar
al trabajo con estructuras para lograr que el paso de la aritmética al trabajo con
estructuras, no sea un conflicto para el estudiante al llegar en la educacién media y la
basica (secundaria) a la manipulacién con otros objetos algebraicos, al igual que con
el trabajo en las matematicas universitarias (Godino et al., 2012)

Esta clarificacion de la naturaleza de las practicas matematicas, en sus diversas dreas
de contenido, junto con los objetos y procesos matematicos, es de interés para la
investigacion en Didactica de la Matematica al tener presente que la educacion busca
mejorar la enseflanza y el aprendizaje y que para esto se propone como un paso
preliminar comprender en profundidad los conocimientos y compentencias que se
deben desarrollar en los estudiantes.

Asi, se considerael Algebracomolarama delas matemdticas quesirve de herramientaa
otros campos de la matematica: se constituye como area de investigacion en si misma
y especialmente la investigacion didactica la reconoce como un area conflictiva para
los estudiantes (Godino et al., 2012).

1.7.3. Enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccién matematicos - EOS

Se presenta la perspectiva Ontosemidtica que evidencia el desarrollo de un modelo
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epistemologico para las matematicas, con bases antropoldgicas y socioculturales;
un modelo cognitivo, con bases semidticas, de indole pragmatista y un modelo
instruccional y se precisan las nociones tedricas desarrolladas en este enfoque:
herramientas utiles para el desarrollo de la investigacion; también, se presenta la
técnica del andlisis semidtico; la vision de la complejidad de los objetos matematicos
y la Fenomenologia (Freudenthal, 1983) como otra de las herramientas coherentes
con el enfoque y de gran importancia para el desarrollo de la investigacion.

El EOS, surge del andlisis a diversas teorias, al considerar que no hay una respuesta
clara, satisfactoria y compartida entre ellas (Teoria de las Situaciones Didacticas-
TSD, Teoria Antropoldgica de lo Didactio-TAD, Dialéctica Instrumento - Objeto:
DIO y Juego de Marcos JM, Teoria de los Campos Conceptuales - TCC) al
problema epistemoldgico (en Matematicas y en Didactica de la Matematica) sobre
los fundamentos tedricos de la investigacion en Didactica de la Matematica. Este
problema se formula como un PE (problema epistemologico): ;qué es un objeto
matematico? de manera equivalente, ;cudl es el significado de un objeto matematico
(numero, derivada, grupo) en un contexto o marco institucional determinado? El
PE se refiere al objeto matemadtico, como entidad cultural o institucional, que se
complementa dialécticamente con el problema cognitivo asociado, o sea, el del objeto
como entidad personal o psicoldgica: PC (problema cognitivo): ;qué significa un
objeto matematico, para un sujeto en un momento y circunstancias dadas? Para dar
respuesta a estas preguntas de naturaleza ontosemiotica: Godino & Batanero (1994)
parten de la nocién de objeto propuesta por Chevallard (1991), clarifican algunas
nociones introducidas por la TAD y las hacen operativas; determinan semejanzas,
diferencias y relaciones con otras herramientas conceptuales usadas ampliamente,
tales como concepcidn y significado (Godino, 2012).

Enlaproblematicainicialmente abordada, existia una cuestion epistemoldgica de base
y era precisar y explicitar la naturaleza de los objetos matematicos y su emergencia
a partir de las practicas matematicas y un problema cognitivo, que era caracterizar
el conocimiento desde el punto de vista subjetivo (Godino, 2012). Para abordar los
analisis epistemologicos y cognitivos requeridos en la Didactica de la Matematica, se
conformaron las nociones claves de Sistema de Practicas, Configuracién de Objetos
y Procesos (Godino, Batanero & Font, 2007; Font, Godino & Gallardo, 2013). Estas
herramientas tedricas permiten formular el problema epistémico, (conocimiento
institucional, socio-cultural) y el cognitivo (conocimiento personal) en Didactica de
la Matematica.

Se presentan a las herramientas tedricas del EOS, que permitieron realizar analisis
detallados en el estudio de los Conocimientos Didacticos-Matematicos de los
estudiantes de formacién matematica, relacionados con el objeto Grupo.
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1.7.3.1. Sistemas de practicas

En primer lugar, se tiene la nocién de Practica matematica y objeto matematico
introducidas por Chevallard (1991; 1992), que se conectan en este enfoque, con
las ideas centrales de la Teoria de las Situaciones Didacticas (Brousseau, 1986) y la
Teoria de los Campos Conceptuales (Vergnaud, 1990). Una practica matematica
es una acciéon o manifestacion (verbal o escrita) operativa y discursiva que puede
ser de un sujeto personal, o puede ser compartida en una instituciéon (profesor,
textos), para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion,
validar la solucién y generalizarla a otros contextos y problemas (Godino et al.,
1994). Esta nocidn se generaliza a los sistemas de practicas matematicas personales
(estudiante) e institucionales (profesor) y juega un papel central desde el punto
de vista epistemologico y didactico. Con esta nocién se asume y se hace operativo
el supuesto antropologico sobre las matematicas en el cual se basa el EOS. Estas
practicas matematicas pueden ser realizadas por una persona o compartidas en el
interior de la institucion, lo cual da lugar a las nociones de sistemas de practicas
personales y sistemas de practicas institucionales las cuales se definen (Godino et al.,
1994, p. 337) como:

El sistema de practicas institucionales asociadas a un campo de problemas, esta
constituido por las practicas consideradas como significativas para resolver un
campo de problemas y compartidas en el seno de una institucién. Los sistemas de
practicas personales asociadas a un campo de problemas, esta constituido por las
practicas prototipicas que una persona realiza en su intento de resolver un campo de
problemas.

Segin Font, Godino & Gallardo (2013), las practicas matematicas pueden ser
conceptualizadas como la combinacion de una practica operativa, a través de la
cual los textos matematicos son leidos y producidos y una practica discursiva, la
cual permite la reflexién sobre las practicas operativas (p. 104). Los sistemas de
practicas dan respuesta a la pregunta de naturaleza semiotica ;que significa un objeto
matematico? y a la pregunta de naturaleza ontoldgica ;qué es el objeto matematico?
(Godino, Font, Wilhelmi & Lurduy, 2011).

1.7.3.2. Objeto matematico

Una nocién importante en el enfoque EOS, es la de objeto matematico, y corresponde
a una entidad emergente e interviniente en las practicas matematicas. Se entiende
por objeto alguno de los elementos: lenguaje, accion, argumentacion, concepto,
propiedades y situacion-problema. Cada uno de estos elementos (excepto la
situacion-problema) se entienden como emergentes de una practica cuya finalidad
es la resolucion de una situacion-problema (Godino et al., 1994; 1998). En el
EOS, se adopta una visidn pragmatica, al considerar que los objetos matematicos
son emergentes de los sistemas de practicas realizadas para resolver un campo de
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problemas (Godino et al., 1994). Para Font et al. (2013) la propuesta ontoldgica, se
deriva de las practicas matematicas, siendo éstas, el contexto basico en el que los
individuos obtienen su experiencia y de las cuales emergen los objetos matematicos;
asi, el objeto matematico adquiere un estatus derivado de las practicas matematicas
que le proceden (p. 104).

En las practicas matematicas intervienen objetos ostensivos (simbolos, graficos, etc)
y no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc), que se evocan al hacer matematicas
y que se representan en forma textual, oral, grafica e incluso gestual. De los sistemas
de préacticas matematicas operativas y discursivas, emergen nuevos objetos que
provienen de las mismas y dan cuenta de su organizacion y estructura. Como los
sistemas de practicas pueden ser personales o institucionales, entonces de igual forma,
se considera a los objetos emergentes como objetos institucionales, si provienen de
sistemas de practicas compartidos en el interior de la institucién, mientras que a los
objetos emergentes de los sistemas de practicas personales se les denominara objetos
personales (Godino et al.,1994).

El EOS en consonancia con el interaccionismo simbdlico, considera como objeto
o entidad matematica, todo aquello que puede ser indicado, todo lo que puede
senalarse o a lo cual puede hacerse referencia, cuando se hace, se comunica o se
aprende matematica. En la descripcion de la actividad matematica se hace referencia
a muchos y diversos objetos, los cuales se pueden agrupar segun distintos criterios,
formando categorias o tipos diversos (Godino, 2002). Godino, Font, Wilhelmi &
Lurduy (2011), sefialan que los objetos matematicos primarios se pueden analizar
desde una perspectiva proceso - producto y para esto consideran los procesos
duales: Institucionalizacidon-Personalizacidon; Generalizacidon Particularizacidn;
Descomposicidon/anadlisis-Composicion/reificacion; Materializacion Idealizacion;
Representacion- Significacion (ver, Figura 1.1).
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Figura 1.1: Objetos y procesos matematicos (Godino et al., 1994)
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1.7.3.3. Significados de los objetos matematicos

Se concibe el significado de los objetos matematicos (operacion binaria, grupo) desde
una perspectiva pragmatico-antropolégica. El significado de un objeto, se define
como el sistema de practicas operativas y discursivas que una persona (o institucion)
realiza para resolver una cierta clase de situaciones-problemas en las que dicho
objeto interviene. Asi, el significado del objeto matematico puede ser visto desde dos
perspectivas: Significado institucional y Significado personal, que se desarrollan y
precisan en Godino et al. (1994; 1998) en términos de los sistemas de practicas en las
que un determinado objeto matematico es determinante para su realizacion, ademads,
se relacionan con las nociones de conocimiento y comprension. Desde supuestos
pragmaticos-antropoldgicos, estas ideas centran el interés de la investigacion en los
conocimientos matematicos institucionalizados, sin perder al sujeto individual al
cual se dirige el esfuerzo educativo. Godino et al. (1994) definen estos significados:

El significado de un objeto institucional, es el sistema de practicas institucionales
asociadas al campo de problemas de las que emerge el objeto matematico en un
momento dado (Godino et al., 1994, p. 340).

Esta nocidon de significado institucional permite introducir en la problematica
epistemolodgica y didactica, el estudio de la estructura de los sistemas de practicas
sociales de los que emergen los objetos matematicos, asi como su evolucion en el
tiempo y la dependencia institucional. De igual forma, Godino et al. (1994), definen:

El significado personal de un objeto como el sistema de practicas personales (de una
persona) para resolver el campo de problemas del que emerge el objeto personal, en
un momento dado(Godino et al. (1994), p.341).

Algunos sistemas de practicas se consideran como primarios, por su caracter
extensivo (particular), esto hace referencia a que resuelven ciertos tipos de
situaciones-problemas con métodos y procedimientos particulares. Los sistemas de
practicas primarios se agrupan en sistemas mds genéricos en los cuales se pueden
abordar situaciones-problemas mas generales. Este proceso continta por niveles,
hasta llegar a la formalizacion del objeto matematico. La consideracion conjunta de
los elementos y sus relaciones, conforman el Significado epistémico global del objeto
matematico.

Bajo estos supuestos, reconstruir el significado global del objeto matematico significa
identificar los sistemas de practicas en las cuales se utiliza; los cuales llevan asociadas
configuraciones epistémicas que constituyen un significado parcial del objeto
matematico (Godino, 2009). El sentido en el EOS, se interpreta como un significado
parcial del objeto matematico y se refiere a los subsistemas de practicas relativos a
marcos o contextos de uso determinado. El uso del término sentido en la Teoria
de Situaciones Didacticas, queda restringido a la correspondencia entre un objeto
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matematico y la clase de situaciones de la cual emerge y le da sentido (se describe
como significado situacional). En el EOS esta correspondencia es crucial, ya que es
la razén de ser del objeto, su justificacion u origen fenomenoldgico, pero, tienen
en cuenta las correspondencias o funciones semioticas entre el objeto y los otros
componentes operativos y discursivos del sistema de practicas del que se considera
que proviene el objeto, entendido en términos cognitivos o en términos epistémicos
(Godino, Contreras & Font, 2006).

La interpretacion semidtica de las practicas, lleva a hablar de tipologia de significados
personales (globales, declarados y logrados) y significados institucionales
(implementados, evaluados, pretendidos, referenciales) (Godino, Font, Wilhelmi &
Lurduy, 2011). Segtin Godino etal. (1994), los significados logrados porlos estudiantes
dependen fundamentalmente de los significados institucionales, concretamente, de
los significados pretendidos asociados a los sistemas de practicas planificadas para
un proceso particular de instruccion, asi como de los significados efectivamente
implementados en dicha instruccién y de los evaluados (ver figura 1.2). Ademds, el
profesor como parte de la institucion escolar, debe recurrir, para la eleccién de los
significados pretendidos, a los significados de referencia. En una institucion concreta
de ensefanza este significado de referencia sera una parte del significado holistico
del objeto matematico. La determinacion de dicho significado Global u holistico,
requiere realizar un estudio histdrico, epistemolédgico y fenomenoldgico sobre el
origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como el tener en cuenta la diversidad
de contextos (sistemas de practicas-fendmenos) de uso donde se pone en juego dicho
objeto matematico (Pino-Fan, 2013).
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Figura 1.2: Tipologia de significados sistémicos (Pino-Fan, 2013)
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El significado global de referencia se define a partir de dos nociones: significado
global, también denominado holistico u holo-significado, comprende los diferentes
significados parciales de un objeto matematico y significado de referencia, entendido
como los sistemas de practicas que se usan como referencia para elaborar los
significados que se pretenden incluir en un proceso de estudio (Pino-Fan, Godino &
Font, 2011). Para una institucion de ensefianza el significado de referencia serd una
parte del significado holistico del objeto matematico.

La identificacion de los significados parciales se hace mediante la descripcion
sistematica de los objetos primarios (situaciones, lenguajes, conceptos, propiedades,
procedimientos y argumentos) que intervienen en los sistemas de practicas de los
cuales emerge el objeto matematico (Font & Godino, 2006; Pino-Fan et al., 2011).
En el analisis de las configuraciones epistémicas, cada objeto interviniente en una
practica matematica, puede verse desde distintas facetas duales (ver, Figura 1.1).
Para determinar los diferentes niveles de generalizacion entre las configuraciones, se
trabajaran los aspectos intensivos-extensivos (generalparticular).

1.7.3.4. Configuraciones de objetos y procesos matematicos

Una Configuracidn epistémica, se compone de los objetos que intervienen y emergen
de los sistemas de practicas matematicas en los diferentes contextos de su uso. Un
objeto matematico puede tener varias configuraciones epistémicas, las cuales a su
vez llevan asociadas un significado parcial diferente del objeto matematico (Godino
et al.,, 2006). Las configuraciones epistémicas permiten reconstruir el significado
global de referencia, definido a partir de las nociones de significado global-holistico-
holosignificado que comprende los diferentes significados parciales de un objeto
matematico (ver, figura 1.3).

El término configuracidn epistémica o cognitiva es util, ya que, en la realizacién de
una practica matematica y especificamente, en la interpretacion de su resultado como
satisfactorio, se necesita poner en juego determinados conocimientos; asi, entre
los componentes del conocimiento para la realizacion y evaluaciéon de la practica
que permiten resolver una situacion-problema, se encuentran: en primer lugar, el
lenguaje (verbal, simbolico): estos lenguajes son la parte ostensiva de una serie de
conceptos, proposiciones y procedimientos que intervienen en la elaboracion de
argumentos para decidir si las acciones simples que componen la practica y ella en
tanto a accidon compuesta, es satisfactoria. En consecuencia, cuando un sujeto realiza
y evalia una practica matematica, activa un conglomerado de objetos, formados
por situaciones-problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos
y argumentos, que se encuentran articulados en la configuraciéon epistémica (ver,
figura 1.3) (Font & Godino, 2006, p. 69)).
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Figura 1.3: Configuracién epistémica (Font & Godino, 2006)

La emergencia de los objetos matematicos primarios considerados, llevan asociados,
respectivamente los procesos de problematizacién, comunicacién, definicidn,
algoritmizacién, enumeracion y argumentacion (ver, figura 1.1) Otros procesos como
la resolucién de problemas y la modelizacién se ven en este enfoque como mega-
procesos, e implican la intervencién y la activacion de los procesos mencionados.
Las situaciones-problemas y las practicas realizadas para resolverlas, tienen un papel
central, asi como su dependencia de los contextos institucionales en que tienen lugar.

1.7.3.5. Facetas y niveles del analisis didactico

Las nociones tedricas del EOS son un conjunto de herramientas de analisis y reflexion
de los procesos de ensenanza y aprendizaje. Se han elaborado varios sistemas de
objetos y relaciones (categorias) que ayudan a analizar y comprender, de manera
sistematica y con distintos niveles de profundidad, los diversos aspectos implicados
en la enseflanza y el aprendizaje de las matematicas.

En este enfoque se proponen las siguientes facetas para el anilisis de los procesos de
instruccién matematica (Godino, 2009):

Epistémica: conocimientos matematicos relativos al contexto institucional en el
que se realiza el proceso de estudio y la distribucion en el tiempo de los diversos
componentes del contenido (problemas, lenguajes, procedimientos, definiciones,
propiedades, argumentos).

Cognitiva: conocimientos personales de los estudiantes y progresion de los
aprendizajes. Afectiva: estados afectivos (actitudes, emociones, creencias, valores)
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de cada estudiante con relacién a los objetos matematicos y al proceso de estudio
seguido.

Mediacional: recursos tecnoldgicos y asignacion del tiempo a las distintas acciones
y procesos.

Interaccional: patrones de interaccion entre el profesor y los estudiantes y su
secuenciacion orientada a la fijacién y negociacion de significados.

Ecolégica: sistema de relaciones con el entorno social, politico, econémico, etc. que
soporta y condiciona el proceso de estudio.

En este modelo tedrico se consideran claves las facetas epistémica y cognitiva y se
postula para ellas un punto de vista antropoldgico y semidtico: la matematica como
actividad humana que adquiere significado mediante la accién de las personas
ante situaciones-problema, especificos. Ademas, se concede relevancia a las demas
facetas (afectiva, mediacional, interaccional y ecoldgica;) ya que, condicionan los
aprendizajes y la ensefianza (Godino, 2009).

Interaccional

Mediacional Afectiva

Ecoldgica Cognitiva

Epistémica

Figura 1.4: Facetas del Andlisis Didactico (Godino, 2009)

En los trabajos de investigacion realizados en el marco del EOS (D’Amore, Font &
Godino, 2007; Font & Contreras, 2008; Godino, Font, Wilhelmi & Castro, 2009) se
proponen cinco niveles para el analisis del proceso de instruccion:

Nivel 1. Identificacion de prdcticas matemdticas. Descripcion de las acciones
realizadas para resolver las tareas matematicas propuestas para contextualizar los
contenidos y promover el aprendizaje. Se parte del supuesto, que el aprendizaje de
las matematicas consiste en aprender a realizar una practica operativa (de lectura
y produccion de textos) y sobre todo, una prdctica discursiva (de reflexion sobre la
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practica operativa) que puede ser reconocida como matematica por un interlocutor
experto. Desde esta perspectiva, se entiende el discurso del profesor como un
componente de su practica profesional. Dicha practica tiene como objetivo generar
en el estudiante, un tipo de practica operativa y una reflexion discursiva sobre ella
(préactica discursiva) que el profesor puede considerar como matematica. Asi, se
considera como practica matematica a cualquier acciéon o manifestacion (lingtiistica
o de otro tipo) llevada a cabo en la resolucion de problemas matematicos y en la
comunicacion de soluciones a otras personas con el fin de validarlas y generalizarlas
a otros contextos y problemas (Godino & Batanero, 1994).

Nivel 2. Identificacion de objetos y procesos matematicos y diddcticos. Descripcion de
objetos y procesos matematicos que intervienen en la realizacion de las practicas, asi
como los que emergen de ellas. La finalidad de este nivel es describir la complejidad
de los objetos y significados de las practicas matematicas y didacticas como factor
explicativo de los conflictos en su realizacion y de la progresion del aprendizaje. Se
considera que cuando un agente realiza una practica matematica tiene que activar un
conglomerado formado por algunos de los objetos: situaciones-problemas, lenguajes,
conceptos-definiciones, proposiciones, procedimiento y argumentos. Estos seis tipos
se articulan formando la configuraciéon de la figura 1.3. (Font & Godino, 2006).

En el EOS, se consideran relevantes dieciséis procesos en la actividad matematica: los
procesos de generalizacion- particularizacion, institucionalizacién-materializacion
(asociados a las cinco dimensiones duales) y procesos de comunicacion, definicion,
enunciacion, argumentacion, algoritmizaciéon y problematizaciéon (asociados a
los objetos matematicos identificados en el proceso de evaluaciéon que se analiza).
Existen otros procesos igualmente relevantes, como los procesos de comprension,
de modelizacion o de resolucion de problemas, que pueden entenderse como mega
procesos que incluyen algunos de los tipos anteriores (Font, Planas & Godino, 2010).

Nivel 3. Descripcion de conflictos semidticos. Segun Godino et al. (2007) se entiende
por conflicto semidtico cualquier disparidad entre los significados atribuidos a una
expresion por dos sujetos, personas o instituciones. Cuando la disparidad se produce
entre practicas de un mismo sujeto se habla de conflicto semidtico de tipo cognitivo.
El conflicto semidtico interaccional, surge entre las personas, pero se interpreta que
estas personas proponen practicas validas en instituciones diferentes: mundo de la
vida y aula de matematicas y finalmente, si la disparidad se produce entre practicas
propias de instituciones diferentes, se habla de un conflicto semiético de tipo
epistémico.

Los tipos de conflictos semi6ticos no son excluyentes, puesto que un mismo conflicto
puede ubicarse en un tipo u otro segun la perspectiva que se adopte. Por ejemplo,
un conflicto epistémico entre el profesor y el alumno, también se puede considerar
como un conflicto de tipo interaccional y los conflictos cognitivos de una persona a



Omaida Seplveda Delgado 53

menudo son el resultado de interacciones sociales generadoras del conflicto (Font,
Planas & Godino, 2010).

Nivel 4. Identificacion del sistema de normas y meta normas. Identificacion de la trama
de reglas, habitos, normas que condicionan y hacen posible el proceso de estudio y
que afectan a cada faceta y sus interacciones. La actividad matematica en el aula tiene
una dimension social; ya que, la clase se puede considerar como una micro-sociedad
donde tiene lugar la difusién y construccion de conocimiento matematico a través
de la interaccion social entre alumnos y profesor. En consecuencia, el aprendizaje
matematico esta condicionado por meta conocimientos matematicos y didacticos,
tales como las normas socio-matematicas (Planas & Setati, 2009; Yackel & Cobb,
1996) y las clausulas del contrato didactico (Brousseau, 1997).

Nivel 5. Valoracion de la idoneidad interaccional del proceso de instruccion, donde
se identifican potenciales mejoras del proceso de estudio que incrementan la
idoneidad didactica (Godino, 2009). La identificacion de seis idoneidades parciales
en un proceso de instruccidon permiten considerarlo un proceso iddneo; estas son: la
idoneidad epistémica, donde se valora si las matematicas que se ensefian son unas
buenas matematicas; idoneidad cognitiva, para valorar, antes de iniciar el proceso
de instruccion si lo que se quiere ensefiar estd a una distancia razonable de lo que
saben los estudiantes y después del proceso, si los aprendizajes logrados se acercan a
los que se pretendian ensefar; idoneidad interaccional, para valorar si la interaccion
ha resuelto dudas y dificultades de los alumnos; idoneidad mediacional, para valorar
la adecuaciéon de recursos materiales y temporales utilizados en el proceso de
instruccion; idoneidad emocional, para valorar la implicacién (interés, motivacion)
de los estudiantes en el proceso de instruccién y finalmente, idoneidad ecoldgica,
para valorar la adecuacion del proceso de instruccidon al proyecto educativo del
centro, las directrices curriculares, las conclusiones del entorno social y profesional
(Font, Planas & Godino, 2010).

La idoneidad didactica de un proceso de instruccion se define como la articulacion
coherente y sistémica de las seis componentes siguientes (Godino, Batanero &
Font, 2007):

Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de
referencia y permite valorar la calidad del contenido matematico a ensenar,
en términos de su grado de consistencia con los significados institucionales de
referencia; la idoneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados pretendidos
o implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como
la proximidad de los significados personales logrados a los significados pretendidos
o implementados; la idoneidad interaccional hace referencia a que un proceso de
ensefianza-aprendizaje tiene mayor idoneidad desde el punto de vista interaccional,
esto es, si las configuraciones y trayectorias didacticas permiten por una parte,
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identificar conflictos semidticos potenciales (que se puedan detectar a priori) y
por otra parte, permiten resolver los conflictos que se producen durante el proceso
de instruccion: esta idoneidad, busca valorar si la interaccién permite identificar
conflictos semioticos potenciales y resolver los que efectivamente se producen
durante el proceso de instruccion.

La idoneidad mediacional, responde al grado de disponibilidad y adecuacién de
los recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de
ensefianza-aprendizaje: esta idoneidad, se encarga de la valoracion del grado de
disponibilidad y adecuacién de los recursos materiales y temporales involucrados en
el proceso de instruccion; la idoneidad afectiva, corresponde al grado de implicacion
(interés, motivacion) del alumnado en el proceso de estudio y se relaciona tanto
con factores que dependen de la instituciéon como con factores que dependen
basicamente del alumno y de su historia escolar previa. La idoneidad emocional,
valora la situacion afectiva de los estudiantes, la cual determina su grado de interés o
motivacion hacia el proceso de estudio; finalmente, la idoneidad ecoldgica representa
el grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto educativo del centro, la
escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que se desarrolla
y pretende valorar la adecuacion del proceso de instruccion al proyecto educativo
escolar, su pertinencia con el entorno, etc. (a priori y a posteriori).

Epistémica Mediacional W
Afectiva Ecolégica
ﬁ\LTA
Interaccional Cognitiva

Idoneidad | >

Figura 1.5: Idoneidad didactica (Godino, 2011)
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Estos niveles de analisis permiten el desarrollo de un andlisis completo para describir,
explicar y valorar los procesos de instruccion (Font, Planas & Godino, 2010). En un
proceso de instruccion, la aplicacion del nivel 1 permite describir la secuencia de las
practicas matematicas. La realizacion de una practica moviliza elementos distintos,
a un saber, un agente (persona) que realiza la practica y un medio donde se realiza.
El agente realiza la practica matematica orientada a la resolucién de situaciones-
problema, esto hace que sea necesario considerar otros aspectos, objetos y procesos
matematicos que posibilitan dichas practicas. Esto se realiza en el nivel 2 del analisis.
Este segundo nivel tiene como finalidad, describir la complejidad de las practicas
matematicas tomando en consideracion la diversidad de objetos y procesos descritos
en el enfoque EOS (Godino, 2012).

El andlisis diddctico de un suceso de clase parte del planteamiento de una situa-
ciéon problema por parte del profesor; seguidamente, los estudiantes realizan
practicas matematicas necesarias para la resolucion de dicho problema. Existen las
configuraciones de objetos y procesos matematicos, que hacen posible realizar estas
practicas matematicas (nivel 2), de ahi se avanza al estudio de las interacciones entre
el profesor y los alumnos presentes en el proceso de instruccion. Estas interacciones
didacticas que suceden en un proceso de instruccion pueden ser muchas y se analizan
en el nivel 3, en especial interesan, las interacciones en torno a los conflictos de tipo
semidtico (Planas & Iranzo, 2009). En el nivel 4 del analisis didactico se consideran
las practicas matematicas e interacciones que estan condicionadas y soportadas por
una trama de normas y meta-normas que regulan las acciones (Godino, 2012).

Estos cuatro niveles de analisis son herramientas para una didactica descriptiva y
explicativa; ya que, sirven paracomprender y responder ala pregunta ;qué ha ocurrido
aqui y por qué? Sin embargo, no evaltan la pertinencia del proceso de instruccién
matematica ni determinan pautas para la mejora del disefio y la implementacion del
proceso. Para esto son necesarios criterios de idoneidad o adecuacién que permitan
valorar los procesos de instruccion efectivamente realizados y que permiten guiar la
mejora de dichos procesos; de esto se ocupa el nivel 5 del modelo (Font, Planas &
Godino, 2010).

Dentro del andlisis did4ctico, el estudio de los Conflictos Semidticos se enmarca
dentro del estudio de errores y dificultades que tienen los estudiantes para abordar
el objeto de estudio y se ubica también dentro del estudio de las concepciones de los
estudiantes (Sepulveda, 2014).

1.7.3.6. Analisis semiodtico

El analisis semidtico de un texto matematico y en general, de la actividad matematica
en el EOS, contempla el analisis de los siguientes elementos: a) Las notaciones y
sus representaciones (lenguaje); b) Las situaciones-problemas; ¢) Las definiciones;
d) Los procedimientos y las técnicas; e) Las proposiciones, propiedades y teoremas
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y f) Los argumentos. Estos elementos se articulan formando las configuraciones
epistémicas descritas anteriormente; estas configuraciones son herramientas tiles
para describir la complejidad de los objetos matematicos y las practicas de donde
emergen los objetos matematicos (Godino, 2002).

El lenguaje, segun Godino (2002) se encuentra constituido por los términos, las
expresiones, las notaciones, las graficas. En un texto vienen dados en forma escrita o
grafica, pero en el trabajo matematico pueden usarse otros registros (oral, gestual).
Mediante el lenguaje (ordinario y matematico) se describen otros objetos lingiiisticos.

Las situaciones, corresponden a los problemas mas o menos abiertos, aplicaciones
extra matematicas o intra matematicas, ejercicios. Son las tareas que inducen la
actividad matematica.

Los procedimientos, operaciones, algoritmos, técnicas de calculo. Son las acciones del
sujeto ante las tareas matematicas.

Los conceptos, son dados por las definiciones o descripciones; por ejemplo, nimero,
punto, recta, funcion.

Las proposiciones, son las propiedades o los atributos de los objetos mencionados y
suelen darse como enunciados.

Las argumentaciones, pueden ser deductivas o de otro tipo; se usan para validar y
explicar las proposiciones.

Estos seis tipos de objetos se califican como matematicos porque se ponen en juego
en la actividad matematica y son los constituyentes primarios de otros objetos
mas complejos u organizaciones matematicas, como los sistemas conceptuales, las
teorias. Las entidades lingiiisticas, tienen un papel representacional -se ponen en
lugar de las restantes e instrumental; o sea, se ven como instrumentos de la actividad
matematica. Las situaciones - problemas, son las promotoras y contextualizadoras
de la actividad matematica y junto con las acciones (procedimientos) constituyen el
componente practico de las matematicas, la accion dirigida a un fin (Godino, 2002).

Se define el “analisis semidtico” de un texto matematico como su descomposicion en
unidades, que se llaman semioticas, junto con laidentificacion de las entidades puestas
en juego y las funciones semioticas (relaciones) que se establecen entre los mismos
por parte de los diferentes sujetos. El criterio para definir las unidades de analisis es el
cambio del elemento de significado, esto es, cuando se cambia de problema a estudiar
dentro del campo de problemas considerados, se pasa del enunciado del problema al
desarrollo de una técnica, al empleo de una notacion, al uso o identificacién de una
propiedad, o a la descripcion, sistematizacion y validacion de las soluciones; es decir,
se tiene presente en la delimitacion de las unidades de analisis, los momentos en los
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cuales se ponen en juego alguno de los seis elementos introducidos en este enfoque
tedrico (Godino, 2002).

El andlisis semidtico segiin Godino (2002) es la indagacion sistemdtica de los
significados puestos en juego a partir de la transcripcion del proceso y de cada una de
las partes en que se puede descomponer dicho texto, para un interpretante potencial
(andlisis a priori). Cuando el texto corresponde al protocolo de respuestas de los
sujetos en interacciones efectivas, el analisis permite caracterizar los significados
personales atribuidos de hecho por los emisores de las expresiones (analisis a
posteriori). En ambos casos se pueden confrontar con los significados institucionales
de referencia, para formular hipdtesis sobre los conflictos semidticos potenciales y
contrastarlos con los efectivamente ocurridos.

El andlisis semidtico ayuda a formular hipdtesis sobre puntos criticos de la
interaccion entre los diversos agentes en los cuales pueden haber lagunas o vacios
de significaciéon, o disparidad de interpretaciones que requieran procesos de
negociacion de significados y cambios en el proceso de estudio. Se considera el
analisis semidtico a priori como una etapa previa y crucial del analisis didactico-
matematico porque permite identificar el sistema de entidades que se ponen en
juego en el estudio de un contenido matematico, los cuales requieren de procesos
instruccionales especificos. Este analisis permite describir el significado institucional
local del contenido estudiado y la distribucion temporal de los distintos elementos.
Parala valoracion del caracter mas o menos completo del significado local, se requiere
disponer de un patrén de comparacion que se denomina el significado institucional
de referencia. La comparacion entre significados institucionales se puede describir
como la transposicion didactica localmente implementada en el proceso de estudio.
El significado de referencia se elabora a partir del analisis de textos y de la practica
del analisis estadistico (Godino, 2002).

El analisis semidtico de texto, desde el punto de vista del estudiante tiene el caracter
de andlisis a priori (o potencial); ya que, se refiere a las interpretaciones (y a los
conflictos semioticos) que pueden poner en juego los alumnos que estudian un
objeto matematico en el sistema didactico a considerar.

1.7.3.7. El conocimiento

Se describe de manera general como lo propone Chevallard (1992), esto es, como
la relacién de alguien (persona o institucién) con un objeto. Esta nociéon abarca
todos los constructos cognitivos usados en las diversas ciencias y tecnologias de
la cognicién humana (Varela, 1988), pero para hacerla operativa se modeliza
adecuadamente el objeto de conocimiento, esto es, aquello con lo que se establece la
relacion y los tipos de relaciones posibles (Godino, 2012). En general, la relacion de
(X) (persona o institucion) a un objeto (O) se traduce en las correspondencias que
(X) puede establecer entre (O) y otros objetos: correspondencias que se interpretan
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como funciones semidticas (Godino, Batanero & Font, 2007). Si (O) es un término o
expresion, el sujeto (X) puede atribuir a (O) otro objeto, su significado (S); si (O) es
una tarea, (X) puede aplicar a (O) una técnica o varias técnicas de solucion, asi como
aportar explicaciones y justificaciones, etc. El objeto (O) puede ser una organizacion
matematica mas o menos compleja y el sujeto puede tener distintas relaciones a cada
uno de sus componentes.

En el enfoque ontosemiotico de la cognicién matematica, al igual que en la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (Chevallard, 1992; 1999), los objetos matematicos
se conciben en términos de sistemas de practicas operativas y discursivas, esto es,
sistemas compuestos de praxis y logos. El sujeto puede tener una relacién bien
adaptada a la praxis, pero no al componente discursivo. En este caso, decimos que
el sujeto conoce cdmo hacer un tipo de tareas, tiene competencia o capacidad para
hacerla, pero no comprende (o comprende parcialmente) el porqué de las técnicas
que aplica (Godino, 2012).

Las expresiones del tipo, (X) es competente para realizar la tarea T , indican que el
sujeto (X) domina o es capaz de aplicar correctamente la técnica ¢t que resuelve o
permite hacer bien la tarea T . En esas circunstancias, se dice que el sujeto tiene una
capacidad o competencia especifica, o también que: conoce cdmo hacer la tarea. En
cambio, la expresion (X) comprende la técnica t que permite realizar la tarea T, se
aplica si (X) conoce porqué dicha técnica es adecuada, su ambito de validez y las
relaciones con otras técnicas.

La competencia matematica, se entiende en el sentido restringido, como la capacidad
para realizar adecuadamente tareas matematicas especificas y se complementa con
la comprensién matematica de las técnicas necesarias para realizar las tareas y las
relaciones entre los diversos contenidos y procesos matematicos puestos en juego.
En el EOS, se considera que la competencia y la comprension en matematicas son
nociones cognitivas complementarias cuyo logro implica un proceso de crecimiento
progresivo que debe tener en cuenta las diversas facetas del conocimiento matematico
y sus relaciones con el mundo empirico. Es necesaria una dialéctica competencia-
comprension, teniendo en cuenta que es imprescindible tener disponible cierta
practica instrumental (adquirida en contextos significativos que involucra la
comprension de la misma) para avanzar hacia otras problematicas de comprension
mas complejas (Barallobres, 2001).

El reconocimiento de la complejidad del conocimiento matematico lleva a reconocer
una complejidad para el logro de la competencia y comprensiéon matematica, las
cuales no pueden ser concebidas como estados dicotomicos, esto es, se tiene o
no competencia, se comprende o no se comprende un contenido matematico. Se
trata mas bien de procesos en progresivo crecimiento y mejora, que ademas, deben
ser valorados relativamente a los contextos institucionales correspondientes. El
problema del logro del binomio (competencia, comprension) esta, por consiguiente,
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intimamente ligado a como se concibe el propio conocimiento matematico. Los
términos y expresiones matematicas denotan entidades abstractas (no ostensivas,
generalizaciones) cuya naturaleza y origen se tienen que explicitar para poder
elaborar un modelo ttil y efectivo sobre qué se entiende por la comprension de tales
objetos (Godino, 2012).

1.7.3.8. La complejidad de los objetos matematicos

Lo que en los planteamientos filosoficos de tipo platonista o empirista se consideraba
como objeto matemadtico, con una existencia independiente de las personas, en
el EOS, se explica como un objeto virtual o ficticio que emerge de las diferentes
maneras de ver, hablar, operar; esto es, el objeto es el contenido al que se refiere o
indica globalmente, explicitamente o implicitamente el par (Practicas matematicas,
configuracion epistémica que las activa). Este objeto virtual primero, considera la
referencia global de una configuracién epistémica y después, el conjunto de varias
configuraciones epistémicas (Godino, 2002).

Font, Godino & Gallardo (2013) consideran que el proceso por el cual emergen
los objetos matematicos a partir de las practicas es complejo y se deben distinguir,
al menos dos niveles. En el primer nivel, emergen representaciones, definiciones,
proposiciones, problemas y argumentos (objetos primarios) que se organizan
en configuraciones epistémicas que permiten realizar practicas matematicas en
diferentes contextos. En el segundo nivel, emerge una referencia global asociada a una
o varias configuraciones epistémicas. La emergencia de este objeto virtual o ficticio
se explica por la combinacion de efectos de las diferentes dualidades consideradas
para cada objeto.

En el EOS se considera que los objetos primarios matematicos que intervienen en
las practicas matematicas, segun el juego del lenguaje en el que participan segun
Wittgenstein (1987) pueden ser considerados desde diferentes maneras de estar
participando; estas formas se agrupan en las siguientes facetas o dimensiones
duales: unitaria/sistémica; expresion/ contenido; ostensivo/no ostensivo; personal/
institucional; extensivo-intensivo (ver, figura 1.1)

1.7.3.9. Fenomenologia

La realizacion de un analisis didactico, establece unos organizadores del curriculo
dentro delos que se encuentra el estudio de los errores y dificultades de los estudiantes
detectados en el aprendizaje de las matematicas que se presentan para cada topico,
asi como los problemas y obstaculos de aprendizaje que se detectan o se plantean
para cada concepto. Se encuentran el analisis de las representaciones utilizadas
para cada sistema conceptual, junto con algunas modelizaciones usuales de los
correspondientes conceptos; y el estudio de la fenomenologia de los conocimientos
implicados, asi como las aplicaciones practicas de cada bloque de contenidos. Se
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analiza el estudio de la diversidad de materiales de tipo manipulativo y los recursos
que pueden emplearse en la ensefianza de cada topico y finalmente, la evolucion
historica de cada campo e incluso de cada concepto.

Estas cinco perspectivas junto con los propios contenidos, no determinan todas
las posibilidades para reflexionar sobre cada una de las unidades de un curriculo
de matematicas desde un planteamiento didactico. Este andlisis hace parte del
trabajo del profesor en el proceso de planificacion de sus unidades o temas para
el proceso de instruccion. El desarrollo de los componentes del andlisis didactico
activa una serie de conocimientos que en conjunto se denomina: El conocimiento
didactico del profesor. Este conocimiento esta compuesto de herramientas tedricas,
denominadaslos organizadores del curriculo; estos organizadores corresponden a los
conocimientos que le permiten al profesor articular el disefio, desarrollo y evaluacion
delas unidades del curriculo (Segovia & Rico, 2001. p. 102) y se consideran elementos
tedricos y metodoldgicos, mediadores, articuladores del analisis didactico y de los
sistemas de conocimiento que fundamentan los significados de los conocimientos
matematicos (Bedoya, 2002, p. 55).

El andlisis didactico tiene como objetivo facilitar la practica del profesor de
matematicas, de una manera sistematica y profunda, tomando en consideracion
el maximo de dimensiones que influyen en su actuacién, mediante cuatro tipos de
analisis parciales: analisis de contenido, cognitivo, de instruccién y de actuacion
(Gémez, 2007). Se ha mencionado a la Fenomenologia, las representaciones, el
pensamiento matematico avanzado, las dificultades, obstdculos y errores de los
estudiantes como organizadores del curriculo (Rico, 1997).

El término fenomenologia (Freudenthal, 1983) no hace referencia al sentido
dado por Husserl, Hegel o Heidegger. El noumenon se refiere a lo que es pensado
mediante la razén o lo inteligible y phainomeno también de origen griego significa
lo que parece. Los fendmenos se consideran que son las apariencias o lo que se nos
parece de las cosas. En la tradicion filosofica realista, el mundo de los noumenos era
el que se calificaba de real. La contraposicién entre fendémeno y noimeno es una
contraposicion entre mundos, el de los fendmenos que es el de la apariencia, de la
experiencia y el noumenon que es lo sensible, lo inteligible.

Identificar los conceptos matematicos con noumenon, los sitta fuera del campo de
nuestra experiencia y esto contradice las ideas de Freudenthal al presentar el concepto
matematico como medio de organizacion de fenémenos, que posteriormente, pasaran
a formar parte de otro campo de fendmenos que son organizados por un nuevo
concepto matematico, asi, los conceptos no caen fuera de la experiencia ni estdn en
un mundo diferente del mundo de los fendmenos que organiza: los fenémenos son
objetos de la experiencia matematica y se establecen las cadenas (fenémenos, medio
de organizaciéon 1), (medios de organizaciéon 1, medios de organizacion 2) y esta
cadena continda.
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Hacer fenomenologia es describir cada una de estas series o pares, es decir, es
determinar cudles son los fenomenos para los cuales el concepto es un medio de
organizacion, teniendo en cuenta que la actividad matematica no permanece en
el nivel inferior (fenémeno, medio de organizacion); el proceso de creaciéon de los
objetos matematicos es un proceso por medio del cual los medios de organizacion se
convierten en objetos que aparecen en el campo de los fenémenos. Asi, los objetos
matematicos se incorporan a nuestra experiencia y entran como fenémenos en
una nueva relaciéon fenomenos/medios de organizacion en la que se crean nuevos
conceptos matematicos y este proceso continua reiterativamente (Puig, 2001).

Se define la fenomenologia como el método de analisis de los contenidos matematicos
y el analisis fenomenoldgico del concepto u objeto matematico; corresponde a la
descripcion del objeto matematico. El analisis fenomenolégico se hace con una
intencion didactica; ya que, es un analisis previo a todo disefio o desarrollo curricular
y se entiende en este contexto como un componente del analisis didactico (Rico,
1997, p. 61), que tiene el objetivo de servir de base para organizar la ensefianza
de las matematicas y no pretende elaborar una explicaciéon de la naturaleza de las
matematicas (Freudenthal, 1983).

La fenomenologia de un concepto matematico, de una estructura o de una idea
matematica, significa describir el noumenon (conceptos) en su relaciéon con los
phainomenon para los cuales es el medio de organizacion, indicando los fenémenos
para cuya organizacion fue creado y a los cuales puede ser extendido, de qué
manera actua sobre ellos como medio de organizaciéon y que poder nos da sobre
esos fenomenos. En la fenomenologia didactica se analiza el elemento didactico en
la relaciéon entre noumeno y phainomenon, esto es, como se adquiere la relacion
concepto, fenémenos en el proceso de ensenanza y aprendizaje: se tiene una
fenomenologia didactica, donde intervienen los fenémenos presentes en el mundo
de los alumnos y los que se proponen en las secuencias de ensefianza, se trata asi, de
los fenémenos que estan organizados por el concepto en las matematicas tomadas
en el momento actual.

Si se analiza como se adquiere la relacién concepto, fenémenos en la historia, se
tiene una fenomenologia histdrica, es decir, se analizan los fenomenos para cuya
organizacion se cre6 el concepto en cuestion y como se extiende a otros fenémenos. El
orden paralosanalisis fenomenoldgicos, correspondeainiciar con unafenomenologia
pura, es decir, con el conocimiento de las matematicas y sus aplicaciones. Se completa
con la fenomenologia histoérica y se continta con la fenomenologia didactica, para
lo cual se necesita conocer el proceso de ensefianza y aprendizaje y finalmente, se
realiza la fenomenologia genética, en cuanto al crecimiento cognitivo de los alumnos
(Freudenthal, 1983).

Una de las tareas de la fenomenologia es indagar, analizando los conceptos
matematicos, sobre cudles son los fendémenos que organizan los conceptos
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matematicos. Asi, en el estudio de las configuraciones epistémicas que corresponde
a la identificacién de los diferentes significados de un objeto matematico, se realiza
este estudio fenomenoldgico al determinar las situaciones - problemas, de donde
emergen estos significados parciales del objeto matematico y se incluye asi, la
fenomenologia dentro de las herramientas del EOS.

1.7.3.10. El Algebra moderna y la Fenomenologia

El Algebra Moderna organiza fendmenos que tienen que ver con las propiedades
estructurales de conjuntos de objetos arbitrarios en los que hay definidas
operaciones. Esas propiedades y esos objetos provienen de la objetivacién de medios
de organizacion de otros fendmenos de nivel mas bajo y son el producto de una larga
historia con sucesivos ascensos de nivel.

Una manera de recorrer la historia consiste en situarse en el siglo IX, en el momento
en que al-Khwarizmi escribe el Libro conciso de al-jabr y al-mugqabala y se toma
este acontecimiento como el nacimiento del “algebra” en tanto disciplina claramente
identificada entre las matematicas. Lo que hace al-Khwarizmi, que lo separa de todos
los trabajos que desde el suyo se veran como algebra, es comenzar estableciendo todos
los tipos de niimeros que son necesarios para los calculos: tesoros, raices y simples
numeros o dirhams, en su terminologia, a continuacién todas las combinaciones
posibles de esos tipos, seis tipos: tesoros mas raices igual a nimeros, etc. y luego, un
algoritmo para resolver cada uno de los tipos; hallar su tesoro o su raiz. Cada uno
de los tipos es una forma canonica a la que se puede reducir cualquier problema por
intermedio de su traduccidn en términos de cosas, tesoros, raices y dirhams. Lo que es
nuevo en al-Khwarizmi no son los métodos de resolucion, sino el establecimiento de
un conjunto completo de formas canénicas, todas ellas resolubles y la organizacion
posterior de la aplicacion a los problemas cuyas soluciones se organizan por esas
formas canonicas (Puig, 1997).

El siguiente salto de nivel lo dio Galois, al dejar de buscar nuevas soluciones para
estudiar las condiciones de resolubilidad de las ecuaciones; el resto de la historia
hasta el dlgebra moderna actual puede verse como sucesivos saltos de nivel por
objetivacion de los medios de organizacion de fendmenos del nivel anterior.

Las estructuras Matematicas y la Fenomenologia

Una estructura multiplicativa en un conjunto de cuatro elementos {e, a, b, c} se puede
representar por una tabla de multiplicar para ser leida en la forma habitual. Este es
el llamado “grupo V-4 de Klein”. Sin embargo, no es usual definir estructuras tan
explicitamente (tabla); muy a menudo se hace implicitamente, es decir, se introduce
un conjunto con ciertas relaciones en ¢l y se necesitan esas relaciones para observar
ciertos postulados.
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Tabla 1.1: Grupo V-4 de Klein

Freudenthal (1983) define el anterior grupo, como un conjunto G con la relacién
ab = ¢y coloca como postulados:

Asociatividad: (ab)c = a(bc)
Un elemento identidad, e tal que ea = ae = a
Para cada elemento un inverso, a™', tal que,aa' =a'la=e

Ademas, establece que esto no define un solo grupo, sino mas bien el concepto de
grupo, lo que se puede ejemplificarse por muchos (finitos o infinitos) modelos y para
cada par de grupos se podria preguntar si ellos son isomorfos, es decir, si muestran
la misma estructura.

1.7.4. La nocion de significado de Frege

Frege (1998a; 1998b; 1998c¢) introduce la idea de triangulo semdntico para abordar
el significado de un término (ver, tabla 1.2). Al igual que la referencia de un nombre
propio es el objeto que designa; un término conceptual se refiere a un concepto.
En la nocién de Frege para significado de un término conceptual, en el triangulo
semantico viene dado por el signo o término con el que se expresa, por su referencia
o concepto propiamente tal, y por su sentido o modo en que vienen dados los objetos
(ver, tablas 1.2y 1.3).

Tabla 1.2: Triangulo semantico (término) de Frege

Sentido

Expresa Determina

Designa

Signo(término) > Referencia

El tridngulo semantico propuesto por Frege (Gomez, s.f.) identifica los elementos
constitutivos del significado de un término conceptual desde una perspectiva
estrictamente logica y formal. Dado que el interés por el significado de los conceptos
matematicos se centra en el ambito de la matematica, se adaptan las ideas de Frege
para considerar un sistema de relaciones amplio. Se interpretan las ideas de Frege,
al enfatizar en el hecho de que los sentidos con los que se usa el término conceptual
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matematico implican, por un lado, los modos en los que establecen relaciones con
otros términos conceptuales matematicos y por el otro, las diferentes formas en las
que el término conceptual y estas relaciones se pueden representar.

Tabla 1.3: Tridngulo semantico (concepto) de Frege

Sentido

— T

>

Signo(término) Referencia-Concepto

Se adopta asi, un punto de vista funcional, por el cual el sentido con el que se usa
un término conceptual matematico también incluye los fenomenos que sustenta
el concepto. En la matematica escolar, los fendmenos se presentan mediante un
contexto o situaciéon en que el concepto toma sentido, o también, mediante un
problema que se aborda y da sentido al concepto. Se aborda asi, el significado de un
concepto matematico atendiendo a tres dimensiones que se denominan: la estructura
conceptual, los sistemas de representacion y la fenomenologia :

En la estructura conceptual es donde se incluyen las relaciones del concepto con
otros conceptos atendiendo tanto a la estructura matematica de la que el concepto
forma parte, como a la estructura matematica que dicho concepto configura.

En los sistemas de representacion es donde se incluyen las diferentes maneras en
las que se puede representar el concepto y sus relaciones con otros conceptos. En la
fenomenologia, es donde se incluyen aquellos fenémenos (contextos, situaciones o
problemas) que pueden dar sentido al concepto.

Estas tres dimensiones del significado de un concepto en la matematica se ponen
en evidencia y organizan una de las cuestiones centrales de la problematica de la
planificacion de la clase: la multiplicidad de significados de un concepto en las
matematicas escolares. Esta multiplicidad de significados implica que, para efectos
de planificar una hora de clase o unidad didactica, es deseable que el profesor
conozca las tres dimensiones que caracterizan el significado de un concepto en la
matematica escolar y sea capaz de adquirir la informacién necesaria que le permita
identificar dichos significados y organizar esta informacion de tal forma que sea util
para la planificacion; ademas, de seleccionar a partir de esta informacion, aquellos
significados que él considera relevantes para la instruccién y utilizar la informacion
que surge de los diversos significados del concepto para el disefio de unidades
didécticas.

En la siguiente seccidn, se contintia con el andlisis de las herramientas tedricas
y metodoldgicas del EOS, relacionadas con el andlisis del modelo CDM, del
conocimiento didactico-matematico del profesor: primero se presenta un analisis
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a los modelos que integran el modelo CDM vy luego el analisis de las componentes
del CDM.

1.7.5. Modelos para el estudio del Conocimiento del Profesor

La Didactica estudia los procesos de ensefianza y aprendizaje donde interviene
un contenido, estudiantes, profesor y unos medios tecnoldgicos. Estos procesos
se realizan en una institucion educativa que condiciona y hace posible el proceso
educativo; asi, el estudio se relaciona con sistemas heterogéneos y complejos que
necesitan de modelos tedricos especificos para cada uno de sus componentes:
componentes que interactiian entre si, para lo cual se hace necesario identificar y
tener en cuenta las facetas que intervienen en estas interacciones. En este sentido,
se detalla en esta seccion el modelo del CDM: modelo para el cual se definen facetas
o componentes del Conocimiento del Profesor, para una ensefianza idonea de las
matematicas (Godino, 2009).

El término “Conocimiento del Profesor” en la investigacion didactica, corresponde
a la integracion cognitiva del conocimiento cientifico y conocimiento practico,
procedentes de los diferentes dominios cientificos y practicos. Este término tomd
fuerza con los estudios sobre el Pensamiento del Profesor, cuyos supuestos basicos
eran: el profesor es un sujeto reflexivo, racional, que toma decisiones, emite
juicios, tiene creencias y genera rutinas propias de su desarrollo profesional y los
pensamientos del profesor influyen sustancialmente en su conducta e incluso la
determinan. Estos supuestos, dieron paso a una preocupacion por el conocimiento
del profesor (Pino-Fan, 2013).

Para el término “conocimiento” no se encuentra una definicion en la literatura; lo
que se observa es una aproximacion extensional; es decir, se intentan especificar los
componentes de dicho conocimiento, como lo proponen Ball y colaboradores. Asi,
la mayoria de las investigaciones sobre el conocimiento del profesor de matematicas,
consideran que esta formado por los siguientes componentes (Llinares, 1997):

e Conocimiento de matematica (conceptos, procesos) y sobre la matematica
(concepcio-nes sobre la naturaleza de la matematica escolar).

e Conocimiento del curriculo matematico.

e Conocimiento sobre las cogniciones de los aprendices: caracteristicas del
aprendizajede las nociones matematicas especificas, dificultades, errores y
obstaculos.

e Conocimiento pedagégico especifico de la matematica: de representaciones
instruccionales, andlisis de tareas, etc.
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* Conocimiento sobre la ensefianza: planificacion, rutinas, interaccion, organizacion
dela ensefianza, evaluacion.

Los modelos del conocimiento matematico para la ensefianza, elaborados desde las
investigaciones en educacion matematica, incluyen categorias demasiado globales y
disjuntas: el modelo de Ball y colaboradores (Hill, Ball & Schilling, 2008) denominado
Mathematical Knowledge for Teaching - MKT (ver, tabla 1.4) supone avances en la
caracterizacion de los componentes del conocimiento que debe tener un profesor
para enseflar matematicas. Pero quedan cuestiones por responder: ;como determinar
el conocimiento matematico para la ensefianza de los profesores con modelos que
incluyen categorias demasiado globales? (Godino, 2009). Especificamente, ;de qué
forma o bajo qué criterios se puede evaluar o medir el MKT?;cémo se puede ensefiar
a los profesores a adquirir o desarrollar los diferentes componentes del MKT?

El conocimiento matematico para la ensefianza MKT, es un concepto importante
enla comunidad de investigacion en formacion de profesores; sin embargo, hay una
comprension limitada, de como se puede reconocer y como se puede desarrollar
en la mente de los profesores (Silverman & Thomson, 2008). Ademas, se observa
que existe una desvinculacion aparente entre los componentes del conocimiento
del contenido (conocimiento comun, especializado y en el horizonte matematico)
y el conocimiento pedagégico del contenido (conocimiento del contenido y
la ensefianza, conocimiento del contenido y los estudiantes y conocimiento
curricular) (Godino, 2009).

Este modelo del Conocimiento Matematico parala Ensefianza-MKT (Ball et at., 20005
2005; 2008) se basa en las componentes del conocimiento profesional propuesto por
Shulman y se distinguen dos categorias: Conocimiento del contenido y Conocimiento
didactico del contenido. Cada una de estas categorias presenta una subdivision. El
Conocimiento del contenido, tiene las subcategorias: a) Conocimiento comun del
contenido-CCK, que corresponde al conocimiento matematico y habilidades que
se emplean en situaciones que no son exclusivas de la enseflanza (Ball, Thames &
Phelps, 2008), e incluye el conocimiento que el profesor pone en juego para resolver
problemas matematicos, operar correctamente y aplicar definicionesy propiedades; b)
El Conocimiento especializado del contenido- SCK, hace referencia al conocimiento
matematico y la habilidad exclusiva para la ensefianza (Ball et al., 2008, p. 400-
401) (ver, tabla 1.4.). El profesor para desarrollar las tareas de ensefianza, requiere
de un conocimiento que le permita participar en tal actividad, incluyendo poder
representar las ideas de manera clara a los estudiantes, proporcionar explicaciones
matematicas precisas y adecuadas, examinar o comprender métodos excepcionales
de resolucién de problemas, entre otras actividades (Ball et al., 2005).

Finalmente, ¢) El Conocimiento en el horizonte matemadtico-HCH, se define
como el conocimiento que tiene el docente de como estan relacionados los topicos
matematicos incluidos en el curriculo (Ball et al.,, 2008). Se considera como el
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conocimiento sobre las relaciones entre los diferentes temas matematicos y la forma
en que el aprendizaje de los temas evoluciona en los diferentes niveles escolares.
Puede entenderse como aquellas relaciones que enlazan los conocimientos previos y
los futuros, permitiendo estudiar propiedades de un concepto o procedimientos en
situaciones nuevas o mas complejas (Martinez, Giné, Figueiras & Deulofeu, 2011).

Continuando conla segunda componente: el Conocimiento Didactico del Contenido:
se describe como la composicion de tres subdominios del conocimiento (Ball et al.,
2008; Hill et al., 2008): a) El conocimiento del contenido y los estudiantes-KCS, que
se refiere al conocimiento del contenido que se entrelaza con el conocimiento de
cémo los estudiantes piensan, saben o aprenden un contenido particular (Hill et al.,
2008); es el conocimiento que se utiliza en las tareas de enseflanza e implica atender
a un contenido especifico y aspectos particulares de los alumnos; ademas, incluye
el conocimiento de los errores comunes y las dificultades mas habituales de los
estudiantes; b) El Conocimiento del contenido y la ensefianza-KCT, se relaciona con
el conocimiento y combina: el conocimiento sobre la ensefianza con el matematico
(Balletal.,2008) e incluye, saber construir a partir del razonamiento de los estudiantes
y de las estrategias utilizadas por ellos, procesos pertinentes para tratar y corregir
sus errores y concepciones erroneas y ¢) El Conocimiento del curriculo-KCC, se
relaciona con el conocimiento de los objetivos, contenidos, fines, orientaciones
curriculares, materiales y recursos disponibles para la ensefianza y le permiten al
profesor guiar su practica y seleccionar las tareas adecuadas para el aprendizaje de
sus estudiantes (ver, tabla 1.4).

Tabla 1.4: Conocimiento matematico para la ensefianza - MKT (Hill, Ball & Schilling,
2008)

Mathematical knowledge for teaching
Subject Matter Knowledge Pedagogical Content Knowledge
Common Content Knowledge-CCK Knowledge of Content and Students-KCS
Knowledge at the mathematical horizon-SCK Knowledge of Content and Teaching-SKT
Specialized Content Knowledge-SCK Knowledge of Curriculum

El modelo del CDM, se define en el EOS y hace referencia a la fusién de los modelos
MKT y PCK: El CDM del profesor se compone de la trama de relaciones que se
establecen entre los distintos objetos matematicos primarios y los procesos de
significacion, que se ponen en juego en las practicas operativas y discursivas, realizadas
con el fin de resolver un determinado campo de situaciones-problemas matematicos,
para implementar procesos de instruccion eficaces que faciliten el aprendizaje de
los estudiantes (Pino-Fan, Godino & Font, 2010, p. 209). Esta forma de entender el
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CDM, bajo el enfoque EOS verifica el hecho de poder formular preguntas como ;qué
debe conocer un profesor para que la ensefianza del objeto Grupo, tenga la mayor
idoneidad didactica posible? o bien preguntas relacionadas con competencias tales
como ;qué competencias debe desarrollar un profesor para que la ensefianza de un
determinado contenido matematico, tenga la mayor idoneidad didactica posible?
Preguntas a las cuales se pretende dar respuesta con el desarrollo de la presente tesis
doctoral.

En el modelo del conocimiento CDM, se distinguen seis categorias o facetas:
epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional y ecoldgica. En cada faceta se distinguen
componentes y herramientas para su analisis (ver, figura 1.4y 1.6) Cada una de estas
facetas se encuentra involucrada en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los
topicos especificos de la matematica (Godino, 2009):

La Faceta Epistémica de un proceso de estudio, hace referencia a los significados
institucionales puestos en juego (implementados) en cada una de las fases de dicho
proceso (preliminar, disefio, implementacion y evaluacion.) Estos significados son
interpretados en términos de los sistemas de practicas y configuraciones de objetos
y procesos.

La Faceta Cognitiva, que hace referencia a los conocimientos personales de los
estudiantes y a la progresion de los aprendizajes (desarrollo de los significados
personales).

La Faceta Afectiva, tiene en cuenta los estados afectivos (actitudes, emociones,
creencias, valores) de cada alumno con relacién a los objetos matematicos y al
proceso de estudio seguido.

En la Faceta Mediacional, se analizan los recursos tecnoldgicos y la asignacion del
tiempo a las distintas acciones y procesos.

La Faceta Interaccional, tiene en cuenta los patrones de interaccion entre el profesor y
los estudiantes y su secuenciacion orientada a la fijacién y negociacion de significados.

La Faceta Ecologica, se refiere al sistema de relaciones con el entorno social, politico,
econdmico que soporta y condiciona el proceso de estudio (Godino, 2009).

Se hace énfasis en la Faceta epistémica del CDM: ella se relaciona con el conocimiento
que tiene o debe tener el profesor sobre el contenido matematico como objeto
institucional cuya ensefianza se planifica, implementa o evaltia. La primera referencia
a esta faceta, se analizo en relacion con el proceso de instruccidn; se retoma
en el modelo del CDM vy se propone una division en tres categorias globales del
conocimiento sobre el contenido matematico; categorias que son similares a las del
modelo MKT pero que se reestructuraron en este enfoque y corresponden a (Pino-
Fan et al., 2013):
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e Conocimiento comun del contenido
e Conocimiento ampliado del contenido
¢ Conocimiento especializado del contenido

La categoria del Conocimiento especializado, se subdivide en: conocimiento del
contenido especializado; conocimiento del contenido en relacién con los estudiantes;
conocimiento del contenido en relacién con la ensefianza y conocimiento del
contenido en relacion con el curriculo y el contexto en el que se desarrolla la practica
de ensenanza y aprendizaje. Se introduce este modelo y la tabla 1.5, que reestructura
el modelo MKT con el fin de describir la relacion e interaccion entre cada una de las
facetas o dimensiones incluidas en este modelo; ademas, se establecen pautas para la
creacion de otros items que permitan evaluar y analizar cada una de las facetas del
CDM. Con la divisién del conocimiento especializado, se logré un avance respecto
al modelo inicial del CDM, propuesto por Godino (2009), primero, porque atiende
a la relatividad de los topicos matematicos y ademds, en cuanto a la exploracion y
descripcién de la faceta epistémica del CDM en los aspectos tedricos que se tenian
como base, unidos a los aspectos empiricos de los analisis de investigaciones (Pino-
Fan, 2013; Vazquez, 2014).

El conocimiento especializado del contenido comprende el conocimiento y las
habilidades matematicas tnicas para la ensenanza (Ball, Thames & Phelps, 2008, p.
400). Este conocimiento incluye: Cémo representar con precision ideas matematicas,
proporcionar explicaciones matematicas de reglas y procedimientos comunes y
examinar y comprender los métodos poco usuales para la resolucion de problemas
(Hill, Ball & Schilling, 2008, p. 377-378); sin embargo, surge la pregunta sobre ;qué
criterios especificos permiten analizar y potenciar dicho conocimiento especializado?
(ver, tabla 1.5).

Se redefine este Conocimiento Especializado del modelo del CDM vy se proponen
dos niveles para el conocimiento especializado. Un primer nivel, en el que los
futuros profesores utilizan diversas representaciones, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos, asi como el uso de los diversos significados del objeto
matematico, para resolver las tareas pertinentes. El segundo nivel, se refiere a la
competencia de los futuros profesores para identificar conocimientos (elementos
lingiiisticos, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) puestos en
juego en la resolucién de una tarea (Pino-Fan, 2013); con estas caracteristicas, es
claro que el conocimiento especializado implica conocimiento comun y parte del
conocimiento ampliado.

Dadas las caracteristicas de estos dos niveles del conocimiento especializado en el
modelo MKT, este se encuentra intimamente vinculado, dentro del modelo CDM,
con las otras facetas del conocimiento de los profesores. Por un lado, el nivel uno de
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aplicacion, se relaciona con las facetas interaccional y mediacional (Knowledge of
content and teaching), puesto que un buen dominio de este nivel del conocimiento
especializado sobre un topico especifico, proporcionara al profesor los medios para
un desempeno idéneo en su practica de ensefianza futura. Por su parte, el nivel dos
de identificacion, se vincula con las facetas cognitiva y afectiva (knowledge of content
and students), puesto que faculta al profesor para detectar de manera previa, durante
y posterior a la implementacién de una actividad de ensefianza, conocimientos
matematicos involucrados, significados de los objetos matematicos, asi como
conflictos y errores de los alumnos, gestionando asi, los aprendizajes de éstos de una
manera mas eficaz. Se concluye entonces, que el modelo del Conocimiento Didactico-
Matematico (CDM) propone una reestructuracion de los componentes del modelo
Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) y una vinculacién e interaccién entre
las dimensiones del CDM (ver, figura 1.6).

Mathematical knowledge for Tesching

(MKT)

Compuesto de

L] [
Cenocimiento comin Conocimiento Ampliado
(CCK) (ECK)
Incluidas en

Canocimiento Especializado
(S5CK)

Se analiza con

content knowledge

Es interpretado como

= ey |
Faceta Epistémica
| ————

Se requiere para

Knowledge content and  teachi Knowledge content of curriculum
(KCT) (KC)

Es interpretado como

SCK

Knowledge content and Student
(KCS)

Es interpretado como

Es interpretado como

| Faceta cognitiva H Faceta afectiva |!r"[ Faceta interaccional r"’l Faceta Mediacional |“—"| Faceta Ecoldgica |

Figura 1.6: Relacion entre los modelos: MKT y CDM (Pino-Fan, 2013)

Los Niveles de analisis en el EOS, para cada una de las facetas permiten el andlisis del
CDM del profesor, de acuerdo con el tipo de informacién requerida para la toma de
decisiones instruccionales. Estos niveles corresponden a:

Nivel 1. Practicas matematicas y didacticas (operativas, discursivas y normativas.) Se
considera como practica matematica a toda actuacion o expresion (verbal, grafica)
realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas (Godino
& Batanero, 1994). La aplicacion de este nivel corresponde a la descripcién de la
secuencia de las practicas matematicas en la solucién de un problema. El EOS,
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asume una concepciéon pragmatista - antropoldgica de las matematicas, tanto
desde el punto de vista institucional (sociocultural) como personal (psicolégico).
La actividad de resolucion de problemas se adopta en este enfoque como elemento
central en la construccién del conocimiento matematico. Estos sistemas permiten
describir las acciones realizadas para resolver las tareas matematicas propuestas para
contextualizar los contenidos y promover el aprendizaje. También, se describen las
lineas generales de actuacion del docente y discentes (Godino, 2009).

Nivel 2. Configuraciones de objetos y procesos matematicos emergentes e inter-
vinientes enlas practicas matematicas enlos diversos contextos de suuso. Corresponde
al segundo nivel de anilisis. Este nivel permite describir la complejidad de las
practicas matematicas tomando en consideracion la diversidad de objetos y procesos
y sus tipologias (Font, Planas & Godino, 2010). Se asume una nocion interaccionista
de objeto y pragmatista del significado, que articula de manera coherente la
concepcidon antropoldgica (Wittgenstein) con posiciones realistas (no platénicas)
de las matematicas. Los diversos medios de expresion (lenguajes) desempefian el
doble papel de instrumentos de trabajo matematicos y de representacion de los
restantes objetos matematicos. Permite describir los objetos y procesos matematicos
que intervienen en la realizacion de las practicas, asi como los que emergen de ellas
(situaciones, lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos). La
finalidad de este nivel es describir la complejidad de los objetos y significados de las
practicas matematicas y didacticas como factor explicativo de los conflictos en su
realizacion y de la progresion del aprendizaje: también, permite la reconstruccion del
significado global de referencia de un objeto matematico mediante la identificacion
de los significados parciales del objeto matematico (Font et al., 2010)

Nivel 3. Normas y metanormas. En este nivel se identifican las reglas, habitos, normas
que condicionan y hacen posible un proceso de estudio y que afectan a cada faceta'y
sus interacciones (Godino, 2009).

Nivel 4. Idoneidad. En este nivel, se identifican las potenciales mejoras para el
proceso, que puedan incrementar la idoneidad didactica (Godino, 2009).

En la figura 1.1. se resumen las categorias de objetos y procesos, introducidos en el
EOS que permiten realizar los andlisis pormenorizados de la actividad matematica
y por tanto, de los conocimientos que intervienen en una enseflanza idonea de las
matematicas. Este tipo de andlisis realizado por los propios profesores, representa una
de las competencias cuyo logro es deseable alcanzar (Godino, Rivas & Castro, 2008),
ya que, permite profundizar en el Conocimiento del Contenido Matematico para la
Ensenanza (Conocimiento Especializado y en el Horizonte Matemitico, segtin Ball
y colaboradores) (ver, tabla 1.5 y figura 1.6.). El modelo del CDM (Godino, 2009)
propuesto desde el enfoque EOS, ademas de las facetas y niveles de andlisis que refieren
a categorias de analisis mds finas de los conocimientos didacticos y matematicos del
profesor, propone una serie de pautas para la formulacién de consignas (items de
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evaluacion) que permiten evaluar este CDM de los profesores. Asi, en el modelo
se propone que la faceta epistémica del CDM, incluye y refina el Conocimiento del
Contenido: Conocimiento Comun, Especializado y en el Horizonte Matematico. La
propuesta que se tiene se presenta en la tabla 1.5. (Godino, 2009, p. 25).

Tabla 1.5: Conocimiento comun, especializado y ampliado del contenido matematico

FACETA EPISTEMICA CONSIGNAS

Conocimiento Comin: Resuelve la tarea

Conocimiento especializado: Elabora la configuracién de objetos y procesos puestos
en juego en las soluciones plausibles de la tarea y otras
relacionadas:
Tipos de problemas:

Identifica las variables de las tareas, generaliza (particulariza)
el enunciado.

Lenguajes:
Resuelve las tareas usando diferentes representaciones.
Procedimientos:

Resuelve las tareas usando diferentes procedimientos
(intuitivos, formales).

Conceptos-Propiedades:

Identifica los conceptos y propiedades puestos en juego en las
soluciones.

Argumentos:

Explica y justifica las soluciones.

Conocimiento ampliado: Conexiones:

Identifica posibles generalizaciones de la tarea y conexiones
con otros temas mas avanzados.

Se describir en el siguiente apartado, siguiendo un orden de desarrollo l6gico en el
desarrollo del texto, la metodologia, para el desarrollo de cada una de las fases de la
investigacion centrada en la evaluacion del CDM del futuro profesor universitario
para la ensefianza del objeto Grupo.

1.8. Metodologia

El presente estudio tiene un enfoque mixto a nivel exploratorio y de caracter
descriptivo. En las tres etapas de la investigacion se analizé la variable cualitativa:
configuracion epistémica activada en las prdcticas matemdticas y la variable
cuantitativa: grado de correccion de los items, esta variable se analiza en la tercera fase
de la investigacion (ver, Tabla 1.6), donde ademas, se utilizan técnicas estadisticas
para el analisis de la variable cuantitativa (tercera fase) y técnicas en investigacion
cualitativa (todas las fases) para determinar el tipo de configuracion epistémica
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activada en las diferentes practicas realizadas por los estudiantes de formacion
matematica, cuando responden el cuestionario disefiado con el objetivo de evaluar
aspectos del conocimiento comun y del conocimiento ampliado, como bases para
la potenciaciéon de un conocimiento especializado necesario para la labor en el
desempeno del futuro profesor universitario y sobre el objeto de investigacion.

Este enfoque metodoldgico corresponde a un enfoque de tipo mixto, al tener
presente que la investigacién mixta implica la mezcla de factores cuantitativos y
métodos cualitativos o caracteristicas de este paradigma (Onwuegbuzie & Johnson,
2004; Tashakkori & Teddlie, 1998, 2003) y de acuerdo con el principio fundamental
de la investigaciéon mixta, ella implica la combinacién de métodos cuantitativos y
cualitativos, los enfoques y conceptos que tienen fortalezas complementarias y
debilidades que no se superponen (Brewer & Hunter, 1989; Johnson & Turner, 2003).

1.8.1. Componentes y fases de la investigacion

Se detallan a continuacion, los componentes y las fases de la investigacion (ver, Tabla
1.6): La primera fase, corresponde al desarrollo del estudio: E1. Estudio histérico,
epistemoldgico y fenomenoldgico del objeto Grupo; esta fase se desarrolla bajo
un enfoque cualitativo, con un alcance descriptivo que permite determinar los
significados parciales del objeto Grupo, buscando el porqué de ciertos fenémenos
(Arias, 1999). A partir del analisis de diversas fuentes (libros de historia de
la matematica, investigaciones), se identifican las diferentes configuraciones
epistémicas y los significados parciales asociados a ellas; la forma como éstas se
encuentran articuladas y la complejidad asociada al objeto Grupo. Esta articulacion
de significados parciales lleva a la emergencia del significado global del objeto de
investigacion.

La segunda fase de la investigacion, corresponde al estudio E2. Analisis semidtico
de textos de Teoria de Grupos, donde se utiliza la técnica del andlisis semidtico de
textos, propuesta en el EOS; en esta fase se buscaba dar respuesta a la pregunta ;los
significados de la nocién Grupo, pretendidos por los libros de texto y los planes
de estudio son representativos del significado global del objeto Grupo? Esta fase
se realiza bajo un enfoque cualitativo de tipo explicativo y descriptivo que permite
dar respuesta a la pregunta planteada donde se analiza la variable cualitativa de
“configuracion epistémica” a través de los objetos matematicos primarios que
la componen. El significado “Global” del objeto matematico, corresponde al
conocimiento que realmente deberian tener los estudiantes de formacién matematica
sobre el objeto matematico y se contrasta con el significado(s) que se propone en los
libros de texto y en los planes de estudio y que dan lugar al conocimiento que se
pretende que adquieran los estudiantes de Formacién Matematica.

La tercera fase de la investigacion corresponde al E3. Disefio e implementacion
de un instrumento para evaluar la faceta epistémica del CDM de los estudiantes
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de Formacion Matematica, en relacién con el objeto Grupo. Esta fase tiene un
enfoque mixto, a nivel exploratorio y en ella se hace uso de las herramientas teéricas
desarrolladas en el EOS. Especificamente, en esta fase se toman las herramientas
tedricas y metodologicas propuestas para el andlisis del modelo del CDM y también,
se hace uso del analisis de las dos fases anteriores de investigacion para llegar al disefio
e implementacion del cuestionario CDM-Grupo. En primer lugar, se inicia con el
disenio de una prueba piloto, la cual permitio llegar a la version final del instrumento,
con el cual se evalian los conocimientos de los estudiantes de Formacion Matematica
en relacion con el objeto de investigacion.

Para el logro de cada uno de los objetivos especificos se plantearon las siguientes
actividades: Primera Fase de la investigacion: actividades para el objetivo especifico 1:

1. Estudio para determinar y describir los objetos primarios (fendmenos-situaciones
problema, lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) que
intervienen en los sistemas de practicas, de los cuales emerge el objeto Grupo:
estudio histérico, fenomenoldgico y epistemologico, que permite identificar los
distintos significados parciales del objeto matematico.

Segunda Fase de la investigacion: actividades para los objetivos especificos: 2, 3 y 4:

2. Reconstruccion del significado global de referencia del objeto grupo, mediante
ladescripcién de los significados parciales obtenidos de la caracterizacion
(practicas, configuraciéon de objetos y procesos activados en dichas précticas)
(objetivo 2).

3. Estudio del tipo de configuraciones epistémico-didacticas que se proponen en
la dupla(libros de texto, planes de estudio) para el objeto matematico grupo,
(objetivo 3 y 4) y estudio de la representatividad del significado pretendido por
los textos y los planes de estudio sobre el objeto de investigacion.

Tercera Fase de la investigacion: actividades para los objetivos especificos 5, 6 y 7:

4. Estudio empirico del Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes de
Formacién Matematica en relacién con con el objeto grupo; se realiza mediante
el disefio e implementacion del cuestionario piloto, recogida de datos y el analisis
de los mismos.

5. Anilisis mediante triangulacion del juicio de expertos junto con los resultados
obtenidos en el punto anterior: en busca de una mejora al cuestionario CDM-
Grupo.

6. Analisis del cuestionario piloto para evaluar la faceta epistémica del
conocimientodiddctico-matematico de los estudiantes de formacién matematica
relacionado con el objeto matematico Grupo.
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7. Caracterizacion de las categorias: Conocimiento Comun del Contenido y
Conocimiento Ampliado del Contenido, de los estudiantes de Formaciéon
Matematica relacionadas con el objeto Grupo, bases del conocimiento
especializado del contenido.

8. Implementacién del cuestionario definitivo a muestras intencionales de
estudiantes deFormacion Matematica; analisis de los resultados y estudio sobre
los conocimientos personales y los conocimientos de referencia.

9. Analisis de las implicaciones del estudio y sus resultados, en cuanto al aporte para
elprograma de formacién inicial de profesores y para el programa de Matematicas.

Tabla 1.6: Fases de la investigacion

FASES DE LA INVESTIGACION

1. ESTUDIO HISTORICO, EPISTEMOLOGI- | 2. ESTUDIO DEL SIGNIFICADO PRETEN-
CO Y FENOMENOLOGICO DEL OBJETO | DIDO PARA EL OBJETOGRUPO, EN LOS
GRUPO: SIGNIFICADO GLOBAL DEL OB- | PROGRAMAS Y LOS LIBROS DE TEXTO

JETO GRUPO

3. EVALUACION DEL CDM DE LOS ESTUDIANTES DE FORMACION MATEMATICA

1.8.2. Poblacion

El estudio se desarrollé en una universidad Colombiana formadora de educadores
(Universidad Pedagégica y Tecnoldgica de Colombia), con los estudiantes de
Licenciatura en Matematicas y estudiantes de Matematicas (estudiantes de formacion
matematica). Para el disefio del instrumento de evaluacion, en primer lugar se aplicé
la prueba piloto a los estudiantes en la asignatura de Teoria de Anillos de los dos
programas. El disefio del cuestionario de evaluacion, fue sometido a la revision de
expertos: Magister en ciencias Matematicas en la linea de Algebra Abstracta, doctores
en lalinea de Algebra y doctores en Didéctica de la matematica en la linea de Algebra
abstracta y el cuestionario final se aplicd a los estudiantes que cursaban igualmente
la asignatura de Teoria de anillos en los dos programas (Matematicas y Licenciatura
en Matematicas). Estos estudiantes, ya habian cursado asignaturas en la linea de
Algebra Abstracta, junto con asignaturas donde se trabajan grupos numéricos y
por tanto, se espera que estos estudiantes posean un conocimiento del contenido
matematico del objeto de investigacion, en las categorias de Conocimiento Comun y
Conocimiento Ampliado, como bases de un conocimiento Especializado, necesario
para la ensefianza del objeto Grupo.

1.8.3. Variables

En la tercera fase de la investigacion relacionada con el disefio del instrumento para
indagar el desarrollo y la potenciaciéon del conocimiento didactico-matematico
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relacionado con el objeto Grupo de los estudiantes de formacion matemdtica, se
considera la variable cuantitativa: grado de correccion de los items, para el analisis
del cuestionario y la variable cualitativa que corresponde al tipo de configuracion
epistémica activada en cada una de las practicas matematicas desarrolladas por los
estudiantes al solucionar las situaciones problematicas planteadas; esta variable se
analiza en las tres fases de la investigacion.

Lavariable cualitativa: configuracion epistémicaactivadaenlas practicas matematicas,
se identifica a partir del andlisis documental en la primera fase del estudio y de igual
forma, en el analisis de los libros de texto y en la evaluacion del cuestionario. Esta
variable se denomina configuracion epistémica cognitiva si es del sujeto que realiza
la practica y se relaciona con las configuraciones epistémicas caracterizadas en la
primera fase de la investigacion.

1.8.4. Técnicaseinstrumentosparalarecoleccionyelprocesamientodedatos

Para los estudios E1 y E2, se utiliza la técnica del analisis semidtico que permite
caracterizar la variable cualitativa: configuracion epistémica. Esta técnica permite
describir de manera sistematica tanto la actividad matematica de los matematicos
en los dos primeros estudios, como la actividad realizada por los estudiantes de
Formacion Matematica al resolver los problemas planteados en el cuestionario,
junto con los objetos matematicos primarios (elementos lingiiisticos, conceptos-
definiciones, proposiciones-propiedades, procedimientos y argumentos) y los
procesos de significaciéon que intervienen en las practicas realizadas (Godino, 2002;
Godino, Batanero & Font, 2007) algunos de los cuales corresponden a procesos del
PMA. La segunda variable tiene un caracter cuantitativo: grado de correccion de los
items y se analiza con técnicas estadisticas.

Finalmente, en la tercera fase del estudio, se diseia el cuestionario que permite
explorar por medio de practicas matematicas operativas y discursivas desarrolladas
por los estudiantes, el conocimiento didactico-matematico de los estudiantes de
formacion matematica, relacionado con el objeto Grupo: se caracteriza a partir
de las practicas matematicas y en las componentes del conocimiento comin y
conocimiento ampliado del contenido, como bases del conocimiento especializado,
necesario para la ensefianza del objeto matematico.



Capitulo 2

Primer Resultado: Estudio
epistemoldgico, histérico y
fenomenolégico del objeto Grupo.

2.1. Introduccion

En este capitulo se inicia con la argumentacién de la importancia del estudio de los
significados del objeto matematico grupo para continuar con el desarrollo del analisis
epistemologico, histérico y fenomenoldgico del objeto de investigacion; para esto se
retoma la obra de Piaget & Garcia (2008), para la realizaciéon de un primer analisis
sobre la génesis del algebra abstracta. Para Piaget & Garcia (2008) “la epistemologia
explica cdmo el pensamiento real del hombre, puede producir la ciencia en tanto
sistema coherente de conocimiento objetivo” (pp.134-155); desde este punto de vista,
los autores presentan en su obra consideraciones importantes sobre la evolucion del
pensamiento cientifico desde la antigiiedad griega, hasta la evolucién newtoniana,
para el objeto matematico Grupo: en la obra se describen unos mecanismo de un
progreso evolutivo que resultaban evidentes para los autores, los cuales consideraron
que el conocimiento se produce por la interaccion del individuo con su medio y de
acuerdo con del desarrollo de unas estructuras que poseen los individuos.

A partir de la descripcion del proceso evolutivo del objeto matematico, se realiza
un analisis de las principales problematicas que fueron dando forma al significado
global del objeto Grupo: esto se realiza mediante la identificacién y andlisis de las
configuraciones socio-epistémicas y a partir de ellas se describe la emergencia del
significado global del objeto de investigacion.

2.2. Estudio de los significados de la estructura algebraica

En el estudio de los antecedentes de la investigacion surgieron preguntas importantes
para la investigacion, como: ;qué es el objeto Grupo? ;cudles son los significados del
objeto matematico? Estas preguntas llevaron a enfocar la investigacion al analisis de
la relacion entre la evolucion del objeto Grupo y la exploracién del Conocimiento
Didéctico-Matematico (CDM) de los estudiantes de formaciéon matematica sobre
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dicho objeto: este conocimiento CDM, se explora ya que él se pone en juego en la
labor de la ensefianza universitaria. Para dar respuesta a las preguntas formuladas,
fue necesario comprender ampliamente qué debian conocer los estudiantes de
formacion matematica, futuros profesores, sobre el objeto de investigacion; para
llegar asi, en una siguiente fase de investigacion y bajo estos supuestos a explorar
y evaluar su conocimiento didactico-matematico del futuro profesor: es decir, es
necesario en primer lugar dar respuesta a la pregunta ;cudl es el significado global
del objeto Grupo? y en especial cudles son los distintos significados dados al objeto
matematico, en su desarrollo historico.

Bajo esta perspectiva, el estudio de los significados del objeto de investigacion, es
de gran importancia, ya que a partir del significado global del objeto matematico, el
profesor como representante de una institucion educativa, determina cual o cuéles
seran los significados pretendidos, los efectivamente implementados y los evaluados
en el proceso de instruccion del topico matematico (Pino-Fan, 2013).

2.2.1. Génesis del algebra

«r

El uso de la palabra “algebra” para designar una de las ramas de las matematica tiene
su origen en el libro Hisab al-jabr w'al-mugabalah del matematico Muhammed
ibn Musa, al-Khowarizmi (al-Juarismi). Esta obra corresponde al afo 825 y
una traduccion del titulo corresponde a: La soluciéon de ecuaciones por medio de
restitucion y reduccion.

Ast, la palabra al—jabr y w'al-mugabalah significaban: restauracion y oposicion, por
lo que en el contexto hacian referencia a resolver la ecuacion agregando o quitando
las mismas cantidades en cada lado de la ecuacion, lo cual restaura el balance de la
misma (esto es al—jabr) y simplifica la ecuacion por medio de la cancelacién de los
términos opuestos (al-mugabalah ).

En Piaget & Garcia (2008) se presenta un estudio basado en una epistemologia
genética sustentada en el método histdrico-critico, el cual se apoyaba en el método
psicogenético para tratar de extraer los procesos inherentes a toda construccién
de conocimiento: para este estudio, se retoma el capitulo de la obra orientado a la
emergencia del objeto Grupoy en general al desarrollo del dlgebra donde estos autores,
subordinan la psicogénesis y la historia de la ciencia a la verificacion de la hipdtesis
de una epistemologia constructivista: la vision de la génesis del conocimiento del
nifno se refina y profundiza en este estudio historico relacionado con la evolucion del
pensamiento cientifico (p. 134).

Algunos historiadores de la matematica, hacen remontar los origenes del algebra
a diversos pueblos de la antigiiedad: asirios, babilonios y egipcios; otros, ubican el
punto de partida, en la escuela de Alejandria. Se tiene a Diophanto como la figura
que representa al formulador de los problemas de aritmética en términos simbolicos:
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el que introduce los valores determinados, representados no por nimeros sino por
letras para expresar de manera general las cantidades especificas que aparecen como
incognitas en las ecuaciones que conducen a la solucion de los problemas propuestos.
Para Piaget & Garcia (2008) esta interpretacion fue insatisfactoria, ya que resultaba
claro por una parte, que las dificultades que encontraron los griegos en la solucién de
numerosos problemas geométricos, se explicaba por la carencia de un algebra que les
permitiera formularlos en términos de operaciones. Por otra parte, resultaba dificil
explicar el estancamiento total de una ciencia que solo vuelve a dar resultados en el
siglo XVL

Enlainterpretacion de los autores, aparece Viete (Vieti-Vieta) como un renacentista,
al cual el estudio de los griegos, le permite retomar la ciencia de Diophanto y
perferccionarla para convertirla en el punto de partida del dlgebra en la época
moderna. Para los autores, no era claro el papel que desempenaron los drabes, fuera
de introducir una notaciéon mas adecuada para las operaciones aritméticas, de haber
aportado el concepto de cero como nimero (que ellos importaron de la India) y del
uso generalizado de las letras para representar cantidades indeterminadas. En este
contexto, la obra deViéte se toma como la de un erudito y un sistematizador, mas
como la de un creador y un revolucionario en el campo cientifico.

El panorama cambia para los autores, con la obra de Klein, publicada en Alemania
en 1934, con el titulo Die grieschische Logistik und die Entstehung der Algebra, y
un mayor impacté se da con la publicacion de la version inglesa en 1968, de Greek
mathematical thought and the origin of algebra. En ella, Jacob Klein presenta un
analisis a las obras de Diophanto y Viéte sobre la base de un estudio del pensamiento
griego y del significado de la nueva ciencia desarrollada en los siglos XVI y XVII
(Piaget & Garcia, 2008, p.136).

Piaget & Garcia (2008) citan el estudio de Klein, para ubicar los origenes del algebra
dentro de un esquema general de unos mecanismos que se encontraron en el
desarrollo de otros campos de la matematica y la fisica, asi, como de las etapas mas
avanzadas del dlgebra misma. El capitulo dela obra de Klein, On the difference between
ancient and modern conceptualization les da los elementos para la interpretacion de
unos mecanismos puestos en juego, siendo coherente y sélidamente fundados. El eje
de distincion entre Diophanto y Viéte, pasa por una diferenciacion que se establece
sobre el uso de los simbolos matematicos. El caracter algebraico atribuido a la
Aritmética de Diophanto, se basaba en la utilizacion de diversos signos y abreviaturas,
con referencia a las incognitas de las ecuaciones, a las cuales se las ha interpretado
como la expresion de un simbolismo algebraico: pero para estos autores, la simple
utilizacion de letras para representar niumeros o entes geométricos no le confiere el
caracter simbolico al tratamiento de un problema (p.136).

A partir del siglo XVT el uso de letras inici6 a tener un caracter simbdlico. Segtn los
autores, cuando se le atribuye a Diophanto, la invenciéon del algebra, se toma partido,
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explicita o implicitamente, sobre el cardcter simbolico de sus métodos de solucidn.
Por lo cual se argumenta, que el hecho de que Diophanto hablara de problemas
generales y de una solucién general, podria sustentar la interpretacion clasica. Sin
embargo, la interpretacion de Klein ponia en tela de juicio el cardcter simbdlico -en
el sentido algebraico del término- que pudiera atribuirse a estas expresiones. A este
respecto, su distincion entre “generalidad del método” y “generalidad del objeto
de investigacion” era fundamental: La matemadtica antigua se caracterizd por una
tension entre método y objeto (Piaget & Garcia, 2008, p.137).

Viéte, retom6 una metodologia caracteristica del pensamiento griego, pero le da una
extension y una profundidad que le permiten reorganizar la obra de Diophanto en un
nivel muy diferente. Para los autores, el mérito de la obra de Klein, se encuentra en
mostrar, en qué se basaba dicha reorganizacion y por qué Viete debia ser considerado
como el verdadero fundador del algebra (Piaget & Garcia, p.138).

Respecto al analisis, Viéte retoma una distincién, hecha por los griegos, en dos
géneros: el andlisis zetético o tedrico y el andlisis poristico o problematico. Pero
agrega un tercer género al que llama rético o exegético. Hay por consiguiente -seguin
Viéte- un arte zetético por el cual se encuentra la ecuacion o la proporcidn entre la
magnitud que se busca y aquella que es dada; un arte poristico por el cual, a partir
de la ecuacién o de la proporcion, se busca verificar el teorema establecido y un
arte exegético por el cual, a partir de la ecuacion establecida o de la proporcidn, se
descubre la magnitud que se busca.

El hecho esencial en la formulacién de Viete fue el término “magnitud” el cual
se utilizé en su sentido mds general: la magnitud buscada era, o bien un numero
determinado, o una magnitud geométrica especifica medible (Piaget & Garcia, 2008,
p. 138).

Klein citado en Piaget & Garcia (2008) establece en su obra (1972):

De alli deriva el doble nombre de la tercera forma de analisis cuyo objetivo es, tanto
el célculo de las magnitudes aritméticas, como la construccion de las magnitudes
geométricas partiendo de las ecuaciones candnicas ordenadas; ella es llamada rética
con respecto a los numeros a los cuales conduce y que pueden ser expresados por los
nombres comunes de los nimeros de nuestro lenguaje; ella es llamada exegética con
respecto a las magnitudes geométricas que considera como directamente presentes a
nuestra vista (p. 138).

Para Klein, convergen alli dos lineas independientes: el andlisis geométrico de
Pappo y los métodos aritméticos de Diophanto. La nueva algebra de Viéte era
a la vez geométrica y aritmética. Para lograrlo, fue necesario llegar a un nivel de
generalizacion mas elevado que lo que estuvo al alcance de los antiguos. En la obra
de Viéte se introduce una nueva distincion aclaratoria:
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Las consideraciones numéricas (logistice numerosa) operan con numeros; las
consideraciones por especies (logistice speciosa) operan con especies o formas de las
cosas como por ejemplo, con las letras del alfabeto (citado en Piaget & Garcia, 2008,
p. 139).

La distincion crucial hecha por Viéte que le permitié dar un gran paso adelante
y constituir el algebra, como una nueva disciplina, fue el pasaje del concepto
de “arithmos” al concepto de “simbolos generales”. El arithmos hace referencia
inmediatamente a las cosas o a las unidades, mientras que los simbolos (letras)
utilizados por Viéte hacian referencia directamente a la propiedad de ser un nimero,
propiedad que pertenece a cada uno de los nimeros e indirectamente a las cosas o a
las unidades cuya numerosidad esta representada por un nimero. En otros términos,
las letras remiten al concepto de numero en general (Piaget & Garcia, 2008).

A partir de Viete y hasta mediados del siglo XIX, el estudio del dlgebra se limito al
estudio de las ecuaciones algebraicas. El método de resolucién de la ecuacion de
segundo grado fue descubierto por los hindues, aun cuando los babilonios habian
encontrado anteriormente soluciones de ecuaciones particulares de este grado. Las
ecuaciones de tercero y cuarto grado fueron resueltas hacia finales del siglo XVII y se
conoce la disputa entre Tartaglia y Cardano, sobre quién era el verdadero descubridor
de la férmula que permitia resolver las ecuaciones de tercer grado (Piaget & Garcia,
2008, p.141).

Durante largo tiempo tuvieron lugar numerosas tentativas para encontrar férmulas
para resolver ecuaciones de grado superior a cuatro por el método de radicales: pero
los tnicos logros de este periodo se refieren a la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales. En la misma época se encuentran también soluciones algebraicas para
ciertos problemas particulares provenientes de la geometria o de la mecanica. Sin
embargo, cada problema necesitaba de un método de resolucion propio. Este es un
periodo que se caracteriza como de “intra-operacional” (Piaget & Garcia, 2008).

La ausencia de progreso en este campo durante el siglo XVII y primera mitad del
siglo XVIII se debe a que la atencién de los matematicos se concentrd, durante ese
largo intervalo de tiempo, en el nuevo instrumento creado por Leibniz y por Newton:
el cilculo infinitesimal. Esta herramienta, en manos de matemadticos como: Euler,
Lagrange, Gauss, Cauchy, conducen el dlgebra -durante la segunda mitad del siglo
XVIII- a un nuevo nivel de desarrollo. En ese momento se llegan a formular, en el
interior del algebra, problemas de una gran generalidad, tal como el que conduce al
“Teorema Fundamental del Algebra” donde se llega haciendo uso de las propiedades
de las funciones continuas y sus transformaciones, tomadas del calculo infinitesimal.
Este periodo se cataloga como a una etapa inter-operacional. Durante largo tiempo,
las “transformaciones” dominaron el algebra, hasta el surgimiento de la primera
estructura algebraica: Grupo, donde se da inicio a la etapa “trans-operacional”
(Piaget& Garcia, 2008, p.141).
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La figura clave en la transicion entre la etapa intra-operacional y la etapa
interoperacional es Lagrange. Las tentativas empiricas para resolver ecuaciones
de diversos grados (propias de la etapa intra operacional) fueron sustituidas por
Lagrange, por una cuestion de alcance mucho mads general; Lagrange se cuestion6
sobre scudl es exactamente la naturaleza de los métodos de resolucion de las
ecuaciones de tercero y cuarto grado y cual ha sido la razén de su éxito? Lagrange
pensé obtener de ésta forma, ideas que le permitieran abordar las ecuaciones de
grado superior. En su analisis llegé a mostrar que todos los métodos consistian
en introducir funciones que transformaran la ecuacion de la cual se partia y que
permitieran llegar a una ecuacion reducida. El problema asi formulado se reducia a
encontrar la relacion entre las soluciones de la ecuacion reducida y las soluciones de
la ecuacién original (Piaget & Garcia, 2008, p.142).

Lagrange, utilizé las ideas que conduciran a la teoria de grupos: "el numero de
valores diferentes que toma un polinomio cuando se permutan las variables de todas
las formas posibles". Para esto, analizo ciertas funciones de las raices de la ecuacion
y demostr6é que el numero de valores que puede tomar una funcién en las raices
XXX, cuando se permutan las x de todas las formas posibles es un divisor de n!:
el nimero de permutaciones posibles de las raices (Piaget& Garcia, 2008, p.142).

Para una ecuacion de cuarto grado, con raices x,,x,,x,,x, la funcion y = xx, + xx,
toma tres valores diferentes cuando se permutan las raices de las 24 formas posibles.
Lagrange demuestra que el numero de dichos valores diferentes determinaba el
grado de la ecuacion reducida que permitia resolver la ecuacion original (Piaget &
Garcia, 2008).

Seguidamente, Ruffini retoma las ideas de Lagrange e intenta demostrar la
imposibilidad de encontrar una solucién por radicales de la ecuaciéon de quinto
grado. Sudemostracion quedo incompleta, pero el marco conceptual en el interior de
su trabajo lo sitiian en un lugar excepcional dentro de este periodo inter-operacional
del dlgebra, muy préximo a la etapa siguiente que Galois inaugura (Piaget & Garcia,
2008, p.143).

Para Ruffini, las permutaciones estaban ligadas a los valores de las raices. La clase
de las permutaciones que no cambiaban el valor de la funcion, no tenian para él
estructura: él concibe la transformacion implicada en el pasaje de una permutacion a
otra, pero no concibe la estructura matematica dentro de la cual esta transformacion
esta a su vez implicada (Piaget & Garcia, 2008, p.143).

Por su parte, Cauchy consider6 las funciones con un grado mayor de generalidad:
se trataba de funciones de cantidades, pero dichas cantidades no eran consideradas
como raices de las ecuaciones: eran solamente letras que representaban cantidades
indeterminadas. Cauchy, llama “permutacion” al orden de las letras. La transicion
de una permutacién A a otra A, la llamé sustitucién y la represent6 en la notacion:
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Ay

Ay
En la misma direcciéon, Cauchy define la multiplicacién de sustituciones y la
sustitucion idéntica, llegando a la introduccién de la sustitucion inversa:

() -
(¥)

A partir de estos desarrollos se demuestran algunos teoremas que se consideran como
losantecesoresinmediatos delos teoremas generales sobre los grupos de sustituciones.
Pero no hay en Cauchy una idea de estructura ya tematizada (interiorizada), sino de
cierto modo explicitada (Piaget & Garcia, 2008, p.143).

Continuando con esta emergencia de significados, las investigaciones aritméticas de
Gauss ocupan un lugar singular hacia el final de este periodo. En particular en su
obra, en la seccidon quinta que tenia el titulo: “De las formas y de las ecuaciones de
segundo grado” Gauss, estudia las formas cuadraticas en relaciéon con la solucion
de las ecuaciones cuadraticas indeterminadas: realiza un analisis minucioso de las
formas cuadraticas binarias y ternarias, lo cual se convierte en su tema principal.

Para Piaget & Garcia (2008), Gauss, llegd a uno de los puntos mas originales en
su obra, que introduce en los siguientes términos: vamos a pasar a otro tema muy
importante y del cual nadie se ha ocupado hasta ahora, a la composiciéon de formas
(p. 241). La definicién de composicion de formas dada por Gauss constituye la
primera operacién introducida en un dominio no numérico, cuyas propiedades no
podian ser deducidas directamente de las operaciones entre nimeros.

Algunos historiadores de la matematica, mostraron su asombro ante la ausencia de
respuesta a la pregunta ;por qué estos matematicos, habiendo llegado tan cerca de
los conceptos de la teoria de grupos, no pudieron dar el pequefio salto que hacia falta
para constituirla? Para Piaget & Garcia (2008), hay una respuesta a esta cuestion,
el pequeno salto solo lo era, en apariencia. Gauss constituye, junto con Lagrange,
Rufhini, Cauchy y otros matematicos, la culminacién del periodo “inter-operacional”
en el desarrollo del dlgebra y mas particularmente, en la historia de la teoria de las
ecuaciones algebraicas. Sus métodos consistieron esencialmente en transformar
funciones y encontrar las relaciones que permanecian estables. Las propiedades que
ellos dedujeron corresponden a: “los invariantes de sistemas de transformaciones”
(Piaget & Garcia, 2008, p. 146).
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El tipo de desarrollo encontrado tanto en la historia de las ciencias como en la
psicogénesis, evidencié que hay un largo camino por recorrer antes de poder pasar de
un sistema dado de transformaciones a una estructura total dentro de la cual aquéllas
resultaban variaciones intrinsecas. Pero en eso consistia, el pasaje de las conexiones
inter-operacionales a las conexiones trans-operacionales. A nivel psicogenético, la
etapa “trans-operacional” se alcanza cuando el sujeto puede efectuar operaciones
sobre operaciones (Piaget & Garcia, 2008, p.146).

A este respecto, se seiiala que Galois es quien introduce la nocién de grupo a partir
de la accion de agrupar. Las definiciones siguientes constituyen su punto de partida
(Piaget & Garcia, 2008, p.146):

La permutacion de la cual se parte para indicar las sustituciones es totalmente
arbitraria cuando se trata de funciones; puesto que no existe ninguna razon para que
en una funcidn de varias letras, una ocupe un rango mas que otra. Sin embargo, como
apenas se puede formar la idea de una sustitucion sin la de permutacion, haremos
en el lenguaje un empleo frecuente de las permutaciones y no consideraremos las
sustituciones sino como el pasaje de una permutacion a otra.

Cuando deseemos agrupar sustituciones, las haremos provenir todas de una misma
permutacion. Como se trate siempre de cuestiones donde la disposicion primitiva de
las letras no influye en nada, en los grupos que consideraremos, se deberan tener las
mismas sustituciones cualquiera que sea la permutacion de donde se haya partido.
Por consiguiente, si en un grupo tal, se tienen las sustituciones Sy T, se esta seguro de
tener la sustitucion ST (Piaget & Garcia, 2008, p. 146).

Mas adelante, dice explicitamente: “Se llama grupo a un sistema de permutaciones
tal que [...] representaremos este conjunto por G” (Piaget & Garcia, 2008, p. 146).

Aqui, se encuentran las fuentes de la primera nocién de estructura en la historia del
algebra, se encuentra el punto que permite comprender el pasaje del periodo inter al
periodo trans: exactamente como en el caso de la psicogénesis, esta transicion supone
el pasaje de las operaciones sobre elementos, a las operaciones sobre operaciones
(Piaget & Garcia, 2008).

Luego de la presentacion de la vision general en la emergencia del objeto Grupo, se
pasa a analizar en forma mas detallada cada una de las etapas en la evolucidn, para
presentar el fundamento fenomenoldgico.

2.2.2. Epoca antigua y edad media (Siglo V-XV)

En la seccién anterior se present6 la evolucion del objeto Grupo y se identificaron
unas etapas o periodos en su desarrollo: ahora se profundiza en los aportes mas
relevantes de cada época, los cuales permitieron la determinacion de los significados
parciales que fue tomando el objeto Grupo.
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Periodo cero: Métodos empiricos de solucion de ecuaciones algebraicas
particulares de grado 1, 2,3y 4

El algebra en las civilizaciones antiguas

En el siglo IT a. C. los matematicos chinos escribieron el libro: El arte del calculo
matemadtico, en el se planteaban diversos métodos para resolver ecuaciones de primer
y segundo grado; gracias a su dbaco tenian la posibilidad de trabajar nimeros positivos
y negativos y se reconoce a Diofanto de Alejandria, como el precursor del algebra
moderna. Diofanto fue un matematico griego, que publicé la obra “Aritmetica” en la
cual trataba en forma rigurosa no solo las ecuaciones de primer grado, sino también las
de segundo e introdujo un simbolismo algebraico elemental, designando la incognita
con un signo que corresponde a la primera silaba de la palabra griega arithmos
(ntimero). Los problemas de algebra que propuso, prepararon el terreno para lo que
siglos mas tarde seria la teoria de las ecuaciones algebraicas (Dévila, 2002).

La matematica egipcia, babilonica y griega se clasifica de “tipo algebraico,” cada una
de distinta indole y se habla de una pre algebra ya que en ésta etapa no se tomd
conciencia del dlgebra como un darea independiente de la aritmética y la geometria
(en el caso de Egipto y Babilonia, se hablé de un “dlgebra aritmética” y en el caso
de Grecia de un “algebra geométrica”). En ambos casos se encuentran problemas
algebraicos especificos, para los cuales existian métodos de solucion para ciertos

tipos de ecuaciones algebraicas (Davila, 2002, p. 5).

Varios de los pueblos que habitaron Mesopotamia resolvieron problemas concretos
que involucraban ecuaciones algebraicas de primer, segundo y tercer grado; la
matematica tenia un fin utilitario y no se desarrollé6 como ciencia auténoma como
ocurri6 en Grecia donde la Geometria y la Aritmética (Teoria de nimeros) lograron
un alto nivel de desarrollo respecto a las matematicas de las civilizaciones que les
precedieron. Con el declinar de la matematica griega (250 600 d. C.) se retomaron
las antiguas tradiciones de los calculistas de Mesopotamia y aparece nuevamente el
interés por solucionar ecuaciones algebraicas (Davila, 2002, p. 7).

El dlgebra babildnica, fue de tipo verbal al igual que la egipcia y existen registros de
alrededor del afio 1600 a. C. donde se muestra que los problemas de ecuaciones lineales
eran muy elementales para ellos y podian resolver problemas que involucraban
ecuaciones cuadrdticas y ctibicas usando féormulas desarrolladas. De las tablillas, se
establece que los babilonicos podian resolver ecuaciones cuadraticas con el método
que corresponde a la férmula para las ecuaciones de segundo grado: el método se
resume como: encontrar dos nimeros si se conoce su suma y su producto (Davila,
2002, p.13).

La resoluciéon de las ecuaciones de segundo grado entonces tiene dos origenes
distintos: uno aritmético, usado por los babilonicos y otro geométrico utilizado por
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los griegos. Uno de los problemas mas significativos encontrados en textos antiguos
corresponde a:

Obtén el lado de un cuadrado si su drea menos su lado es igual a 870.

Para la solucién de las ecuaciones, los babildnicos utilizaron procesos aritméticos
de suma, resta y producto: ellos no conocian los numeros negativos. Varios siglos
después, los griegos resolvieron este problemay otros similares mediante la utilizacién
del método de aplicacion del area. El matematico aleman Johann Widmann dEger,
escribe por primera vez en 1489, los simbolos + y — para sustituir las letras p y m que
eran las iniciales de las palabras plus (mas) y minus (menos) y que hasta entonces
se utilizaba para representar la suma y la resta respectivamente; se sefiala que los
simbolos para la multiplicacion x y para la division: fueron introducidos por William
Oughtred en el afo 1657 (Davila, 2002).

Los egipcios, disponian de un método para resolver ecuaciones de primer grado, al
que llamaban: “el método de la falsa posicion”. En el papiro Rhind, se encuentran una
serie de problemas planteados donde inician utilizando unas primeras estrategias
algebraicas y al nimero desconocido, el que se quiere obtener, lo llamaban monton.
Entre los problemas mas representativos y famosos de dicho papiro se encuentra
el namero 24 (Davila, 2002, p.12): Calcula el valor del monton, si el monton y un
séptimo del monton es igual a 19.

A partir de estos desarrollos, se observa que la ciencia tuvo su origen en la Grecia
clasica y que su legado fue de gran importancia para la civilizacién occidental: todos
los hombres por naturaleza, desean conocer: dice Aristoteles y estas palabras reflejan
el espiritu aventurero griego (Davila, 2002, p. 16): el deseo de conocer los llevé a
Egipto y Babilonia en donde aprendieron la ciencia de éstas civilizaciones, la cual
desarrollaron hasta crear su propia ciencia. Reconocieron su deuda con estas dos
grandes civilizaciones; como dice Platon: “todo lo que nosotros los griegos recibimos
lo mejoramos y perfeccionamos”. Ademas, supieron reconocer en el uso de la razén
una poderosa herramienta para entender la naturaleza; tenian el convencimiento de
que ésta podia ser explicada en términos matematicos (Davila, 2002, p. 16).

Los griegos, dieron a la matematica el rango de ciencia deductiva por excelencia.
Esto fue posible gracias a que entendieron la diferencia que existia entre manejar
ideas abstractas y generales en lugar de las limitaciones que imponia la ciencia,
orientada a resolver los problemas cotidianos: ellos distingufan que una recta, un
triangulo, un circulo: eran conceptos abstractos que surgian cuando se idealizaban
sus imperfectas realizaciones en la naturaleza o en las cosas que se usaban en la vida
diaria: ellos, estaban convencidos que solo con el uso de la razén era posible conocer,
ya que los sentidos daban imagenes imperfectas del mundo que los rodeaba. Esta
fue la semilla que dio lugar a una real preocupacién por la “formalizacién” es decir,
por la justificacion légica de los razonamientos. Esto los llevd a reconocer que en
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todo razonamiento era preciso partir de ciertos principios basicos y evidentes por
si mismos y de los cuales se pudiera deducir, con el uso de la razdn, resultados mas
profundos: tenian claro que no era posible basar sus principios basicos en otros
todavia mas elementales o demostrarlos mediante otros principios:

En cuanto a la demostracion circular, su imposibilidad absoluta es patente, si es
cierto que la demostracion ha de partir siempre de cosas anteriores y mas notorias.
En efecto, es imposible que las mismas cosas sean respecto de unas mismas cosas
anteriores y posteriores a la vez... Los partidarios de la demostracidn circular, no solo
cometen la falta que aqui indicamos, sino que en el fondo se limitan a decir que una
cosa existe si existe (Aristoteles, 1993: citado en Davila, 2002, p.17).

Loslogros mas grandes de los griegos fueron geométricos y el punto de vista pitagorico
de que todo podia ser explicado en términos de los nimeros naturales o sus razones
(arithmos), pero esto no fue suficiente para detener el dominio de la geometria. No
se sabe por qué la preferencia de los matematicos griegos por la geometria, pero se
cree que el descubrimiento de los nimeros inconmensurables (los que no se pueden
expresar como razones de enteros positivos) acabd con las bases de la fe pitagorica
en los numeros (Davila, 2002).

Al algebra de tipo geométrico, se le puede llamar “dlgebra geométrica” y fue la
que prevalecié en la matematica griega y permanecié por muchos siglos; asi, las
propiedades de las operaciones de suma y multiplicacion, propias del algebra, tales
como la asociatividad de la suma o la propiedad distributiva resultaban obvias en
el dlgebra geométrica; también las identidades (a+b)* = a’+2ab+b*y a’>-b* = (a+b)
(a—b) se demostraban facilmente en este contexto y por ejemplo la ecuacion x*=ab
era facil de resolver. Las férmulas anteriores se demuestran en el segundo libro de
los Elementos en términos geométricos; esto hace dificil el manejo de las ecuaciones
de grado mayor que dos, por lo que raramente trabajaron ecuaciones cubicas o
bicuadréticas (Davila, 2002).

El libro quinto de los “Elementos” es uno de los mas admirados de los trece que
componen la obra. En el se trata: la teoria de magnitudes, de la cual Bourbaki dice
que es la creacion mas original de la matematica griega. Gran parte del material se
le atribuye a Eudoxo ya que su teoria de proporciones se aborda en él mismo y en
cierta forma esta fue una respuesta al problema de la inconmensurabilidad ya que
desde que se descubrieron las proporciones no conmensurables, los griegos trataron
de eliminar en lo posible el uso de las proporciones: Eudoxo establece una teoria de
las proporciones que es independiente de la conmensurabilidad (Davila, 2002, p. 18).

2.2.3. Edad Media (siglo V - siglo XV)
Periodo cero: Los Hindues y la solucion de las ecuaciones algebraicas

En este periodo se estudian los desarrollos del algebra entre los afios 650 y 1750. En
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este periodo surgieron las condiciones que le dieron al dlgebra un lugar independiente
dentro de las matematicas y se desarrolla una notacién adecuada, que prepara el
camino para el dlgebra simbolica y se propicia el desarrollo del algebra moderna
(Davila, 2003a, p.27).

Coneldeclinar dela matematica griega, los nuevos centros de aprendizaje matematico
se localizaron en la India y en el mundo drabe, que en el siglo VII estaba en plena
expansion. Con el auge de la matematica griega, Alejandria fue el centro del saber y
en el caso de las matematicas arabes, Bagdad se convirti6 en la ciudad cosmopolita
donde llegaban los hombres de ciencia, sin interesar su origen étnico ni su religion
(Davila, 2002, p. 27). Sin embargo, las matematicas en la India no se desarrollaron
como en la cultura drabe: entre los aportes mas importantes de los hindues se
encuentra, su sistema de numeracion del cual proviene el que se usa actualmente y
que fue importante para el surgimiento de un algebra de tipo aritmético en la cultura
hindu (Davila, 2003a).

Sin embargo, los egipcios y los griegos usaron sistemas de numeracion en base diez
aunque no eran posicionales y los babilonicos usaban un sistema posicional base 60;
ademds, en la matematica griega también se encontraban simbolos especiales para
los diez primeros digitos, pero fue en la India donde funcionaron los aspectos de: a)
Base decimal; b) El principio de numeracién posicional y ¢) El uso de un simbolo
especial para cada los diez primeros digitos (Davila, 2003a).

Brahmagupta (598-670), proporciona una de las contribuciones mas importantes
de la matematica hindu al algebra. Su obra mas significativa, el “Brahmasphuta
Siddhanta” es un escrito de trigonometria, geometria y algebra donde aparecen
resultados correctos e incorrectos. En relacion al algebra, los aportes mas importantes
son las férmulas para calcular areas y las soluciones generales para ecuaciones
cuadraticas donde considera el caso de las soluciones negativas (Davila, 2003a, p. 29).

El matematico hindi Bhaskara (1114-1185) realizé contribuciones en algebra;
este matematico escribid seis textos matematicos; dentro de los mds conocidos
se encuentran: “Vija—Ganita y Lilavati” que contienen problemas que involucran
ecuaciones lineales y cuadraticas, calculo de dareas, progresiones aritméticas y
geométricas y ternas pitagoricas; algunos de los problemas provienen de textos
hinddes anteriores tales como el Brahmasphuta Siddhanta, que tenfan algunos
errores, pero que Bhaskara corrige. Ademas, este matematico es el primero en
afirmar que el cociente de una cantidad positiva al ser dividida por cero es infinito.
Con las palabras: “...no hay alteraciéon aunque mucho sea agregado o extraido...”
lleva directamente al problema del infinito, que solo lo resuelve George Cantor en
el ultimo cuarto del siglo XIX y que desde la época de los griegos habia desafiado las
mentes mas brillantes(Davila, 2003a, p. 32).
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Bhaskara, estudié también la ecuacion de Jhon Pell del afio 1688, que corresponde a
px* + q = y*que habia sido trabajada por Brahmagupta para el caso g =1 perfeccio-
nando el método y considerando los casos q = —4,-2,-1,1,2 y 4. Los hindues a
diferencia de los griegos, consideraban verdaderos ntimeros a las raices irracionales
de ntimeros tales como /2 que tiene gran significado en 4lgebra (Davila, 2003a).

Periodo cero: Los Arabes (476-1492) y la solucién de ecuaciones algebraicas

La caida de Roma (476 D.C.) marca el inicio de la Edad Media; esto no significé el
fin del imperio romano, ya que el centro de poder se encontraba en Constantinopla
donde surgieron cambios especialmente religiosos; la adopcion del cristianismo
como religion oficial y el nacimiento del imperio Bizantino. Otro movimiento, que se
gesto en el Medio Oriente, que tuvo repercusiones en esta etapa fue el Islam en el afio
622, asi, que fue la civilizacion arabe, la que dio un nuevo impulso al estudio de las
ciencias, preservando y cultivando el legado de los griegos y otras civilizaciones como
la hindd. Ademas, como los arabes habian conquistado gran parte de la peninsula
Ibérica; Espafia se convirtié en un centro cultural importante al que acudian eruditos
de toda Europa a nutrirse del conocimiento cientifico. Asi, Euclides, Aristoteles,
Platén, Arquimedes, Ptolomeo y otros pensadores griegos fueron conocidos por los
escolares medievales por las traducciones al latin realizadas por los arabes.

Con el auge del comercio en Italia en los siglos XIII y XIV se lleg6 a adoptar los
numeros indo—arabigos en occidente y junto con estos llegaron tratados cientificos
delos arabes, traducidos al latin por académicos europeos. Esta revoluciéon comercial,
fue la responsable de que se fundaran las escuelas del dbaco a finales del siglo XIII;
pero a medida que se extendia el uso de los nimeros indo—arabigos los maestros
algoristas que dominaban estas técnicas de operaciéon superaron por mucho a los
maestros abacistas. De esta forma, los comerciantes adoptaron su uso y propagaron
el nuevo sistema.

El algebra de los arabes se orientaba a resolver problemas por métodos aritméticos
que involucraban: ecuaciones lineales de primer grado y ecuaciones cuadraticas;
estos problemas trataban sobre reparticion de herencias, transacciones comerciales
y medida de terrenos. Asi, el algebra fue una herramienta indispensable para los
comerciantes y en el siglo XIV ya los maestros del dbaco se convierten en algebristas
e hicieron contribuciones originales como: solucién de ecuaciones ctbicas y
bicuadraticas particulares relacionadas con problemas especificos.

En el dlgebra arabe se tenian métodos generales para resolver ecuaciones cuadraticas
que consistian en completar cuadrados: surge asi, de manera natural, la busqueda de
métodos que funcionaran para cualquier tipo de ecuacion ctibica o de cuarto grado.
El algebra de esta época present6 un caracter “retérico” es decir, verbal, ya que no
se tenia la notacion simbolica y ademas las soluciones de las ecuaciones solo podian
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ser positivas o cero ya que no se tenia idea de los numeros negativos, que fueron
introducidos tiempo después (Davila, 2002, p. 8).

Otro matematico drabe, poeta, filésofo y astronomo fue Omar Khayyam (1050-
1123), quien escribi6 un tratado en algebra mas avanzado que el de al-Juarismi ya
que presentaba la teoria para resolver la ecuacién de segundo grado y abordaba
la solucién de ecuaciones cubicas por medio de construcciones geométricas. Las
soluciones que obtiene en el caso de la ctubica estan dadas como los puntos de
interseccion de curvas: por ejemplo, una hipérbola y un circulo o una hipérbola y
una parabola. Este problema habia sido abordado por Arquimides, pero Omar dio
un tratamiento sistematico que inclufa muchos casos segtn los coeficientes de la
cubica, ya que al no manejar los nimeros negativos, se tenian distintos tipos para la
ecuacion, como cubos y cuadrados iguales a nimeros (ax® +bx*=c) o cubos y raices
iguales a cuadrados (ax® +bx = cx?) (Davila, 2003a).

En esta direccién, al matematico drabe Muhamed Abu'l-Wefa (940-998) se le
atribuye un tratado de algebra, la traduccién de la Aritmética de Diofanto y una
version abreviada del Almagesto. también, Abu Bekr al-Kharki (953-1029) escribié
un texto de algebra, el “Al-Fakhri” donde se da la primera solucién numérica a
ecuaciones de la forma ax*" +bx" = ¢ y por tanto, se cree que es el primer matematico
en liberar completamente al dlgebra de las operaciones geométricas y reemplazarlas
con operaciones de tipo aritmético (Davila, 2003a).

No es claro, el interés de los arabes en el algebra, pero se cree que se debe al
complicado sistema de leyes de herencia, y a la reparticion de las propiedades, que
involucraba el tener que resolver ecuaciones algebraicas muy sofisticadas. Se pueden
distinguir cuatro caracteristicas de las matematicas drabes: su sistema numérico y su
aritmética que se derivan de fuentes indias, pero los arabes le agregaron su invencion
de las fracciones decimales. De otro lado, el algebra, tenia raices griegas, indias y
babilonicas pero los drabes le dieron nuevas formas (Davila, 2003a).

Enlos siglos V al XII en la India y en la cultura drabe se dieron grandes contribuciones
a la ciencia en general y a las matematicas en particular: en estos tiempos Europa
vivia un procesos de inestabilidad y retroceso. En contraste, la Espana arabe de los
siglos VIII a XII era un centro cultural importante al que concurrian los europeos
interesados en aprender la ciencia arabe. Asi, el siglo XII representa un punto de
quiebre en la historia de la ciencia de Europa. En este siglo el sistema de ensefianza
cambia con el nacimiento de las universidades y con la toma de una nueva actitud
hacia las ciencias fisicas y matematicas (Davila, 2003a).

Leonardo de Pisa (1175-1240) era conocido como Fibonacci; hijo de Guilielmo de la
familia Bonnacci, representante de los mercaderes de Pisa (Italia) en el comercio que
realizaban en el norte de Africa. Por este motivo, Leonardo estudié con un maestro
arabe y viajo a Egipto, Siria y Grecia y aprendi6 algebra y el sistema de numeracién
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de los arabes: escribe el libro, “Liber Abaci” en 1202 que no es un libro sobre el uso
del abaco, sino un tratado en el que se incluyen problemas en los que se usa el sistema
de numeracién indo _arabigo de las nueve figuras significativas y el cero (zephirum).
En este texto se explicaban las operaciones aritméticas y la extraccion de raices,
problemas sobre transacciones comerciales y calculos sobre conversion de diferentes
tipos de monedas. Debido a la originalidad de sus trabajos, se considera a Fibonacci
como el algebrista europeo mas importante de la edad media (Davila, 2003a).

En el siglo XV se presentaron varios factores que trajeron como consecuencia
nuevas formas de organizacion politica, social y econémica en Europa. Se inventd la
imprenta y la brajula; fue posible explorar y descubrir nuevos continentes; los libros
alcanzaron a un mayor nimero de lectores y se favoreci6 una vision antropocéntrica
del mundo, esto es, el hombre como el centro de todas las cosas y el fin absoluto de la
naturaleza, terminando la edad media dando inicio al Renacimiento (Davila, 2003a).

Tabla 2.1: Significado dado al objeto Grupo en las civilizaciones antiguas y al inicio
de la edad media

EDAD MEDIA

Nicolas Chuquet(1450-1500) Francés
Leonardo de Pisa-Fibonacci (1175-1240)

Arabes: OmarKhayyam (1050-1123)
Muhamed Abu’l Wefa (940-998)

SIGNIFICADO
Hindues: Bhaskara (1114-1185) PRE-
PERIODO CERO Brahmagupta (598-670) ALGEBRAICO

Civilizaciones antiguas:
Arabes: Al-Thwarizmi (VIII)
Hindues

Grecia: Diophanto (III)
Babilonia

Egipto

2.2.4. El renacimiento (siglo XV-XVI)

Periodo uno: Determinacion de las relaciones entre los coeficientes y las raices de
las ecuaciones algebraicas de grado 2, 3 y 4 y el simbolismo algebraico

Un trabajo significativo a finales del siglo XV lo desarrolla Nicolas Chuquet
(1445-1488), su principal obra Triparty en la science des nombres, aparecié en forma
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manuscrita en 1484 y es el primer libro francés de algebra. En el se percibe una clara
evidencia italiana y se cree que es posible que Chuquet estuviera familiarizado con el
Liber Abaci de Fibonacci. La tercera parte de esta obra, estaba dedicada a problemas
de tipo algebraico y en el se desarrolla una notacién propia; por ejemplo, -5'. ,6% y
-10°. representaban 5x 6x* y 10x° (Dévila, 2003a, p.43).

También escribe -4'. egaulx a m. 2°. que representa la ecuacion 4x = -2 por esto,
se cree que Chuquet es el primero en escribir una ecuacion algebraica en la cual
un término negativo aparece de forma aislada. Este trabajo, no tuvo gran influencia
debido a la aparicién en 1494 del primer libro impreso de dlgebra: “Summa de
arithmetica, geometrica, proportioni et proportiolanita” del fraile Luca Pacioli
(1445-1517) publicado en italiano, hecho que era inusual en ese tiempo. En el
trabajo se presenta un compendio del conocimiento matematico general de la época
y se trata de aritmética, algebra, geometria euclidiana elemental y teneduria de libros
(Davila, 2003a, p.43).

Respecto al algebra, en la obra “Summa” se presentan métodos de solucion para las
ecuaciones lineales y cuadraticas que eran bien conocidos. Para la ecuacion cubica
intervienen: a) Numero, cosa y cubo (#, x, x°); b) Numero, censo y cubo (n, x*, %)y
¢) Numero, cubo y censo de censo (n, x*, x*); Paciolo comenta en su obra que no ha
sido posible hasta ahora formar reglas generales para resolverlas. Paciolo, era profesor
de varias universidades italianas; amigo de Leonardo da Vinci de quien recibi6 gran
influencia; entre las universidades se encuentra la de Bolonia donde enseii6 de
1501-1502 y donde conoce a Scipione del Ferro que era profesor de matematicas alli
(Davila, 2003a).

En los siglos XV y XVI en Italia se formaron los algebristas mas importantes de
Europa y se habla de la escuela italiana de algebra. Pero en Alemania, en forma
similar, se daban avances en esta disciplina y en 1524 aparece la obra: “Die Coss” de
Adam Riese (1492-1559) donde se trabajaron problemas algebraicos y en especial
problemas del al-jabr de al-Juarismi. Otros trabajos alemanes fueron “Coss” que se
traduce como la cosa: la incognita, de Cristoph Rudolff (1499-1545) publicado en
1525 donde se usa por primera vez la notacién decimal para fracciones y el simbolo
\ para raiz cuadrada; vV para raiz cubica y vw para raiz cuarta. En esta direccion,
Michael Stiefel (1487-1567) publica su obra: “Arithmetica” en 1544, donde trabaja
numeros negativos, radicales y potencias positivas y negativas; su trabajo sirvié para
hacer extensivo el uso de los simbolos alemanes +y — que aparecieron impresos
en 1489 en un trabajo de Johanes Widman (1462-1498), publicado en Alemania
(Davila, 2003a, p. 44).

Periodo uno: La escuela italiana en el renacimiento y la solucion de ecuaciones
algebraicas

A mediados del siglo XVIse publicaron simultaneamente tres obras que se consideran



Omaida Seplveda Delgado 93

las aportaciones renacentistas mas importantes ala ciencia: De revolutionibus orbium
celestium- sobre las revoluciones de las esferas celestes, de Nicolas Copérnico (1473-
1543) publicada en 1543; De humanis corporis fabrica-sobre la estructura del cuerpo
humano, de Andreas Vesalius (1514-1564) publicada en 1543 y el Artis magnae sive
de regulis algebraicis, de Girolamo Cardano (1501-1576) publicada en 1545. Las dos
primeras obras cambiaron la idea medieval sobre el universo y el cuerpo humano
y el Arte magno, fue un aporte importante para el posterior desarrollo del algebra
moderna donde se daban reglas generales para solucionar ecuaciones cubicas y
bicuadraticas (Davila, 2003a).

Para la ecuacidon cuadratica las soluciones estaban dadas por una expresion que
involucraba expresiones aritméticas elementales de los coeficientes de la ecuacidn:
suma, resta, multiplicacion, division y extraccion de raices cuadradas. A este proceso
se le conoce como el método de solucion de la ecuacion algebraica por radicales.
Para las ctbicas y bicuadraticas, se pretende el mismo proceso: este problema fue
considerado en el mismo nivel que el problema griego de la cuadratura del circulo
por Pacioli; se resuelve en forma correcta en la obra de Cardano y al mismo tiempo
se genera una controversia por la autoria de los métodos de solucion (Davila, 2003a).

Como se menciond, Scipione del Ferro (1465-1526) ensefiaba matematicas en la
universidad de Bolonia y resolvié un caso especial de la ecuacidon cubica: en este
tiempo, no se acostumbraba a escribir la ecuacién con coeficientes negativos y el
algebra era de tipo retérico; por ejemplo, el problema:

El cubo y la cosa igual a un niimero.
Se representa por la ecuacion:
X+px=q

Donde, p, q son enteros positivos y el método de solucion se expresaba en forma
verbal. Este logro del Ferro fue notable ya que el problema, en su forma general,
habia estado sin solucion desde los tiempos de Arquimedes, quién pudo resolver
ecuaciones cubicas por métodos geométricos (Davila, 2003a, p. 46). Del Ferro no
publicé sus resultados, pero, antes de morir reveld el método a su yerno, Annibale
della Nave y a su discipulo Antonio Maria Fior, quién de regreso a su tierra Venecia,
pretendia formarse como matematico y para ello reté a una contienda matematica
a Niccolo Fontana (1499-1557), profesor de matematica: este profesor era conocido
como Tartaglia, que significa tartamudo. Cada uno proponia 30 problemas y se
estableci6 la fecha de soluciéon como el 13 de febrero de 1535. Tartaglia advirtié que
todos los problemas eran lo mismo: resolver el problema del cubo y la cosa igual a un
numero. Tartaglia dio solucion al problema y asi, a todos los problemas propuestos
por Fior, quién no pudo solucionar los problemas planteados por el contrincante
(Davila, 2003a).
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En este tiempo, Cardano preparaba su libro: Practicae Arithmeticae Generalis y se
enter6 de la competencia entre Fior y Tartaglia y de los resultados de la misma. En
1539 Cardano contact6 a Tartaglia para enterarse del método del cubo y la cosa y
obtener el permiso para incluirlo en su libro. Obtuvo una respuesta negativa, pero
en marzo de 1539 establece contacto de nuevo y le revela el método de solucién de la
cubica, en una forma poco clara: en verso y bajo el juramento de no revelarlo. Cardano
afirma en su obra del Ars Magna, que Tartaglia se quedd con la demostracién por lo
que tuvo que darse a la tarea de buscarla por si mismo (Davila, 2003a).

Periodo uno: El surgimiento del algebra abstracta

Viéte, fue un conocedor de Diofanto y Cardano: establece las reglas parala extraccion
de raices; da a la trigonometria su forma definitiva en Canon mathematicus (1570).
Se le considera uno de los principales precursores del algebra, puesto que se dedic6
al estudio de los fundamentos del algebra, con la publicacién, en 1591, de In artem
analyticam isagoge, en el cual introduce un sistema de notacién que hace uso de
letras en formulas algebraicas. También, se ocup6 de diversas cuestiones geométricas,
como la trigonometria plana y esférica (Davila, 2003a).

Este abogado francés aficionado a las matematica, inicié con el uso de vocales para
representar variables y consonantes para representar constantes. Esto permitio a los
matematicos representar las ecuaciones cuadraticas como A*+B A =C y llevar a la
discusion de técnicas generales para resolver algunas clases de ecuaciones. Viete, es
quien interpreta la cubica general como una ecuacién en la que todos los casos que
consideraba Cardano resultaban casos particulares. Ademas, Viéte da un método de
solucién que se puede aplicar a todos los casos (Davila, 2003a).

Viéte, describe su obra In Artem Analyticam Isagoge como el texto del analisis
matematico restaurado. Esta obra, traza la linea divisoria entre la aritmética y el
algebra y en ella se propone utilizar una vocal para representar una cantidad que
se supone desconocida o indeterminada y una constante para representar una
magnitud o un nimero que se supone conocido o dado. Esta distinciéon entre
el concepto de parametro y la idea de incognita se considera un paso previo a la
matematica moderna. Una de las consecuencias mds importantes de la publicacion
del Ars magna de Cardano, fue que la solucion de la ecuacién ctibica condujo a las
primeras consideraciones significativas acerca de un nuevo tipo de nimero.

También, Ludovico Ferrari (1522-1565) contribuye a la solucién de la ecuacion
de grado cuarto, apoyado en su maestro Jeréonimo Cardano: Lodovico fue un
matematico italiano, que naci6 en Bolonia, Italia, el 2 de febrero de 1522 y muri6
en la misma ciudad envenenado por su hermana el 5 de octubre de 1565. Fue un
estudioso de las matematicas y en union de otros colaboradores, llegd a ser uno de
los mayores representantes de la escuela de Bolonia. Se dedicéd principalmente al
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estudio del algebra, llegando al descubrimiento de la resolucién algebraica de la
ecuacion general de cuarto grado y de tercer grado (Davila, 2003a).

Periodo uno: El simbolismo algebraico

Una falla de Viéte, fue que no considero los niumeros negativos ni los imaginarios
como solucién de ecuaciones, por lo que en este aspecto no iguala a Cardano,
quien trabaj6 cantidades negativas como raices de ecuaciones y las llamé soluciones
falsas a las que identificaba con débitos y a los nimeros imaginarios con entidades
verdaderamente sofisticadas. Este simbolismo de Viete, no estuvo completamente
desarrollado ya que era una mezcla de algebra abreviada con un estilo simbdlico,
pero sent6 las bases de la teoria moderna de ecuaciones: él considerd ecuaciones
generales y no casos particulares como Cardano y sus antecesores. Cardano ya habia
entendido la estrecha relacion entre los coeficientes de la ecuacion y sus raices, pero
con el nuevo simbolismo quedaba clara esta relacién para los matematicos. Por
tanto, Vieta, fue un analista (algebrista) que con su simbolismo pudo encontrar
resultados para la solucion de las ecuaciones algebraicas generales y aplicarlos a casos
particulares (Davila, 2003b).

En Inglaterra, las ideas de Viéte, tuvieron gran impacto en los académicos Thomas
Harriot (1560-1621) y William Oughtred (1574-1660), precursores de una escuela
inglesa que favorece el estilo simbolico y establece las bases para el desarrollo del
algebra simbolica en la isla. La produccion de Harriot se calcula entre siete mil y ocho
mil paginas, pero su trabajo se conoci6 poco ya que nunca publicé sus investigaciones
y en su testamento dio instrucciones para que solo su amigo y discipulo Nathaniel
Torpoley, dispusiera de sus escritos y los publicara: este no pudo completar la
compilacion delos escritos y 10 afios después de la muerte de Harriot, Walter Warnes
otro discipulo, es el que edita y publica parte de los manuscritos algebraicos en 1631
con el titulo de Artis Analyticae Praxis ad Aequations Algebraicas Resolvendas -
Prdctica del arte analitico para la resolucion de ecuaciones algebraicas, en el Harriot
introduce una notacion que va mas alld de la propuesta por Viete (Davila, 2003b,

p- 39).

En esta direccion, William Outhtred, fue un matematico inglés influenciado por las
ideas de Viete quien se di6 a la tarea de difundir las ideas del francés en Inglaterra,
trabajando el simbolismo de Viéte y su Arte Analitico. Outhtred ensefiabalos métodos
del arte analitico, con muchos discipulos que hicieron grandes contribuciones en
el siglo XVII, entre ellos John Wallis, Chistoper Wren y Richard Delamain. En
1631, afno de la publicacion de la Praxis de Harriot también se publico el trabajo
de Oughtred Clavis Mathematicae que influyé en los matematicos de su tiempo y
es considerada como una de las publicaciones mas influyentes en la historia de las
matematicas de Gran Bretana (Davila, 2003b, p. 41).
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La notacidén algebraica que se usa en la actualidad se debe en gran parte, a René
Descartes (1596-1650) que en su obra: “La Géométrie”, en uno de los tres apéndices,
ejemplifica su método: ...para bien conducir la razén y buscar la verdad en las
ciencias... que expone en su tratado: Discours de la Méthode, publicado en 1637.
En su obra, se formaliza la teoria de ecuaciones y se establecen muchos simbolos
y terminologia del algebra actual. Este trabajo influyé en el algebra, ya que con el
método de Descartes las curvas podian ser estudiadas a través de las ecuaciones y las
ecuaciones a través de las curvas.

Al denotar las lineas por medio de simbolos algebraicos y al realizar operaciones
geométricas que involucraban construcciones con regla y compas que correspondian
a las cinco operaciones aritméticas basicas: suma, resta, multiplicacion, divisiéon y
extraccion de raices cuadradas, inicié un camino en el cual el dlgebra jugaba un papel
importante al introducir una nueva notacion: por a? b’y expresiones similares, hacia
referencia a simples lineas, a las cuales, sin embargo, llamé cuadrados, cubos... de
tal manera que podia hacer uso de los términos empleados en el algebra...(citado
en Davila, 2003b, p. 42). Ademas, usé las primeras letras en este nuevo simbolismo
algebraico para denotar las cantidades conocidas y las tltimas letras para denotar las
incognitas; también dispone de una notaciéon mas compacta: x, x%, x°, etc. y define los
conceptos de ecuacion y raiz de una ecuacion, aceptados casi de inmediato por los
matematicos de su tiempo.

Para Descartes, era claro que si a era raiz de una ecuacién polinomial, x —a era un
factor de la ecuacion; ademas establecio la regla de los signos para estimar el maximo
numero de raices reales de una ecuacion de acuerdo a los cambios de signo de los
coeficientes de ésta, hecho que ilustré con varios ejemplos. Pero, Descartes fue mads
alla, al afirmar que: toda ecuacion podia tener tantas raices distintas como el numero
de la dimension de la incdgnita de la ecuacion, hecho que constituye a una primera
aproximacion del “Teorema fundamental del algebra (Davila, 2003b, p. 43).

Descartes aceptaba y trabajaba con raices negativas a las que llamaba “falsas” y
trabajaba las raices complejas; en el Libro IIT de La Géométrie, hace una afirmacion
que se acerca mucho al Teorema Fundamental del Algebra: Un polinomio de grado
n tiene n raices, sean estas positivas, falsas reales o complejas. Asi, para Descartes las
raices que no correspondian a cantidades eran solo producto de la imaginacién y las
llam¢ “imaginarias”. Este reconocimiento de las raices imaginarias, fue mas alla de
lo aceptado por sus colegas matematicos legitimando su uso (Davila, 2003b, p. 43).

En la misma direccién, Fermat (1601-1665), fue otro matematico francés, a quien
se le atribuye la invencion de la Geometria Analitica casi simultineamente que
Descartes y de forma independiente. A Fermat, se le debe el uso de las coordenadas
cartesianas que introduce en la exposicion de su método de geometria analitica y que
desarrolla en su escrito Ad Locos Planos et Solidos Isagoge - Introduccion a los lugares
[geométricos] planos y sélidos, escrito en 1643.
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En la introduccién de su obra, Fermat sigue la notaciéon de Vieta y por ejemplo
la ecuacién del circulo la escribe como Bq. + Aq. = Eq. con A,B incégnitas, E una
constante y g por quadratum. También, clasifica las secciones conicas de acuerdo con
su ecuacion y muestra que toda ecuacion cuadratica en dos incdgnitas representa una
linea recta, o una cOnica. Fermat, es el fundador de la teoria moderna de nimeros,
donde desarroll6 una gran cantidad de resultados, pero sin dar demostracién a
muchos de sus teoremas, los cuales se ha probado que en su mayoria son correctos
(Davila, 2003b).

2.2.5. Edad moderna (finales del siglo XVII-XVTIII)
Periodo uno: Los polinomios simétricos de Isaac Newton (1643-1727)

Newton (1642-1727) fue un matemadtico britanico considerado como a uno de
los mas grandes cientificos de la humanidad. Uno de los trabajos mas conocidos
corresponde a Philosophiae Naturalis Principia Mathematica-Principios matemdticos
de la filosofia natural, publicado en 1687 donde establece las leyes del movimiento de
los cuerpos y las leyes de la gravitacion universal sobre bases geométricas; también
hace contribuciones en o6ptica y se le considera como un fisico-matematico; con
grandes contribuciones al desarrollo del dlgebra. En el periodo de 1664 a 1667
produce sus mas revolucionaria ideas: el estilo de razonamiento logico de Aristoteles,
en su complicado sistema filosofico (Davila, 2003b).

Newton habia leido a Euclides, pero sus conocimientos en geometria no eran
suficientemente slidos y su interés porlaastrologialo llevé a estudiar la trigonometria
en 1663 al no entender varias de las demostraciones por falta de bases geométricas;
por tanto, regresé al estudio de la geometria euclidiana, donde al releer el teorema
de pitagoras, cambia de opinion ya que las demostraciones le parecian muy sencillas
y vuelve a leer a Euclides: después lee la Clave de Oughtred con dificultades para
entender. Cambia de lectura a la Geometria, de Descartes en la edicién latina
realizada por Frans Schooten publicada en 1649; esta edicion es ampliamente
comentada y con explicaciones muy valiosas sobre el trabajo de Descartes. Luego de
varias lecturas, comprende a Descartes mejor que a Euclides. Continta con la lectura
de la Arithmetica Infinitorum de Wallis; Euclides Elementorum de Isaac Barrow,
quien también fue su maestro y finalmente con: La opera Mathematica, de Viete
(Davila, 2003b).

Con lalectura de la Arithmetica, de Wallis, descubre su famoso teorema del Binomio
de Newton, el cual ya se conocia desde mucho antes para exponentes enteros no
negativos; lo generaliza para exponentes fraccionarios y negativos y lo publica por
primera vezen el Tratado de Algebra de Wallis, con el debido crédito a su descubridor.
Newton, no da una prueba rigurosa del teorema, sino que llega a su formulaciéon
después de sus investigaciones en calculo de areas bajo curvas con ordenadas de la
forma (1-x%)%. En el texto: la Arithmetica ya habia estudiado como calcular estas
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areas bajo curvas con ordenadas de la forma (1—x2)% donde # es un entero positivo
par. Este resultado fue importante ya que con el llegé a la formulacion del célculo
diferencial e integral. (Davila, 2003b, p. 46).

El trabajo con “polinomios simétricos” es otro de los resultados importantes de
Newton: estos polinomios corresponden a aquellos polinomios donde al cambiar el
orden de las variables en la ecuacion polinomial no cambia su forma. Los polinomios
simétricos elementales, para la ecuacion de grado dos, en el caso de dos variables
corresponden a:

o(uv)=u+v
o,(u,v) = uv

Y para la ecuacion de grado dos x>+ ax +b =0 con a,b con nimeros complejos, se
tiene que:

xX*+ax+b=(x-u)(x—v)=x>—(u+v)+uy

De donde, encuentra una relacién entre los coeficientes de la ecuacién y los
polinomios simétricos elementales en sus raices, as:

Uu+v=-a
uv=>b

En forma similar, para la ecuacién cubica:

Sea x* + ax®+ bx + ¢ =0 con coeficientes a,b,c complejos y con raices u,v,w entonces,
los polinomios simétricos elementales corresponden a:

X+ axt+bx +c = (x —u)(x — v)(x = w) = —(u + v + w)+(uv +uw + vw)—uvw
Entonces,

U+v+w=-a= Gl(u,v,w)
uv+uw +vw=>b= Gz(u,v,w)
UYW = —c = 03(u,v,w)

Este hecho, evidencia que no es importante conocer las raices, sino suponer su
existencia. Cardano, ya habia entendido esta relacion al menos para la ctibica y con
el nuevo esquema de Viete estas relaciones fueron mas evidentes y €l observo que
esta era una regla que se cumple siempre para las ecuaciones algebraicas de grado
menor o igual que cinco (Davila, 2003b).

En 1707, Newton publico el libro: Arithmetica Universalis, cuando tenia gran fama
y habia cesado en parte su actividad cientifica, con resultados que habian sido
descubiertos tiempo atras; entre estos resultados, enuncia un teorema sobre la suma
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de potencias de las raices de la ecuacion polinomial de la forma x" +a x""' + a,x"
+..+a —x+a =0, el cual viene a ser muy importante en los desarrollos siguientes
del dlgebra (Davila, 2003b).

Continuando con el desarrollo del algebra, otro de los matematicos que hace
aportes importantes es Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), coinventor del
célculo diferencial e integral de manera independiente a Newton, con aportaciones
importantes en algebra aunque poco conocidas: generalizo el teorema del binomio
a expresiones multinomiales tales como (a+b+c)", (a+b+c+d)"y fue el primero en
introducir la nocién de determinante al trabajar con sistemas de ecuaciones. Otra
aportacion la hace en los numeros complejos, cuyo estudio habia sido relegado en

ese tiempo. Leibniz probé en 1676 que \/ 1+-3+ \/ 1-vV-3=+6 y en 1702:

xtrat=(x+aV-V-1)(x+aVV-1) (x—a\/-V-1) (x —a\/V-1)

Estos descubrimientos hicieron que Leibniz se sintiera impresionado por el
potencial de los numeros complejos aunque no explor¢ la posibilidad de darles una
representacion geométrica y les dio un estatus que estaba a medio camino entre la
existencia y la no existencia (Davila, 2003b, p.48).

Periodo uno: Formulas de Girard-Newton

Para las raices del polinomio se definieron las sumas de las potencias de las raices del
polinomio:

Sp(X1s ) =Zimy X4

Y las relaciones entre estas S,y los polinomios simétricos [, estan dadas por lo que se
conoce como las féormulas de Newton-Girard, que se generalizan:

=nm Hm(xla---a Xp) +Y ]T=1(_l)k+msk(x1’---, xn)Hm—k(x1>---a X,) =0

Para cada 1 <m <n y para un nimero arbitrario de variables n. Las cinco primeras
identidades corresponden a:

S -1,=0

S, =S, 11, +2I1,=0

S, =S, I, +S, 11, =311, = 0

S, =S, II, +S,II, =S II, +4II, =0

Estos desarrollos se conocen como las férmulas de Newton para el polinomio de
grado n, p(x) = ax"+ ax" "' +..+ a = a(x - x)(x - x,)...(x — x,) alas relaciones:
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0=a, +Sla0
0=2a, +Sla1 +Sza0

0=3a, +Sla2 +Sza1 +S3a3
O=na +Sa +..+Sa
n 1" n-1 n 0
0=aS +.4S .a
n i n+ti 0

En la obra: Arithmetica Universalis, de Newton de 1707, aparece el teorema:

Cualquier polinomio simétrico en las raices de una ecuacion se puede expresar en
términos de los coeficientes de la ecuacion (Chavarria, 2014, p.78).

Periodo uno: El teorema fundamental del algebra

Albert Girard (1595-1632) fue otro matematicos francés, a quien se le reconoce
como el primero en establecer en forma explicita que una ecuacion polinomial de
grado n debi tener » raices. En 1629 en su tratado de dlgebra: Invention Nouvelle
en ’Algebra, trata ampliamente el tema de la relacion entre los coeficientes de una
ecuacion y las funciones (polinomios) simétricas de sus raices y presenta algunos
ejemplos de ecuaciones de grado cuatro para las cuales establece que hay cuatro
soluciones, no mas ni menos. Descartes, ya habia presentado este teorema en su
obra: la Geométrié, con algunos ejemplos para ilustrarlo. También, deja claro que si
t es una raiz de una ecuacidn polinomial, entonces (x — ) es un factor de la misma.
Newton y Colin Maclaurin (1698-1746) también dieron versiones parecidas de este
teorema que recibiria el nombre del Teorema fundamental del dlgebra-TFA (Davila,
2003b).

D’Alambert (1717-1783) fisico matematico francés; hizo el primer intento de
demostracion del TFA, pero su prueba no fue totalmente correcta, ya que usé el hecho
de que una funcién continua en un conjunto compacto toma un valor minimo; lo cual
se probaria mucho tiempo después; sin embargo, sus ideas fueron de utilidad afios
mas tarde. Por esa fecha, Leonhard Euler (1707-1783) matematico suizo; prueba que
todo polinomio real de grado n con n <6 tiene exactamente n raices complejas y que
si a+b+/-1) es una raiz compleja de un polinomio, su conjugada a — b+/~1) también
era raiz del polinomio. En 1749 intenta la prueba general del teorema pero su prueba
es incompleta y es Joseph Louis Lagrange (1736-1813) matematico francés, quien
en una memoria presentada a la academia de Berlin en 1772, traté de completar la
prueba de Euler, con un razonamiento no muy preciso, ya que Lagrange, al igual
que Euler y otros matematicos de la época, operaban libremente las raices de las
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ecuaciones como si fueran numeros ordinarios, sin tener en cuenta que las raices
fueran numeros complejos (Davila, 2003b).

Le corresponde a Carl Friedrich Gauss (1777-1855) matematico Alemdn, el mérito
de haber sido el primero en dar una prueba convincente, aunque no completamente
rigurosa del TFA en su tesis doctoral: Nueva demostracion del teorema de que toda
funcion algebraica en una variable puede ser factorizada en factores reales de primer
o segundo grado, en 1799. En este trabajo hace la critica a los trabajos de D’ Alambert,
Euler y Lagrange y aborda el TFA desde una perspectiva distinta, ya que Gauss no
calcula las raices del polinomio real, sino que demuestra su existencia por medio de
un método original (D4vila, 2003b, p.50).

En 1814, Jean Robert Argand (1768-1822) matematico francés; presenta una prueba
sencilla del TFA basado en las ideas de D’Alambert y en 1816 Gauss presenta la
prueba basado en las ideas de Euler, con una demostraciéon completa y correcta.
En ese mismo afo, presenta una tercera prueba del teorema desde una perspectiva
geométrica, como en su primera demostracion y en 1849 Gauss, prueba el TFA en
forma general, esto es:

Teorema 2.1. Un polinomio de grado n con coeficientes complejos tiene n raices
complejas (Davila, 2003b).

En la terminologia moderna este teorema equivale a decir que el campo de los
numeros complejos es algebraicamente cerrado.

Tabla 2.2: Significados dados al objeto Grupo en las civilizaciones antiguas, en la
edad media y en la edad moderna

EDAD MODERNA

PERIODO UNO SIGNIFICADO ALGEBRAICO:
Carl Friedrich Gauss (17771855) Aleman Conjunto ZP
Jean Robert Argand (17681822) Conjunto de permutaciones de
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) las rafces.
Leonhard Euler (1707-1783) Suizo Conjunto de los enteros y la

aritmética médulo n.
Gottfried Jean Le Rond D’Alembert (1717-
1783) Francés

Wilhelm Leibniz (1646-1716) Aleman
Isaac Newton (1643-1727) Britanico
John Wallis (1616-1703) Inglés

Pierre de Fermat (1606-1665) Francés

RENACIMIENTO
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PERIODO UNO | Albert Girard (1595-1632) Francés SIGNIFICADO ALGEBRAICO:
René Descartes (1596-1650) Francés
William Oughtred (1574- 1660) Inglés

Conjuntos de permutaciones.

(funciones con las raices de las

Thomas Harriot (1560-1621) Inglés ecuaciones).
Francois Viéte (1540-1603) Francés Aritmética mddulo n.
Girolamo Cardano (1501-1576) Italiano
EDAD MEDIA

PERIODO UNO | Cristoph Rudolff (1499-1545) Aleméan SIGNIFICADO ALGEBRAICO:
Adam Ries (1492-1545) Alemén Conjuntos de permutaciones.
Scipione del Ferro (14651526) Italiano (funciones de las raices las
Luca Pacioli (1445-1517) Italiano ecuaciones).
EDAD MEDIA

PERIODO Nicolas Chuquet (1450- 1500) Francés SIGNIFICADO PRE-

CERO Leonardo de Pisa - Fibonacci (1175-1240) ALGEBRAICO
Ttaliano

Arabes: Omar Khayyam (1050-1123)
Muhamed Abu’l Wefa (940- 998)

Hindues: Bhaskara(1114-1185)
Brahmagupta (598-670)
CIVILIZACIONES ANTIGUAS
Arabes: Al-Jhwarizmi (VIII) Hindues
Grecia: Diophanto (IIT) Babilonia

Egipto

2.2.6. Edad contemporanea (XIX a la actualidad)

Periodo dos: Busqueda de métodos generales para la solucion de la ecuacion alge-
braica de grado n. Demostracion de la imposibilidad solucionar por radicales las
ecuaciones algebraicas generales de gradon > 4

Hacia la segunda mitad del siglo XVIIL, uno de los problemas centrales era: encontrar
las soluciones de la ecuacion general de grado »n por el método de radicales, esto
es, haciendo operaciones aritméticas de suma, resta, multiplicacion, divisién y
extraccion de raices, con los coeficientes de la ecuacion:

n+ax+ax"?+.+a x+a =0 (2.1)

Los métodos para resolver las ecuaciones ctibicas y bicuadraticas de los algebrista
italianos del siglo XVI se generalizaron en los siglos posteriores; se retomd a Viéte,
Descartes, Euler y Bézout: por el éxito con el analisis algebraico en la solucién de la
ecuacion ( 2.1), para los casos n =3 y n = 4 asi, muchos matematicos de los siglos
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XVII y XVIII trataron de encontrar un método de solucioén para la ecuacion general
de grado quinto; entre ellos Newton, Leibniz, Tschimhausen, D’Alambert y Euler.
Se pensaba que el método debia existir y por esta razon, no se lograron avances
significativos sino hasta 1770 con los trabajos de Vandermonde y Lagrange.

En 1770, Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) matematico Francés:
presenta a la academia de Ciencias de Paris su trabajo: Mémoire sur la Résolution
des Equations, en el cual enunciaba que toda ecuacién de la forma:

x*-1=0
con p un numero primo, es soluble por radicales.

Vandermonde, da un método similar para encontrar las raices de la bicuadratica e
incluso analiza algunos casos de ecuaciones particulares de grado superior; pero su
trabajo se publicé en 1774 y sus razonamientos fueron opacados por el trabajo de
Lagrange, con la “Teoria de ecuaciones algebraicas”; en 1771, se publica la memoria
de Lagrange: Réfléxions sur la Résolution Algébrique des Equations, por la Academia
Prusiana de Ciencias. En este tratado, se analizaban, desde diferentes puntos de
vista varios de los métodos para resolver por radicales las ecuaciones de grado tres
y cuatro; con base en este analisis, Lagrange presenta un método que resume los
anteriores y logra encontrar la caracteristica comtn de los métodos: los métodos
funcionan porque es posible reducir cualquier ctibica o bicuadratica a una ecuacion
auxiliar cuya grado es menor en uno, respecto a la original: éstas ecuaciones son las
que admiten una solucion por radicales (Davila, 2003b, p. 52).

Con respecto a la ecuacion de grado quinto Lagrange escribi6: “El problema de
resolver [por radicales] las ecuaciones cuyo grado es mayor que el cuarto, es uno de
esos problemas que no han sido resueltos, si bien nada prueba la imposibilidad de
resolverlos” (Lagrange, 1867, p. 305 citado en Davila, 2003b).

Mas adelante en el texto, Lagrange afirma: “De nuestro razonamiento vemos que
es muy dudoso que los métodos que hemos considerado puedan dar una completa
solucion a las ecuaciones de quinto grado” (Lagrange, 1867, p. 307 citado en Davila,
2003b. p. 55).

Aunque Lagrange no tuvo éxito y a pesar de no obtener resultados concluyentes
para las ecuaciones de grado mayor a cuatro, los resultados de su analisis sobre la
resolucion de ecuaciones algebraicas fueron una parte fundamental en el desarrollo
del dlgebra moderna, ademas de la gran influencia que pudo ejercer en la comunidad
matematica de finales del siglo XVIII y del siglo XIX (Davila, 2003b).

Antes de Lagrange, nadie habia escrito sobre la posibilidad de la no existencia de
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métodos generales para resolver por radicales las ecuaciones de grado superior a
cuatro. Incluso, algunos matematicos creyeron haber resuelto la ecuacién de grado
quinto: en el siglo XVII, el algebrista Tschirnhausen (1661-1708) desarrollé un
método que se basaba en transformar la ecuaciéon dada en una mas simple, proceso
en el cual era necesario resolver una ecuacion auxiliar. Este método funcionaba bien
para las ecuaciones de grado dos, tres y cuatro; pero, después se probd que para la
ecuacion de grado quinto, la ecuacién auxiliar que previamente se debia resolver
resultaba de grado sexto. Asi que fue necesario esperar hasta el siglo XIX para resolver
el problema completamente (Davila, 2003b, p. 56).

Paolo Ruffini (1765-1822), matematico italiano, discipulo y admirador de
Lagrange, en su trabajo: Teoria generale delle equazioni, del afio 1799, logré probar
usando el método de Lagrange, que para las ecuaciones de grado superior a cuatro
es imposible encontrar ecuaciones resolventes de grado menor que cinco. Publicé
una segunda memoria sobre el mismo tema en las Memorie di Matemdtica e Fisica
della Societd Italiana delle Scienze, en 1802; posteriormente publicé otro trabajo en
1813 titulado: Riflessioni intorno alla soluzione delle equazioni algebraiche generali;
version mas elaborada sobre sus trabajos anteriores y estudié con gran detalle
las permutaciones de las raices de una ecuacién, con lo cual llegé a demostrar
la imposibilidad de resolver algebraicamente las ecuaciones de grado superior a
cuatro (Davila, 2003b, p. 56).

El trabajo de Ruffini, fue analizado con escepticismo por los matematicos de la época:
Malfatti, Carnot y Legendre que expresaron sus dudas acerca de la validez de las
demostraciones presentadas. La prueba dada por Ruffini, no fue del todo concluyente
ya que en ella se asumia que si una ecuacion era soluble por medio de radicales,
entonces las expresiones para las raices podian darse de tal forma que los radicales
involucrados fueran funciones racionales de las raices de la ecuacion y de las raices
de la unidad (Kline, 1972, p. 605). Este resultado no fue probado y por tal motivo sus
conclusiones no fueron definitivas, aunque esto era correcto (Davila, 2003b, p. 56).

Aparece en este desarrollo el joven matemadtico noruego, Niels Henrik Abel
(1802-1829) quien demuestra que es imposible resolver por radicales las ecuaciones
de grado superior a cuatro. Abel estudid las obras de Euler, Lagrange y Gauss y
crey6 haber encontrado un método para resolver la ecuacién general de quinto
grado, pero pronto se dio cuenta de su error y continué con sus investigaciones en el
problema: finalmente, en 1824, demostrd la imposibilidad de resolver por radicales
la ecuacion general de grado mayor que cuatro. Publicé sus resultados en un panfleto
titulado: Mémoire sus les équations algébriques, corriendo él mismo con los gastos
de la publicacién por su precaria situacion econdmica. Luego, en 1826 public6 una
version mds elaborada de su prueba, en el Journal “fiir die reine und angewandte
Mathematik” - Revista de Matematicas puras y aplicadas de Crelle, con el titulo de
Démostration de I'impossibilité de la résolution algébrique des équations générales
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qui passent le quatriéme degré. Estos dos trabajos, tenian las mismas ideas solo que
algunas partes eran mejor explicadas en el segundo articulo y otras simplificadas
(Davila, 2003b, p. 57).

Abel, conocia el trabajo de Ruffini y habia expresado sus dudas sobre la validez de la
demostracion dada, respecto al problema de la no solubilidad de la ecuacion general
de grado n: “Sumemoria es de tal manera complicada que es muy dificil juzgar sobre
la justeza de sus razonamientos. Me parece que su razonamiento no es del todo
satisfactorio” (Davila, 2003b, p. 57).

Para probar este teorema hizo uso de otros resultados obtenidos por Lagrange, Ruffini
y Cauchy en relacion con el nimero de valores que una funcién de » variables puede
tomar si éstas son permutadas. Asi quedo resuelto un problema que por mas de dos
siglos y medio habia resistido los embates de muchos matematicos destacados. Como
consecuencia de este resultado, se demostré que es imposible resolver por radicales
la ecuacion general de grado n paran > 5.

En 1829, dos meses antes de su muerte, en extrema pobreza Abel publico otro trabajo
en el Journal de Crelle con el titulo: Mémoire sur une classe particuliére d’équations
resoluble algébraiquement, el cual trataba sobre el problema de la division de la
lemniscata, que es la curva en forma de 8 (la division del circulo llevaba a ecuaciones
llamadas “ciclotémicas”. En el caso de dividir la lemniscata en arcos de igual longitud
se obtenia una familia de ecuaciones algebraicas las cuales probd que eran solubles
por radicales; a estas ecuaciones se les llama abelianas. Abel introduce otras nociones
importantes en su estudio, como campo y polinomio irreducible: nociones centrales
en el trabajo de Galois (Davila, 2003b, p. 58).

Tabla 2.3: Significados dados al objeto Grupo en la edad contemporanea

EDAD CONTEMPORANEA
PERIODO Niels Henrik Abel (1802-1829) Noruego SIGNIFICADO ALGEBRAICO
bOs Agustin-Louis Cauchy (1789-1857) Francés Grupos de permutaciones.
Paolo Ruffini (1765-1822) Italiano Grupo S, de permutaciones.
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) Francés de Funciones racionales de las
origen Italiano raices (polinomios simétricos).
Alexandre Théophile Vandermonde (1735-796)
Francés

El trabajo de Abel fue muy importante, pero le falt6 dar respuesta a la
pregunta:;Cuando una ecuacidn arbitraria es soluble por radicales? Se sabia de la
imposibilidad de dar métodos generales, que permitieran resolver cualquier tipo
de ecuacion de grado superior a cuatro (Teorema de Abel); pero, existen familias
particulares de ecuaciones de grado mayor que cuatro que son solubles por radicales.
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Este hecho habia sido demostrado por Karl Frederick Gauss, desde 1801, afio en
que se publico su famoso libro: Disquisitiones Aritmethicae, el cual fue la fuente de
inspiracion para muchos matematicos y fundamental en el desarrollo de la teoria de
numeros y del algebra(Davila, 2003b).

Periodo tres: Determinacion de las familias de ecuaciones algebraicas de grado n >
4 solubles por radicales y la Teoria de Galois

Evariste Galois (1811 1832) fue el matematico Francés, que dio respuesta definitiva
al problema de la solubilidad de las ecuaciones algebraicas por medio de radicales y
crea la teoria algebraica llamada hoy “Teoria de Galois” que corresponde a una de las
mas grandes creaciones en la historia de la matematica, tanto por las aportaciones
a ésta, como por los desarrollos posteriores de la teoria, dando lugar a un area de
investigacion en las matematicas contemporaneas (Davila, 2003b, p. 59).

En 1829, el 25 de mayo, Galois presenta a la Academia de Ciencias de Paris los
primeros resultados de sus investigaciones sobre la solubilidad de las ecuaciones de
grado primo por intermediacion de Cauchy, quien fue designado para revisar los
trabajos; sin embargo, el dia de dar el reporte, Cauchy se excusa y pide programar su
presentacion para otra sesion; en la siguiente sesion, presentd un trabajo suyo y no
menciono al trabajo de Galois. Se tiene la hipdtesis de que Cauchy animo a Galois
a unificar y extender sus investigaciones y presentar su memoria para el Grand Prix
de Matematicas, cuya convocatoria cerraba el primero de marzo. Asi, en Febrero
de 1830 Galois present6é una memoria en la cual se analizaban las condiciones para
que una ecuacion fuera soluble por radicales; esta memoria fue asignada a Fourier
en calidad de secretario perpetuo de fisica y matematicas de la Academia. Después
de varios meses, Galois envia una carta a la Academia quejandose por el negligente
trato con su trabajo; la respuesta que obtuvo fue: “...el asunto es muy simple, la
memoria se perdié con la muerte de Cauchy, a quien se le habia confiado la tarea de
examinarla...” También, Fourier muere el 16 de mayo de ese afio y no se encontrd
entre sus papeles, por lo que no particip6 en el concurso (Davila, 2003b, p. 60).

Galois, publicé varios trabajos en el periodo de abril a junio de 1830 en el prestigioso
Bulletin de sciences mathematiques, physiques et chimiques, dirigido por el Barén
de Férussac; estos trabajos correspondian a un resumen de la memoria enviada al
Grand Prix, Analyse d’une mémoire sur la résolution algébrique des équations, en la
cual enunciaba sin demostrar los teoremas principales que ella contenia y un articulo
titulado: Notes sur la résolution des équations numeériques; ademas, un articulo muy
importante titulado: Sur la théorie des nombres. Por invitacion de Poisson, volvid
a reescribir la memoria presentandola de nuevo a la Academia el 17 de enero de
1831, con el titulo de: Mémoire sur les Conditions de Résolubilité des Equations par
Radicaux: los revisores designados fueron Lacroix y Poisson. En julio recibié la
respuesta:
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Estimado sefior Galois:

Su articulo fue enviado al Sr. Poisson para su revision. El lo ha regresado con su reporte,
que ahora citamos:

Hemos hecho todo esfuerzo para entender las demostraciones del Sr. Galois. Su argumento
no es lo suficientemente claro no lo suficientemente desarrollado de tal manera que nos
permita juzgar su rigor; ni siquiera es posible para nosotros darnos una idea sobre este
articulo.

El autor afirma que las proposiciones contenidas en el manuscrito son parte de una teoria
general la cual tiene muchas aplicaciones. Con frecuencia, diferentes partes de una teoria
se aclaran unas a otras y se pueden entender mds fdcilmente cuando son tomadas juntas
en vez de aisladas. Por lo tanto, deberiamos mejor esperar para formarnos una opinion
mds definida, hasta que el autor publique una version mds completa de su trabajo.

Por esta razén, le estamos regresando el manuscrito esperando que encuentre uitiles las
observaciones del Sr. Poisson para su trabajo futuro.

Francois Arago, Secretario de la Academia (Davila, 2003b, p. 61).

Galois lee la memoria en la noche anterior al duelo haciéndole algunas correcciones
y anotaciones: “ha sido uno de los mas grandes testamentos cientificos en la historia
de las matematicas” (Davila, 2003b, p. 61). Todas las proposiciones y teoremas
enunciados son correctos. Algunas demostraciones, requerian de ciertos retoques ya
que estaban solo esbozadas, al estilo de Galois; sin embargo, resultaba impresionante
la claridad y la profundidad de las ideas, asi como la seguridad de este, sobre la
importancia de sus resultados (Dévila, 2003b, p. 61).

Galois, al igual que Abel, tenia claro el concepto de campo como el conjunto a donde
pertenecian los coeficientes de la ecuacion y ademas, que al adjuntar otras cantidades
al campo, se iban construyendo extensiones del campo base y que éstas extensiones
eran campos. Define polinomio reducible, como aquel que se puede factorizar en
el campo base, de lo contrario se llama irreducible; una ecuacién que es irreducible
en el campo original, puede volverse reducible al adjuntarle al campo una cantidad
(campo extension). Otro de los conceptos fundamentales en este trabajo fue el de
Grupo de permutaciones. Asi, Galois es el primero en usar el término “Grupo” como
una coleccidn cerrada de permutaciones bajo la operacion de composiciéon: “si uno
tiene en el mismo “grupo” las sustituciones S y T uno debera tener la sustitucion
ST.” Estas sustituciones eran las permutaciones de las raices de la ecuacion (Davila,
2003b, p. 62).

Los conceptos anteriores, fueron la base de una teoria general de la cual Galois
tenia una idea completamente clara, lo cual se puede constatar con sus escritos; asi,
en la introduccidon de su memoria escribe: “me debo conformar con describir de
una manera sintetizada los principios generales y una sola aplicacién de mi teoria”
(Davila, 2003b, p. 62). La aplicacion era la solubilidad de las ecuaciones por radicales;
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ya que con ésta teoria, las principales propiedades de la ecuacion se reflejan en ciertas
propiedades del grupo asociado a la ecuacién denominado en la actualidad: El
grupo de Galois de la ecuacion. La existencia del grupo y de sus propiedades fueron
probadas por Galois en su memoria (Davila, 2003b).

La memoria no fue entendida por los matematicos de la Academia de Ciencias
encargados de su revision; tuvieron que pasar 14 afios después de la muerte de Galois
para que fuera publicada por Joseph Liouville (1809-1882) matematico Francés, en
su Journal de Mathématiques Pures et Apliquées, en el afio 1846. Aqui, Liouville
hace algunos comentarios y cuenta el gran regocijo que sinti6, después de llenar
unas cuantas omisiones leves por parte de Galois y al verificar que los resultados
propuestos eran totalmente correctos. Otra de los aportes de Galois al algebra, en su
memoria: Sur la théorie de nombres, fue el inicio de lo que hoy se llaman los campos
de Galois, importantes en el algebra contemporanea (Davila, 2003b, p. 63).

Entrelos primeros que estudiaron y continuaron los trabajos de Galois se encuentran:
Liouville, Charles Hermite, Victor Puiseux y Joseph Alfred Serret. Este ultimo
tomo algunos cursos con Liouville sobre la Teoria de Galois y publicé en 1854 un
libro titulado: Cours d’Algebre Supérieure, cuya tercera edicion de 1866 incluye un
capitulo dedicado a exponer esta teoria. Las dos ediciones anteriores no la incluian,
debido al anuncio hecho por Liouville de publicar las obras de Galois, lo cual no llevo
a cabo. Sin embargo, el primero en hacer una exposiciéon completa de esta teoria
y presentar en forma detallada todas las demostraciones fue Enrico Betti en 1852.
Después, Camille Jordan publicé en 1870 un tratado que tuvo mucha influencia en
el desarrollo posterior de la teoria de Grupos y la Teoria de Galois (Davila, 2003b).

Periodo tres: Los conjuntos de permutaciones

Una de las aportaciones fundamentales de Lagrange, fue el hecho de que sus métodos
mostraron la importancia que tenia el estudio de las permutaciones de las raices de
la ecuacion algebraica. Lagrange considerd que en este estudio residia la verdadera
filosofia del problema (Davila, 2003b, p. 65). De hecho, segun Kleiner (1986): “...
era la primera vez que se hacia una asociacion entre las soluciones de una ecuacion
polinomial y las permutaciones de sus raices...” Este punto de vista de Lagrange fue
correcto como lo aprecié Galois en su trabajo (Davila, 2003b).

En la misma direccidn, el matematico Francés, Augustin—Louis Cauchy (1789-1857)
en 1815 realiz6 grandes aportes a la teoria de los grupos de permutaciones; a él se
debe que esta teoria se haya desarrollado de manera auténoma, ya que antes de
Cauchy solo se estudiaban las permutaciones en relacién a la teoria de ecuaciones.
En ese afio, Cauchy publicé un importante resultado relacionado con los distintos
valores que puede tomar una funcién racional no-simétrica en » variables. Ruffini
habia probado que para el caso de una variable el numero de valores distintos no
podia ser menor que 5, a menos que fuera 2; Cauchy generalizé este resultado para
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el caso de n variables y Abel uso el resultado para probar su famoso teorema (Davila,
2003b).

En los afios 1844 a 1846 Cauchy avanzo en su produccion respecto a los grupos de
permutaciones en varios articulos, en los que prob¢ teoremas importantes de la teoria
moderna de grupos. Ademas, Cauchy introduce una notacién que es muy usada
para las permutaciones: para el conjunto X = {1,2,3,4} define una permutacién como
una funcidn biyectiva de X en si mismo. Al conjunto de todas las permutaciones lo
denota por S,y este conjunto con la operacion de composicion de funciones viene a
ser el grupo denominado grupo de permutaciones de cuatro objetos que tiene 4! = 24
elementos; Cauchy denota una permutacién como:

r-(a)

Y en notacidn ciclica como (1234), simbologia que se usa hasta actualmente. Entre
los resultados més importantes de Cauchy respecto a este grupo de permutaciones
se tiene: a) Toda permutacion es producto de 3—ciclos y b) Si un niimero primo p
es divisor del nimero de elementos de un grupo, entonces el grupo contiene un
subgrupo de orden p (Davila, 2003b).

Un trabajo que unifica las ideas de Galois (grupos asociados a las ecuaciones) y de
Cauchy (grupos de permutaciones en si mismos) fue el trabajo de Camille Jordan
(1838-1922). En su libro: Traité des substitutions et des équations algébriques,
publicado en 1870, no solo aplicé el concepto de grupo a la teoria de ecuaciones,
sino también a la geometria algebraica; las funciones trascendentes y la mecdnica
tedrica (Davila, 2003b). Entre las nociones que introduce Jordan en su tratado, se
encontraban: el concepto de homomorfismo, isomorfismo y grupo soluble. También,
define el concepto de serie de composicién para un grupo (de permutaciones)
y prueba parcialmente el famoso teorema de Jordan—-Holder, que establece que:
“cualquiera dos series de composiciéon para un grupo son equivalentes; por lo que
todo grupo que tenga una serie de composicion determina una lista Ginica de grupos
simples. Esto hace referencia a grupos de permutaciones que no tienen subgrupos
normales no triviales. En este contexto, Jordan prueba que los grupos A, son simples
para n =5 (Davila, 2003b, p. 66).

Periodo tres: Grupos abelianos

Gauss (1777-1855) fue un matematico Aleman y en su obra Disquisitiones, inicié con
el estudio de los grupos abelianos finitos, obteniendo muchos resultados pero sin usar
la terminologia de la teoria de grupos. Los objetos, con los que trabajaba Gauss y que
en la actualidad se dan como ejemplos importantes de grupos son: el grupo aditivo
de los enteros médulo n, Z,; el grupo multiplicativo de enteros que son primos relativos
con n, moédulo n; el grupo de clases de equivalencia de formas cuadraticas binarias
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y el grupo de las raices n—ésimas de la unidad. Ademas, prueba que el conjunto
Z,={1, .., p —1} es un grupo multiplicativo ciclico, esto es, que todos sus elementos
se generan como potencias de uno solo de ellos y us6 argumentos propios de la teoria
de grupos, para probar el pequefo teorema de Fermat:

Teorema 2.2. Si p no divide al entero a, entonces a’' =1 mod p.

En los grupos la operacion definida entre los elementos es conmutativa, por eso se
llaman grupos abelianos.

Periodo cuatro: La Teoria Abstracta de Grupos en el siglo XIX

El tratado de Jordan sobre grupos de permutaciones, tuvo gran influencia en la
evolucion de la teoria general de grupos, por el estudio realizado a ciertos grupos
de sustituciones lineales, que en la terminologia moderna corresponden a grupos
clasicos sobre el campo de Galois GF(p), con p un numero primo. El grupo lineal
GL(n, p) de matrices invertibles de orden #n con entradas en el campo finito GF(p)
es uno de ellos, esto en notacién moderna y Jordan logra probar que algunos de los
grupos cldsicos o sus subgrupos son simples.

Los grupos simples, con un nimero finito de elementos son importantes ya que con
ellos se construye cualquier grupo finito. La clasificacién de todos los grupos finitos
simples, fue el trabajo de muchos matematicos del siglo XIX. Asi, Otto Holder en
1889, es el primer matematico en estudiar de forma abstracta los grupos simples;
segun Holder : “seria de gran interés si una lista de todos los grupos simples con un
numero finito de elementos se pudiera conocer” (citado en Davila, 2003b, p. 73).

La importancia de los tratados de Jordan en teoria de Grupos es indiscutible; sin
embargo, el concepto unificador de Jordan de grupo de permutaciones, quedd
rebasado con los trabajos de dos matematicos que fueron atraidos a Paris, por la
fama de Jordan. Fueron estos matematicos, Félix Klein y Sophus Lie, quienes
permanecieron alli de abril a junio de 1870 justo cuando el libro de Jordan hacia su
aparicion. Klein y Lie se hicieron amigos en 1869 y sus investigaciones tenian puntos
en comun. Lie habia sido introducido a la teoria de grupos por L. Sylow, matematico
noruego. Klein y Lie viajaron a Francia, donde tuvieron contacto con Jordan y su
estancia fue determinante para sus desarrollos posteriores (Davila, 2003b).

La generalidad del concepto grupo, no como grupo de permutaciones de Jordan,
Cauchy y Galois sino como “grupo de transformaciones”, aparece en un articulo
publicado en 1871 por Klein y Lie en Mathematische Annale. En este articulo se
explora la idea de “grupo continuo dimensién uno” y se establece la conmutatividad
de éstos. Luego de esto, los intereses de los dos matematicos tomaron caminos
separados aunque siempre ligados al estudio de grupos: Lie desarrolld su teoria de
grupos continuos y la aplicé al estudio de las ecuaciones diferenciales; Klein, por su
parte, aplico la nocién de grupo de transformaciones, al estudio de las geometrias y
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luego inicid trabajos en “grupos discretos de transformaciones fraccionales lineales”
importantes en el estudio de las funciones automorfas (Dévila, 2003b).

Periodo cuatro: Los grupos de transformaciones y la clasificacion de las geometrias

Klein, en la conferencia inaugural para su admisién como profesor de la Universidad

Tabla 2.4: Significados dados al objeto Grupo

PERIODO TRES

EDAD CONTEMPORANEA

Camille Jordan (1838-1922) Francés
Evariste Galois (1811-1832) Francés

SIGNIFICADO ALGEBRAICO
Grupos de permutaciones.
Grupos A de permutaciones.
Conjunto de Permutaciones.
Grupos simples.

Grupos solubles.

Grupo de Galois del polinomio
o grupo asociado a la ecuacién
polinomial.

Alemén

Jean Robert Argand (1768- 1822)
Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
Leonhard Euler (1707-1783) Suizo

Gottfried Jean Le Rond D’Alembert
(1717-1783) Francés

Wilhelm Leibniz (1646-1716) Alemén
Isaac Newton (1643-1727) Britdnico
John Wallis (1616-1703) Inglés
Pierrede Fermat (1606-1665) Francés

EDAD CONTEMPORANEA

PERIODO DOS | Niels Henrik Abel (1802-1829) Noruego | SIGNIFICADO ALGEBRAICO
Agustin-Louis Cauchy (1789-1857) Grupos de permutaciones
Francés .

Grupo S, de permutaciones.
Paolo Ruffini (1765-1822) Italiano . . ,
) Funciones racionales de las raices

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) (polinomios simétricos).
Francés de origen Italiano
Alexandre Théophile Vandermonde
(1735-1796) Francés
EDAD MODERNA

PERIODO UNO | Carl Friedrich Gauss (1777-1855) SIGNIFICADO ALGEBRAICO:

Conjunto de permutaciones.

Aritmética mddulo n.
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RENACIMIENTO
PERIODO UNO | Albert Girard (1595-1632) Francés SIGNIFICADO ALGEBRAICO:
René Descartes (1596-1650) Francés Conjuntos de permutaciones

William Oughtred (1574-1660) Inglés | (funciones con las raices de las
ecuaciones).

Thomas Harriot (1560-1621) Inglés

Francois Viéte (1540-1603) Francés

Girolamo Cardano (1501-1576) Italiano

Aritmética médulo n.

EDAD MEDIA

PERIODO UNO | Cristoph Rudolff (1499-1545) Aleman SIGNIFICADO ALGEBRAICO:

Adam Ries (1492-1545) Aleman Conjuntos de permutaciones.
Scipione del Ferro (14651526) Italiano | (Funciones con las raices de las
Luca Pacioli (1445-1517) Italiano ecuaciones).
EDAD MEDIA
PERIODO Nicolds Chuquet (1450-1500) Francés SIGNIFICADO PRE-ALGEBRAICO

CERO Leonardo de Pisa - Fibonacci
(1175-1240) Italiano

Arabes: Omar Khayyam (1050-1123)
Muhamed Abu’l Wefa (940-998)
Hindues: Bhaskara (1114-1185)

Brahmagupta (598-670)

CIVILIZACIONES ANTIGUAS
Arabes: Al-Thwarizmi (VIII) Hinddes

Grecia: Diophanto (III) Babilonia
Egipto

de Erlangen en 1872, marcé un cambio profundo en la concepcion de la nocién grupo.
La conferencia tenia el titulo: Resumen comparativo de investigaciones recientes en
Geometria: alli establece lo que seria llamado “el Programa de Erlangen” cuyo eje
principal era la clasificacion de las geometrias (euclidianas y no euclidianas), como
el estudio de invariantes bajo varios grupos y sus geometrias asociadas, tales como:
el grupo proyectivo, el grupo de movimientos rigidos, el grupo hiperbdlico, creando
una nueva concepcion, tanto del concepto grupo como del de geometria.

Periodo cuatro: Los grupos continuos de transformaciones

En la misma direccidn, Lie trabajo los grupos continuos de transformaciones, que
iniciaron a tomar forma en 1870 y lo llevaron a formular lo que ahora se conoce
como: “La teorfa de Lie” (grupos de Lie y Algebras de Lie,) la cual se convirti6 en
una rama independiente de las matematicas: sus investigaciones se publicaron entre
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1872y 1879; sus ideas fueron de fecundidad extraordinaria ya que aun hoy se siguen
demostrando resultados relacionados con los grupos y las algebras de Lie (Davila,
2003b).

Las ideas de Lie, se relacionaban con la integracion de ecuaciones diferenciales
parciales; sus investigaciones lo llevaron a considerar “grupos de transformaciones”
que dejaban invariante una ecuacion diferencial parcial (simetrias de ecuaciones
diferenciales) y asi pudo darse cuenta que los distintos métodos conocidos en la
época para integrar ecuaciones diferenciales eran casos particulares de una teoria
general en la que cada ecuacion podia integrarse debido a que ésta quedaba
invariante bajo la accién de un grupo continuo de transformaciones que, para estos
casos, se podia calcular facilmente. Asi, la intencion de Lie, era la de crear una teoria
para resolver ecuaciones diferenciales similar a la de Galois con las ecuaciones
algebraicas. De ésta forma, dada una ecuacion diferencial, se deberia encontrar
un grupo de transformaciones que dejara invariante la ecuacién y por medio del
estudio de las propiedades del grupo y simplificar la ecuacidn para resolverla. Lie,
no pudo dar una formulacién completa como la teoria de Galois para ecuaciones
diferenciales, pero su trabajo fue fundamental en el desarrollo de la teoria de grupos
(Davila, 2003Db, p. 74).

Periodo cuatro: La definiciéon abstracta de Grupo por Cayley

Las investigaciones sobre los grupos continuos de transformaciones, prepararon el
camino para la definicién abstracta de grupo, ya que representaba una vision mas
amplia del concepto, dando ejemplos de grupos infinitos y ademas extiende el campo
de aplicacion de la nocién de grupo, la cual estuvo presente en algunos desarrollos de
la teoria de numeros, la geometria, ecuaciones diferenciales y la teoria de funciones.

El paso que defini¢ la teoria de grupos de forma abstracta lo dio Arthur Cayley
(18211895) matematico Britanico, en 1854 en su articulo: Sobre la teoria de grupos
que dependen de la ecuacion simbélica 0" = 1 en el cual se encuentra la primera
definicién abstracta de un grupo:

Un conjunto de simbolos {1, a, f,...,} todos ellos diferentes y tal que el producto de
cualesquiera dos de ellos (no importa en que orden) o el producto de cualquiera de
ellos consigo mismo, pertenece al conjunto; se dice ser un grupo (Davila, 2003b,

p- 75).

Como parte de la definicién, Cayley establece que el producto de esos simbolos, no
tiene por que ser conmutativo, pero si asociativo. Cayley presentd varios ejemplos,
tales como: a) Los cuaternios con la suma; b) Las matrices invertibles con la
multiplicacion y ¢) Grupos de permutaciones con la operaciéon compuesta. También
demostré que cualquier grupo abstracto, era isomorfo a un grupo de permutaciones:
resultado que hoy recibe el nombre del Teorema de Cayley. Ademas, introduce
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una tabla de multiplicacién de un grupo y afirma que: “ un grupo abstracto queda
determinado por ésta” (Davila, 2003, p. 75).

A pesar de que Cayley era un matematico reconocido de la época, su definicion
de grupo no llamé la atencién de la comunidad y se tuvo que esperar a que
pasaran muchos afios para que el concepto abstracto de grupo, tomara forma en
los matematicos de finales del siglo XIX. Esta tarea la realizé6 Cayley, en una serie
de articulos, donde llama la atencién sobre el tema: Cayley estaba inmerso en un
ambiente de abstraccion. Otros matematicos que dieron definiciones abstractas de
grupo fueron: R. Dedekind (1831-1916), H. Weber (1842-1913) y W. Von Dyck
(1856-1934) matematicos alemanes.

Periodo cuatro: El dlgebra moderna

Un concepto fundamental en el algebra contemporanea, es el de “operacion o ley
de composicion” que segiin Bourbaki, es uno de los conceptos matematicos que se
pueden considerar entre los mds primitivos. Asi, una vez que el hombre primitivo
tuvo cierta familiaridad con el proceso de contar, el siguiente paso fue calcular. En
todo calculo intervienen dos componentes: los objetos con los que se opera (calcula)
y las reglas de operacion (las reglas del calculo). Estas tltimas son las que interesan,
ya que de los objetos solo interesa que satisfagan las reglas de operacion. Esta es,
precisamente, la caracteristica principal del algebra contemporanea: su objeto de
estudio son los sistemas algebraicos, entendidos como un conjunto de objetos que
satisfacen ciertas reglas (axiomas) dadas de antemano y la “abstracciéon” entonces
viene del hecho, de que no interesa la naturaleza de los elementos con los que se
opera: lo que interesa es que cumplan los axiomas que definen las operaciones entre
dichos elementos (Dévila, 2003b).

Periodo cuatro: Clasificacion de los grupos finitos simples en el siglo XX

En el siglo XX se dio todo un movimiento de cambio en algebra del cual surgieron
nuevas estructuras y teorias algebraicas: la teoria de anillos, la teoria de campos,
la teoria de modulos, la teoria de representaciones de grupos y de algebras: el
nombre de “dlgebra moderna” se hizo popular con la publicacién del trabajo de B.
L. van der Waerden (1903-1996) matematico Holandés, en 1930 titulado: Modern
Algebra, que fue el primer documento publicado, donde se hace una exposicion de
forma axiomatica de las nuevas ideas y tendencias del algebra de esa época (Davila,
2003b, p. 77).

La axiomatizacion del algebra, se da principalmente en la escuela alemana moderna
donde se inicia con una unificacion de las tendencias que se habian dado, entre las
que se encuentran los trabajos de Dirichlet, Kummer, Kronecker, Weber, Sylvester,
Clifford, Peirce, Dickson, Wedderburn, Weierstrass, Frobenius, Molien, Laguerre y
Cartan, entre otros. Esta sintesis fue iniciada por Dedekind y Hilbert en los tltimos
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afos del siglo XIX y fue continuada por E. Steinitz, E. Artin, E. Noether, Hassen,
Krull, Schreier y culmina con los trabajos de van der Waerden en su tratado de 1930,
donde se retinen por primera vez estos trabajos en una exposicién en conjunto,
abriendo el camino y sirviendo de guia a las investigaciones posteriores en algebra
abstracta (Davila, 2003b, p. 77).

Finalmente, enrelacion con el problemadelaclasificacion delos grupos finitos simples,
en 1983 se consigue terminar una clasificacion de éstos grupos, estableciéndose que
existen cinco grandes familias y que cualquier grupo finito simple pertenece a una de
esas cinco familias, con la excepcion de 26 grupos que reciben el nombre de grupos
esporadicos. El mayor de ellos es conocido como grupo monstruo (ver, figura 2.1).
Asi, todo grupo finito simple puede ser:

Un grupo ciclico de orden primo: se tratan de los unicos grupos finitos simples
abelianos. El famoso teorema de Walter Feit y John G. Thompson, establece que todo
grupo finito de orden impar es resoluble. Por tanto, todo grupo finito simple tiene,
o bien orden impar y se trata de un grupo ciclico de orden primo, o bien orden par.

Un grupo no abeliano de orden par, que puede ser:

Un grupo alternado de grado al menos 5.

Un grupo de Lie simple incluyendo los grupos clésicos: Los grupos de las
transformaciones proyectivo especial, unitarias, simplécticas u ortogonales sobre
un cuerpo finito.

Un grupo de Lie excepcional o twisted incluyendo al grupo de Tits,F4(2)'

Uno de los 26 grupos esporadicos incluyendo al grupo monstruo.

Hay quienes como John Conway consideran al grupo de Tits como un grupo
esporadico (porque no es estrictamente un Grupo de Lie), en cuyo caso hay 27
grupos esporadicos. Los grupos esporadicos suelen ser de orden grande. El mads
pequeiio es de orden 7.920. Los mas grandes son el “baby monster group” de orden
superior a 4x1033 y el “monstruo” de orden superior a 8 x 1053. Veinte de los 26
grupos esporadicos estan incluidos en el grupo monstruo. A los seis restantes, J1,
J3,J4, O" N, Ru, Ly se les llama “grupos parias”; cinco de los mas pequefios fueron
descubiertos por Mathieu en 1860 y el resto entre 1965 y 1975. Sin embargo varios
fueron predichos antes de ser construidos ((s.f.). Recuperado el dia 4 de marzo de
2016, de http://mimosa.pntic.mec.es/jgomez53/matema/gruposimple.htm).
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Figura 2.1: Clasificacion de los grupos finitos simples (s.t.).
Recuperado de http://mimosa.pntic.mec.es/jgomez53/matema/gruposimple.htm).

Periodo cuatro: Los grupos a partir del siglo XX

Segtn Rivero (1999), la simetria es una caracteristica de la forma que no depende del
movimiento y permanece constante bajo ciertos movimientos del plano y del espacio.
El hecho de poder estudiar conceptos de tipo geométrico mediante el movimiento,
abre una nueva linea de pensamiento en la matematica a mediados del siglo XIX.
Dicha fusion nace de lo que se llama la Geometria de las transformaciones: un nuevo
método de estudio de la geometria, donde se usan coordenadas, transformaciones
lineales en el plano, dlgebra lineal y teoria de Grupos. Una transformacion en el
plano, es una funcién uno a uno del plano en si mismo: si P es un punto del plano
el es enviado a un unico punto P' del plano y se escribe T (P) = P'. Es posible que
algunos puntos queden fijos, esto es, que T (Q) = Q. En este caso se dice que el punto
Q permanece invariante bajo la transformacién T .

En la misma direccion, una isometria se tiene cuando la transformaciéon T no altera
la distancia entre los puntos (cuando se habla de plano se hace referencia a su
estructura afin. En este sentido, todas las transformaciones consideradas, incluyendo
las isometrias, son transformaciones afines). Se prueba que un movimiento en el
plano es una isometria, esto es, que todo movimiento preserva la forma de los objetos
en el plano, aunque los puede mover. Y se tiene que el conjunto de movimientos con
la operacién compuesta es un grupo: el Grupo de los movimientos del plano O(R’);
entre sus elementos se encuentran: las traslaciones (la traslacion es una isometria),
rotaciones, reflexiones y la simetria de deslizamiento (Rivero, 1999).
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Grupos ornamentales del plano

El concepto de simetria de una figura plana, se define con precision al usar el grupo
de movimientos del plano O(R’). En general, si H es cualquier figura del plano, el
conjunto de movimientos que fijan a H es un subgrupo de O(K’) y se denota por
G,;: se llama grupo de simetrias de H. Este grupo da informacioén sobre los aspectos
geométricos y en especial sobre las simetrias de la figura H.

Entre los grupos ornamentales se encuentran:

Los grupos de Leonardo, donde la figura se genera por la acciéon de un grupo de
rotaciones (por ejemplo, un pétalo sobre un circulo), un angulo determinado y
donde se tiene que G,,2 (0) y 0 es una rotacion determinada. El grupo de simetrias
de H que contiene también algunas reflexiones. El grupo de Frisos, contiene solo una
traslacion y corresponde a las decoraciones que se ven en los frisos de las fachadas
de los templos o en las paredes de las casas coloniales. Se considera un friso H,
como una figura que se extiende infinitamente a lo largo de una linea recta; donde
H no tiene simetrias de tipo rotatorio y finalmente, cuando el grupo de traslaciones
esta generado por dos traslaciones no paralelas y la figura basica se repite en todo
el plano inifinitamente, generando una celosia o papel tapiz, se tienen los “grupos
cristalograficos planos (Rivero, 1999).

En 1981, el cristalografo E. S. Feodorov, demostré que solo existen 17 grupos
cristalograficos, al hacer una clasificacién exhaustiva de ellos. Mas tarde, en 1897
Felix Klein y R. Fricke redescrubrieron este resultado; pero ya los drabes en la edad
media, conocian los 17 grupos y los emplearon en la decoracién de las mezquitas,
castillos y fortalezas:

s op o :
< £ B 55 h
sl ol R s

Figura 2.2: Grupo cristalografico plano, (Rivero, 1999)

En la figura 2.2 se considera a H como una figura similar a un campo florido, que
se extiende por todo el plano: H se ha generado a partir de una flor K la cual se ha
trasladado en dos direcciones mediante un par de traslaciones independientes T,
T,. Luego el grupo G, contiene al grupo (T, T,) y ademds, G, contiene infinitas
reflexiones, unas con ejes verticales que pasan por los centros de las flores y otras con
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ejes equidistantes de dos flores. Se prueba que G, se genera por T, T,y una reflexion
cualquiera de las anteriores (Rivero, 1999).

Periodo cuatro: Grupos cristalograficos planos

Un cristal se forma por millones de moléculas iguales que al colocarse unas al lado de
otras en forma ordenada generan formas simétricas casi perfectas: la misma molécula
se repite en forma ordenada y periddica en todas las dimensiones del espacio y
es posible asignarle a cada compuesto cristalino un “grupo de simetrias” a fin de
poderlos diferenciar bien, unos de otros. Existen millones de ellos en la naturaleza.
La forma de hacer esta clasificacion, consiste en partir de una figura basica o celda,
formada por una cierta combinaciéon de moléculas y entonces se va copiando la
celda en el espacio, como una imagen reflejada, rotada o trasladada de la original.
Para esto, se necesita considerar solo un cierto tipo de traslaciones que coloque las
moléculas en el lugar que le corresponda en forma ordenada, sin que se solapen o se
fundan unas con las otras: un grupo de traslaciones con éstas caracteristicas, se llama
un “Grupo discontinuo” (Rivero, 1999).

Un grupo G de movimientos en el plano es un grupo discontinuo si para cada punto
P del plano existe un entorno, un disco abierto D con centro en P tal que la imagen
o(P) no se encuentra en D, para todo o en G diferente de la identidad. Es decir, los
movimientos de G no triviales, mueven a P fuera del entorno D. Y un grupo G de
movimientos en el plano es un “Grupo cristalografico” si el subgrupo de G formado
por las traslaciones es un grupo abeliano infinito y generado por dos elementos
(Rivero, 1999).

Periodo cuatro: Grupos puntuales

En simetria molecular, se define como operacion de simetria a una permutacion
de atomos que transforma una molécula o cristal en un estado que no es posible
distinguirla del estado original. Asociada a cada operaciéon de simetria se tiene un
elemento de simetria, que corresponde a un punto, linea o plano respecto del cual se
realiza la operacion de simetria. Asi, una molécula presenta simetria de tipo puntual,
si todos sus elementos de simetria pasan por un unico punto, en contraste con el
cristal que presenta simetria de tipo espacial y los elementos de simetria que posee
una molécula determinan el grupo puntual al que pertenece.

Por ejemplo, se tiene:

Elemento de simetria Operaciones | Orden del grupo Gl;:ll;ps(i)ng:tri‘ E:al
C, E2C, 3 C,
Operaciones de Simetria Simbolo
Identidad E
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Elemento de simetria Operaciones | Orden del grupo Gl;ll:ps(i)nlileltl:- ?:al
Rotacién propia de %' cy
Reflexién o
Inversion i
Rotacién impropia de 2 Sy
Elementos de Simetria Simbolo
Eje de simetria de orden # (eje propio) C,
Plano de simetria o
Centro de inversion i
Eje impropio de orden n S,

Se cumple que S, = 0y S, = i; esta operacion de identidad i, deja la molécula igual: es la
operacidn que tiene cualquier molécula y no necesita ningtin elemento de simetria.
Se dice, que existe un eje propio de orden n cuando la molécula no cambia después
de una rotacién de 36 ; el eje de mayor orden de una molécula se denomina eje
principal y, por convencion se define como el eje z. De igual forma, el eje impropio
corresponde a una rotacién impropia que resulta de la operaciéon compuesta de
una rotaciéon convencional (propia) seguida de una reflexion entorno a un plano
perpendicular al eje de rotaciéon (Recuperado el dia 4 de marzo de 2016, de http://
www3.uah.es/edejesus/resumenes/DECI/temal.pdf).

Tabla 2.5: Significado del objeto Grupo

EDAD CONTEMPORANEA
PERIODO CU- Arthur Cayle (1821-1895) SIGNIFICADO ABSTRACTO:
ATRO Britanico

El grupo de los cuaternios con la suma.

El grupo de matrices invertibles con la
multiplicacion. Los grupos de permuta-
ciones con la operaciéon compuesta.

Félix Klein (1849-1925) Aleman SIGNIFICADO ALGEBRAICO: Grupo de

transformaciones.
Grupos de Transformaciones:
Grupos continuos de transformaciones.

Grupos discretos de transformaciones
fraccionales lineales.

Grupo proyectivo.

Grupos continuos de transformaciones.

Sophus Lie (1842-1899) Noruego | invariante a la ecuacién diferencial.

Grupo de transformaciones que dejan

Grupo de transformaciones.
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EDAD CONTEMPORANEA
PERIODO TRES | Camille Jordan (1838-1922) SIGNIFICADO ALGEBRAICO:
Francés
Evariste Galois (1811-1832) Grupos de permutaciones
Francés G :
rupos A, de permutaciones.
Conjunto de Permutaciones.
Grupos simples.
Grupos solubles.
Grupo de Galois del polinomio o grupo
asociado a la ecuacién polinomial.
EDAD CONTEMPORANEA
PERIODO DOS | Niels Henrik Abel (1802-1829) SIGNIFICADO ALGEBRAICO:
Noruego
Agustin-Louis Cauchy Grupos de permutaciones.
(1789- 1857) Francés
Paolo Ruffini (1765-1822) Grupo S, de permutaciones.
Italiano
Joseph Louis Lagrange Conjunto de Permutaciones.

(1736-1813)
Francés de origen Italiano

Alexandre Théophile Vander- Funciones racionales de las raices (polino-
monde (1735-1796) mios simétricos).

Francés

EDAD MODERNA

PERIODO UNO | Carl Friedrich Gauss (1777-1855) SIGNIFICADO ALGEBRAICO:
Aleman

Jean Robert Argand (1768-1822) Conjunto de permutaciones.

Joseph Louis Lagrange (1736-813) | En Aritmética modulo .
Leonhard Euler (1707-1783) Suizo
Gottfried Jean Le Rond
D’Alembert (1717-1783) Francés
Wilhelm Leibniz (1646-1716)
Aleman Isaac Newton (1643-1727)
Britanico

John Wallis (1616-1703) Inglés

Pierrede Fermat (1606-1665)
Francés
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PERIODO UNO

RENACIMIENTO
Albert Girard (1595-1632) Francés

René Descartes (1596-1650)
Francés

William Oughtred (1574-1660)
Inglés

Thomas Harriot (1560-1621)
Inglés

Francois Viéte (1540-1603)
Francés

Girolamo Cardano (1501-1576)
Italiano

SIGNIFICADO  ALGEBRAICO:

Conjuntos de permutaciones (funciones
con las raices de las ecuaciones)

y en Aritmética médulo n.

PERIODO UNO

EDAD MEDIA

Cristoph Rudolff (1499-1545)
Aleman

Adam Ries (1492-1545) Alemén

Scipione del Ferro (1465-1526)
Ttaliano

Luca Pacioli (1445-1517) Italiano

SIGNIFICADO ALGEBRAICO:

Conjuntos de permutaciones

(Funciones con las raices de las
ecuaciones).

PERIODO
CERO

EDAD MEDIA
Nicolds Chuquet (1450-1500)
Francés

LeonardodePisa-Fibonacci
(1175-1240) Italiano

Arabes: Omar Khayyam
(1050-1123)

Muhamed Abu’l Wefa (940-998)

Hindues: Bhaskara (1114-1185)
Brahmagupta (598-670)

CIVILIZACIONES ANTIGUAS
Arabes: Al-JThwarizmi (VIII)
Hindtes

Grecia: Diophanto (IIT) Babilonia
Egipto

SIGNIFICADO PRE-ALGEBRAICO

2.3. Configuraciones socio—epistémicas en problemas relacionados con el objeto

Grupo

Las etapas de evoluciéon del pensamiento matematico, respecto al objeto grupo
descritas por Piaget et. al. (2008), corresponden a la etapa inter, intra y trans-
operacional: bajo este supuesto, se establece una etapa 0, donde se da solucién por
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métodos empiricos a las ecuaciones algebraicas (civilizaciones antiguas); una etapa
uno, denominada intra-operacional, en la cual se asocian las problematicas de la
época a la configuracion epistémica CEl; de igual forma, para la CE2, la cual se
relaciona con las problematicas de la etapa inter-operacional y finalmente, la CE3,
se relaciona con las problematicas de la etapa trans-operacional, la cual se inicia con
los problemas planteados y solucionados por Galois. Finalmente, se identificaron
otras problematicas relacionadas, en la emergencia del objeto grupo y corresponden
a problemas relacionados con contextos intra- matematicos y extra-matematicos
las cuales se agruparon en las configuraciones epistémicas CE4.1, CE4.2 y CE4.3 y
finalmente, la configuracién epistémica CE5, se relaciona con el significado global
del objeto de investigacion que corresponde a la definicién abstracta del objeto
de investigacion y determina el significado abstracto del objeto de estudio. Las
configuraciones surgen de las problematicas identificadas tanto en la evolucién del
objeto, como en la aplicacion en otros campos de las matematicas y por tanto se
describen con subindices, como por ejemplo la CE1.1 que se relaciona con el periodo
uno.

Se identificaron como problematicas principales: (0) Problemas relacionados con
M¢étodos empiricos para la solucion de las ecuaciones algebraicas de grado 1,2y 3 en
las civilizaciones antiguasy enla edad media (siglo V-XV); (1) Problemas relacionados
con la determinacion de la relacion entre los coeficientes y las raices de la ecuacion
algebraica de grado 2,3, 4 y el simbolismo algebraico en el renacimiento (siglo XV-
XVI); (2) Problemas geométricos que involucran ecuaciones algebraicas de grado 4
(Descartes); (3) Problemas en Teoria de nameros en la edad moderna; (4) Problemas
relacionados con la busqueda de métodos generales y la imposibilidad de solucionar
por radicales la ecuacion algebraica general de grado n > 4 en la edad moderna (siglo
XVII-XVIII); (5) Problemas con las ecuaciones de grado n >4 resolubles por radicales
y la Teoria de Galois en la edad contemporanea (siglo XVIII-); (6) Problemas en
Aritmética modular en la edad contemporanea (Gauss); (7) Problemas relacionados
con el surgimiento de la teoria abstracta de Grupos; (8) Problemas con el conjunto
de matrices (Cayley); (9) Problema de la clasificacion de las geometrias (euclidianas y
no euclidianas); (10) Problemas en ecuaciones diferenciales parciales; (11) Problema
de la clasificacion de los grupos finitos simples en el siglo XIX y (12) El problema de
la definicion abstracta del objeto grupo en el siglo XIX.

A partir de la determinacion de estas configuraciones epistémicas y haciendo uso de
las herramientas del EOS, se pasa a caracterizar cada una de estas configuraciones,
identificando los objetos matemadticos primarios (lenguaje, situaciones problema,
reglas: proposiciones—propiedades—teoremas, conceptos, argumentos, notaciones,
procedimientos—técnicas) que conforman cada configuracion junto conlas relaciones
entre los objetos que las componen, en términos de las problematicas identificadas
en cada época. Se presenta un ejemplo del andlisis semidtico realizado uno de los
problemas identificados en el periodo cero.
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2.3.1. Problema 0.1: Solucidn de las ecuaciones algebraicas de grado 1 y 2 en la
matematica egipcia

Problema: Hallar el valor del aha si el aha y una séptima parte del aha es 19 (Hallar el
valor del montén si montén y una séptima parte de montén hacen 19)

La respuesta del escriba Ahmés fue 16 + 3 + § = 16. Este problema es el niimero 24 del
papiro Rhind y corresponde a problemas de ecuaciones resueltas por la regla de la
falsa posicion.

Solucion:

La ecuacion a resolver corresponde a % x =19y se utilizo la regla

de la falsa posicion que era conocida:

1) Se daba una solucidn al azar en este caso x =7 (solucidn falsa)

2) Se reemplaza en la ecuacidn: 7 * % =8 (Resultado falso)

3) Debe dar 19 pero en este caso 8 (2 + %) =2+ %)8

4) Entonces 19 = (2 + 398 un nimero 8 veces

5) La respuesta correcta corresponde entonces (2 + %)7 por la
solucidn falsa

6)=14+3 =16+3=16+3+5+3+5+3

_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—16+(E+E)+(E+E)+(E+E)+(E+E)+§

=16 + % + é =16+ % + é que es la respuesta dada.

Una de las fuentes histoéricas sobre las matematicas en egipto que se conserva, es el
papiro de Rhind y el papiro de Moscti. El primero se conoce como papiro de Ahmés. En
este papiro se daba solucidn a problemas sobre reparticion de pan y cerveza, calculo
de areas de terrenos con varias formas trigonométricas y calculo de volumenes, e
incluso se encuentran rudimentos de trigonometria en algunos de ellos; entre estos
problemas se encuentra el 24 que corresponde al presentado.

El problema se relaciona con la configuracion epistémica: “Ecuaciones lineales
en la matematica egipcia” y se observa que el objeto matematico predominante,
corresponde a los procedimientos, ya que para dar solucién al problema se aplica
un método concreto: el método o la regla de la falsa posicion. En el papiro Rhind se
utiliz6 una forma de aritmética o unos procedimientos que hacian uso de las fracciones
unitarias, que eran precedidas a menudo por un nimero entero y se tomaban las
fracciones de los nimeros enteros y de la unidad juntas como una sola declaracion,
como cocientes y restos, o simplemente como aritmética del resto.

El papiro, se cree que pudo ser un documento con intenciones pedagégicas, o
un cuaderno de notas de un alumno. Para otros historiadores de la matematica,
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representa una guia de las matemdticas del antiguo Egipto y se considera como el
mejor texto escrito en el que se revelan los conocimientos matematicos. En el papiro
aparecen algunos errores importantes en algunos casos, que pueden deberse al hecho
de haber sido copiados de textos anteriores. Aunque en la resolucion de los problemas
aparecen métodos de célculo basados en prueba y error, sin formulacién y muchas
veces tomados de las propias experiencias de los escribas; en general, representa una
fuente valiosa de informacion.

En cuanto al lenguaje y los términos utilizados en la solucion del problema, se
considera que las fracciones constitufan un sistema de representaciéon (Rico, Castro
& Romero, 1997), un lenguaje de comunicaciéon de las cantidades no enteras y
positivas y que como tal este sistema estaba sometido a unas normas sintacticas que
pueden evaluarse sistematicamente (Kaput, 1987 citado en Gairin, 2001). Se puede
entender que este sisterma de representacion al igual que otros, surgié de la necesidad
de comunicacién de los resultados de las manipulaciones de objetos del mundo
real y que estaba asociado con la cuantificacién de cantidades de magnitudes que se
obtenian al resolver problemas cotidianos.

Se afirma que la aparicion de las fracciones tuvo lugar al hacer tareas diferentes a las de
contar, ya que los resultados de contar se comunicaban con el sistema de numeracion
aditivo del que ellos disponian. Estas tareas como se mencion6 correspondian a
problemas de reparto, problemas que eran habituales en el quehacer de los escribas:

Los papiros de Rhind y de Moscti son manuales para los escribas, que dan ejemplos
de como hacer las cosas que forman parte de sus tareas cotidianas (Fauvel & Gray,
1987 citado en Gairin, 2001, p. 657).

Los 110 problemas del Papiro Rhind y de Moscu tenfan un origen practico
relacionado con repartos de pan y de cerveza, con mezclas de comida para ganado
y aves domésticas y con el almacenamiento de grano (Eves, 1969 citado en Gairin,
2001, p.657).

Los desarrollos matematicos egipcios corresponde a un tipo de pre-dlgebra ya que
en este periodo no se tenia conciencia del algebra como un area independiente de
la aritmética y de la geometria. En Egipto y Babilonia especificamente se tenia un
algebra aritmética. Los problemas fueron especificos y se pueden llamar de tipo-
algebraico; para su solucion se tenfan métodos equivalentes a resolver ciertos tipos
de ecuaciones algebraicas.

En cuanto a los conceptos que utilizaron los egipcios para la solucion del problema, se
tiene el de fracciones unitarias, que se interpretaban como la suma de los resultados
parciales obtenidos al efectuar el reparto en fases sucesivas; se elaboraban dos
posibles alternativas sobre el modo en que el escriba realizaria los calculos numéricos
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asociados al reparto (Gairin, 2001). En los resultados del texto del escriba no se
justificaban las fracciones que utilizaban y por la forma precisa e inequivoca en que se
presentan los resultados se puede concluir que el escriba lo que hacia era comprobar
que la descomposicion estuviera bien hecha, pero no se considera que alli se plasme
el modo por el cual se encontraba la solucion (Gairin, 2001, p. 656).

2.3.2. Problema 0.2: Solucion de ecuaciones: Distribucion de un area en cuadrados
- egipcios

Problema: Si se te dice que distribuyas 100 ells cuadrados [ell: unidad de area]sobre
dos cuadrados de tal modo que el lado de uno sea 3 del otro: por favor, dame cada
una de las incdgnitas

Este problema fue encontrado en Egipto y corresponde a un tiempo anterior al de
la edad de oro de Grecia. En nuestro lenguaje el problema equivale a solucionar la
ecuacion cuadratica:

X4y =100

X

ST

)/:

Solucion:

Se supone que el lado de un cuadrado es 1 y el otro lado es %. La suma de las
f—g siendo 2 una raiz de ésta. Como la raiz de 100 es 10, se tiene que 10
5

es al lado requerido como 3 esa 1 por lo que un cuadrado es de lado 8 y el otro

areas es

tiene lado 6.

En el problema la situacion-problema corresponde a un reparto de areas y se
encuentra relacionado con un problema geométrico. Los papiros Ahmés y de Moscu,
muestran que la matemdtica en Egipto permanecié en un mismo nivel durante
varios milenios y ademds que no se desarrollé un sistema de numeracion eficiente,
que hubiese llevado sus matematicas por otros senderos mas productivos. Ademas,
los problemas del papiro muestran que los egipcios podian resolver cierto tipo de
ecuaciones de segundo grado, aunque atin desconocian un método general para la
resolucion (Davila, 2002, p. 12).

El procedimiento utilizado en la solucion, es el uso de proporciones para reducir el
problema a una ecuacién lineal o de grado uno que se solucionaba por el método de
la regla falsa; ademas, utilizaron conocimientos geométricos para llegar a la soluciéon
del problema. En cuanto a los conceptos para dar solucién al problema, utilizaron
las fracciones unitarias, la solucién de las ecuaciones de grado uno y algunos
conocimientos geométricos.
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2.3.3. Problema 0.3: Solucién de ecuaciones algebraicas de grado 2 y 3 por los
babilonios

Problema: Encontrar dos niimeros si se conoce su suma y su producto

El método de los babildnicos para resolver esta ecuacion, comprendia los siguientes
pasos (Davila, 2002, p. 13):

Solucidén:

a) Tomar la mitad de la suma [3]
b) Elevar al cuadrado el resultado obtenido [(5)?]

¢) De lo anterior, restar el producto [(5)*-p]

d) Tomar la raiz cuadrada de lo que resulta [\/(5)? -p]

e) Sumar al resultado la mitad de la suma [x =/(5)? —p + 3]
f) El resultado anterior es uno de los niimeros que se buscan

g) El otro es la suma menos este ultimo numero y =s —x

Este procedimiento para resolver la ecuaciéon de segundo grado es equivalente a
resolver la cuadratica por férmula (radicales), ya que:

La suma de los nimeros es s = x + y

sx =x"2 + yx multiplicando por x

X*+p=sxyaquep =xy

x*— sx + p =0 realizando operaciones se tiene que x es solucion de la ecuacién;
sy = xy + y* multiplicando la suma por y

y*—sy +p =0 esto es, y también es solucion de la ecuacion.

Ahora, al considerar la ecuacién general de grado dos ax* + bx + ¢ =0 con a,b,c
ndmeros racionales, con a #0 se tiene la ecuacién x2 + %x + i =0

—¢=_b =p ==
entonces, X +y =s=—_y Xy =p =_.

Los pasos del 1) al 5) de los babildnicos para resolver la forma normal, en notacion
simbdlica llevan a:

Estas dos soluciones se pueden expresar como:

_s*y/s2-4p

[x,y =—5—1



Omaida Seplveda Delgado 127

-b b2 _,c
+ -4<
@ a2 "a ] reemplazando valores

[x)y: P

[x,y = 2bxVbiodac ‘4217:—4&6] simplificando valores.
Los procedimientos, para resolver la ecuacion de grado dos, corresponden a la
deduccion y aplicacion de la férmula cuadratica o método de radicales para la
ecuacion de grado dos; ademas, consideraron las ecuaciones de la forma x* + bx =¢
donde b,c no eran necesariamente enteros, pero ¢ > 0. Utilizaron tablas de cuadrados
en reversa para encontrar raices cuadradas y siempre usaron la raiz positiva ya que
esto tenia sentido al resolver problemas reales; los problemas incluian: encontrar las
dimensiones de un rectangulo dada su area y la cantidad por la cual el largo excedia
el ancho.

Seresalta quelaféormula paralasolucion delas ecuaciones de segundo grado, se conoce
y se aplica desde hace mas de 3700 afos con uso hasta nuestros dias (Davila, 2002,
p-14). En general, las situaciones—problema, estaban orientadas a resolver problemas
cotidianos de calculo de impuestos, calculo de longitudes, areas y volimenes. Pero a
diferencia de las matematicas egipcias, se tenia conciencia de algunas reglas generales
que hacian que los métodos funcionaran en los casos particulares a los que cuales se
les aplicaba; aunque no lograron dar el paso a lo general que es lo que distingue el
pensamiento abstracto del comun (Davila, 2002, p. 13).

2.3.4. Problema 0.4: Solucidn de la ecuacion algebraica de grado 2 por los griegos
Problema: Encontrar dos niimeros x, y tal que x +y=s yxy=p para p, s dados.

Los pitagoricos, conocian el dlgebra babildnica y por tanto, ella debia ajustarse a la
geometria, asi, la forma normal de las ecuaciones de segundo grado para encontrar
dos numeros dada su suma y su producto, se debia interpretar geométricamente.

2.3.5. Problema 0.5: Solucién de ecuaciones algebraicas de grado 1y 2 por los hindues

El hinda: Arybhata, escribio su tratado en verso Aryabhatiya en el afio 499 y de su
texto se obtuvo el siguiente problema:

Problema: En la regla de tres, multiplica la fruta por el deseo y divide por la medida.
El resultado sera la fruta del deseo.

Solucidén:

La traduccion en el lenguaje actual corresponde a solucionar la ecuacién ax =bc

donde a eslamedida, b eslafrutay c es el deseo, entonces la fruta del deseo es x y
bc

el procedimiento establece que x ==-.
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2.3.6. Problema 0.6: Solucion de las ecuaciones de grado 2 por los arabes

Problema: He dividido diez en dos porciones: he multiplicado una de las porciones
por la otra; después de esto, he multiplicado la una de las dos por si misma y el
producto de la multiplicacion por si misma es tanto como cuatro veces el de una de
las porciones por la otra.

Solucion:

Al-Juarismi resuelve el problema de la siguiente forma:

Llama cosa a una de las dos porciones; la otra es diez menos la cosa. Al multiplicar las
dos obtiene diez cosas menos un cuadrado (mal) y siguiendo con el problema, le resulta la
ecuacion: un cuadrado, el cual es igual a cuarenta cosas menos cuatro cuadrados.

Si x es la cosa, entonces 10—x es diez menos la cosa. Se multiplica x consigo misma y se
obtiene x* que debe ser igual a cuatro veces el producto de x por 10—x. Es decir, resulta
la ecuacion x* =4x(10—x), por lo que x*= 40x —4x>. Aqui Al-Juarismi usa el al-jabr para
restaurar el balance:

X+ 4x7 = 40x — 4x% + 4

luego aplica al-muq dbalah para cancelar los opuestos:
5x* =40x

de donde x*= 8x

y se obtiene x =8

El problema se encuentra en el libro al-jabr escrito por al-Juarismi. El texto, se
encuentra dividido en tres partes: en la primera, tiene los procedimientos que
explican cdmo resolver problemas que involucran la cosa y su cuadrado a los cuales
Al-Juarismi llamo6 shai y mal respectivamente: estos problemas de ecuaciones
lineales y cuadraticas, los clasifico en 6 tipos diferentes y en particular el problema
presentado correspondia al caso de cuadrados iguales a raices. Todas las ecuaciones
se consideraban diferentes y en este tiempo no se trabajaron los numeros negativos,
razon por la cual era necesario separar los 6 casos: a) Cuadrados iguales a raices; b)
Cuadrados iguales a nimeros; c) Raices iguales a nimeros; d) Cuadrados y raices
iguales a numeros; e) Cuadrados y numeros iguales a raices y f) Raices y numeros
iguales a cuadrados (Davila, 2002, p.10).

En general, los métodos del algebra, fueron métodos aritméticos que daban solucion
a ecuaciones lineales (grado 1) y cuadraticas (grado dos) y los problemas planteados
correspondian a reparticion de herencias, transacciones comerciales, medida de
terrenos: lo que los hombres hacen constantemente requiere... en todos sus tratos entre
ellos... Y el lenguaje utilizado para el tratamiento de los problemas era de tipo verbal,
como se muestra en el planteamiento del problema presentado.



Omaida Seplveda Delgado 129

2.3.7. Problema 0.7: Solucion de las ecuaciones de grado 2 aplicando propiedades
delos nameros cuadrados (Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano o Leonardo Bigollo,
Fibonacci)

Problema: Encontrar un nuimero tal que su cuadrado sumado con cinco y su
cuadrado menos cinco sean ambos cuadrados

Solucion:

El problema se plantea dando solucidn al sistema:
X*+5=ayx*-5=b

En el texto: “Liber Quadratorum-Libro de los nimeros cuadrados” se presenta un
andlisis detallado de la solucién del problema. Fibonacci descubrié que ningtin
nimero entero cumplia la condicién, por tanto, el resultado debl'a ser una fraccion.
La solucién dada corresponde a x = 3 5 por lo que X +5= (4 ) yx2-5= (2% ?

2.3.8.Problema 0.8: Método de Fibonacci parala solucion de ecuaciones algebraicas
de grado 3

Problema: Encontrar un niimero tal que su cubo, dos cuadrados
y diez raices sean veinte

Solucidén:

Como:

x3+2x2+10x =20 (1)

se tiene que

10(x + 5 x + < x2) 20 (2)
de donde.

x+%x3 +éx2 =2(3)

Y en consecuencia x <2.

Pero de (1) se tiene que 1 +2+10 =13 <20 porlo que x >1
Ademis, x no puede ser una fraccién, ya que si x = ;- entonces de (3) se tiene que:

2
7t 10b3 + sz no puede ser un entero.

Por tanto, x debe ser un nimero irracional; pero tampoco puede ser un irracional

dela forma ~/m para un entero positivo m, pues de (1) se tiene que:

20—2x2

X =012
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Porlo quesi x = +m entonces:

_20-2m
N = 0% m
Lo cual es absurdo al ser x un irracional. Pero x no puede ser alguna de las irraciona-
lidades discutidas en el libro X de los Elementos de Euclides, tales como \/a +Vb .
Asi, la solucién es un nimero irracional x que cumple 1 <x <2y se presenta la solu-

ci6én aproximada: x = 1;22,7,42,33,4,40, en notacion sexagesimal: que corresponde a:

42,7 L4233 4 40
x=l+G+grt 50 Teor Taor taom

Porlo que x =1,368808106

y al sustituir el valor en la ecuacién (1) se obtiene 19,99999995 por lo tanto
20— (x3+2x%+10x) =0,00000005 y la solucién propuesta es notablemente precisa.

En la obra Flos (1225) de Fibonacci, se encuentra este problema y su solucion, que
también presenta en la obra de Los niimeros cuadrados. En el problema, se establece
que no es posible encontrar una solucion exacta por métodos algebraicos, por lo que
recurre a la solucién por un procedimiento de aproximaciones; no es claro coémo
logra realizar el proceso de resolucion, sin embargo, en algunas fuentes (Boyer, 2001)
se afirma que posiblemente utiliz6 el método de Horner, el cual se conocia en China
desde mucho tiempo atras (Chavarria, 2014, p.43).

Entre los conceptos que utiliza para la solucién de los problemas, se encuentran
precisamente el de los niimeros cuadrados cuyo estudio inicié a partir de los
rudimentos de lo que se conocia desde la antigua Grecia y fue avanzando
gradualmente y resolviendo proposiciones hasta dar solucion al problema del
andlisis indeterminado que le habia propuesto como desafio un matematico de la
corte de Federico II (Teodoro) en el cual se le propone: Encontrar un cuadrado
tal que si se le suma o resta el numero cinco, da como resultado en ambos casos
numeros cuadrados. Curiosamente, el afio de publicaciéon del libro también es un
nimero cuadrado y la respuesta corresponde a la que se presenta para la solucion del
problema. Pasaron tres siglos para que Tartaglia y Cardano trabajaran el problema
de la ecuacion cubica; sin embargo, Fibonacci en este segundo problema, encontré
que la solucién no era entera y pudo dar una buena aproximacion.

2.3.9. Problema 0.9: Método de resolucion para un caso especial de la ecuacion
ctbica (Scipione del Ferro)

La primera soluciéon de una forma particular de la ecuacion cubica se debe a Del
Ferro, profesor de matematicas de la universidad de Bolonia.
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Problema: El cubo y la cosa (incognita) igual a un niimero

Solucion:

El problema corresponde a la soluciéon de la ecuacién x* + px = q con p, g
numeros enteros positivos.

En este tiempo no se acostumbraba a escribir la ecuacion con coeficientes negativos
y el algebra era de tipo retdrico, por lo que la ecuaciéon que se conocia era la que se
enunciaba en el problema: el método de solucion fue de tipo verbal. Este logro del
Ferro fue notable ya que el problema en forma general habia estado sin solucion
desde los tiempos de Arquimedes, quien resolvié ecuaciones cubicas por métodos
geométricos. Ademas, otros matematicos habian resuelto casos particulares de esta
ecuacion. Del Ferro, nunca publicé sus resultados, pero antes de su muerte, reveld
el método a su yerno Annibale della Nave y a su discipulo Antonio Maria Fior
(Tartaglia) (Davila, 2003b, p. 46) este método se explica en el siguiente problema.

2.3.10. Problema 0.10: Método de resolucion de un caso de ecuacion cubica
(Niccolo Fontana-Tartaglia)

La primera solucion de una forma particular de la ecuaciéon ctbica se debe a del
Ferro, profesor de matematicas de Bolonia.

Problema: x*+px = q

Solucién
Quando chel cubo con le cose appresso Cuando el cubo junto a la cosa
Se aggualia a qualche numero discreto se iguala a cualquier nimero discreto
Trouan dui altri differenti in esso encuentra dos nimeros que difieran en eso
Dapoi terrari questo per consueto despties tendrds esto por costumbre:
Che'llor produtto sempre sia eguale que su producto siempre sea igual
Al terzo cubo delle cose neto, al cubo del tercio de [el coeficiente de]la cosa
El residuo poi suo general entonces su residuo general
Delli lor lati cubi ben sustratti de sus lados ctibicos que han sido restados
Varra la tua cosa principale te dara la cosa principal

Elalgebra era de tipo retérico, ya que no se habia desarrollado una notacién adecuada;
por lo que la solucion dada es la que se presenté en la tabla anterior. El procedimiento
correspondia a hallar dos nimeros u, v tal que u — v = g pero estos numeros debian
satisfacer que uv = % p’ para finalmente llegar a obtener que, x = Nu—3[v. Con la
solucion del problema, Tartaglia afirma que le habia dado una explicacién completa
de su método a Cardano; pero en el libro del Ars Magna Cardano, explica que Tartaglia
se quedo con la demostracion, por lo que tuvo que buscarla (Davila, 2003b, p. 48).
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Las anteriores 10 problematicas dieron origen a la configuracion epistémica que se
presenta de la tabla 6.16. Se presentan estos problemas de las civilizaciones antiguas
y en la parte superior de la tabla se registran los problemas de la edad media.

Tabla 2.6: Configuracion epistémica CEQ

CE0. Métodos empiricos de solucion de las ecuaciones algebraicas de grado 1,2 y 3 en las
civilizaciones antiguas y en la edad media

CE0.10 | Método de resolucion de un caso de ecuacion cubica (Niccolo Fontana-Tartaglia)

CE0.9 | Método de resolucion para un caso especial de la ecuacion cubica (Scipione del Ferro)

CE0.8 | Método de Fibonacci para la solucion de la ecuacion de grado 3

Solucién de ecuaciones algebraicas de grado 2 aplicando propiedades de los nimeros

CE0.7 cuadrados (Fibonacci)

CE0.6 | Las ecuaciones algebraicas de grado 2 en la matematica arabe

CEO0.5 | Las ecuaciones algebraicas de grado 1y 2 en la matematica hinda

CE0.4 | Las ecuaciones algebraicas de grado 2 en la matematica griega

CE0.3 | La solucion de ecuaciones algebraicas de grado 1,2 y 3 por los babilonios

CEO0.2 Ecuaciones relacionadas con la distribucion de un area en cuadrados

CEO0.1 | Las ecuaciones algebraicas de grado 1,2 y 3 en la matematica egipcia

2.3.11. Problema 1.1: Solucidn de un caso especial de la ecuacion cubica (Gerolamo
Cardano)

Problema: x>+ 6x =20

Solucion:

Cardano procede de la siguiente forma (método para el problema de Tartaglia):
(36)°=8

120 =10 ahora 10% =100
Se suma 100 + 8 =108 luego se toma la raiz cuadrada V108

(/108 +10) esel binomio
(V108 —10) esla apotama

Se toma raiz cubica \3/\)108 +10 vy \3/\/108 -10
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Por lo tanto el valor de la cosa es:

3/ \108 +10 — v/ V108 — 10
Asi,si u = V108 +10y v = V108 — 10

entonces, u —v =20 como lo establece el método de Tartaglia y ademés uv =22
finalmente, la solucién es de la forma x = 3/ u — i v.

Cardano no dice nada de las otras raices de la ecuacidn, ya que esta es la Unica
verdadera porque no consider6 las raices negativas o complejas como tales. Pero,
el verdadero mérito de Cardano fue que no solo soluciond este problema, sino
que inici6 con el estudio de los otros casos de la cubica con éxito. Asi, para otro de
los problemas que corresponde al caso del cubo igual a la cosa y un nimero, da la
siguiente regla:

Caso X*=px + q:

“Cuando el cubo de la tercera parte del coeficiente de la cosa no es mas grande que
el cuadrado de la mitad de la constante de la ecuacidn, restas el primero de estos
numeros de este ultimo y agregas la raiz cuadrada de esta resta a la mitad de la
constante de la ecuacion y de nuevo, réstalo de la misma mitad y tendras, como se
dijo, un binomio y su apotama: la suma de las raices ctibicas de los cuales constituyen
el valor de la cosa” (Davila, 2003b, p. 49.)

2.3.12. Problema 1.2: Solucion por radicales de las ecuaciones algebraicas generales
de grado 3 y 4 en la edad media

Problema de Gerolamo Cardano y la resolucion general de la ecuacion ciibica:
X +ax*+bx+c=0 (2.2)

Para la ecuacion ctbica general x* + ax® + bx + ¢ = 0 con raices Xp X X, Y 4, b, ¢
nimeros racionales, el procedimiento dado por Cardano, corresponde a:

t+ax?+bx+c=0=(x—x;)(x—x2)(x—x3)
=x3—(x1+x3+x3)x2+(x1%2 + X163 +x2%3) X —x1X2%3 =0

de donde, se describen los polinomios simétricos elementales en relacién con
los coeficientes de la ecuacion:

X1 tXy+X3=—a
X1X2+X1X3+%x2x3=D
X1X2X3 =—C
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Para solucionar la clibica general procede con la sustitucién x =y — % para llegar
a una ecuacion de la forma y*+py +¢q =0y toma como soluci6n:
y = u + v luego como:

y =(u+v) =u+v+3(Ju)>v+3(Ju)(Iv)?
=(u+v) +3(Juv)Ru+3v)

se tiene la ecuacion y3 —3(u [ v)y —(u +v) =0 que la compara con la ecuacién
y%+py +q =0y obtiene que:
u +v =—q de donde:
—_(P
uv ——(5)3

Se halla la ecuacién cuadratica con u,v raices y se reemplazan las féormulas an-
teriores para obtener:

22+qz—(5)2=0=22—(u+v)z+uv =0

Soluciona la cuadratica en z y obtiene:

_ 2 Pys3
_ —qE\/q’+4(5) _cay [P
= 2 =2 FV4173
Por lo que:
2 3
) e
Uu=5+\V gty
2 3
-9 _,/9- . P
V=73 § 1t

Y como se supuso la solucién de la forma y = 3/ u + [ v se tiene que:

3/ — 2 3 3 /- 2 3
_v/-a /4t p qa_./a*,p
)’_\/2"' 4+27+\/2 Tt

Y ésta es la solucion de la cubica general (2.2) que se conoce como la férmula de
Cardano.

En la configuracion epistémica, correspondiente a la solucién de la cibica general de
Cardano, se tiene que entre los objetos matematicos, predominan los procedimientos
ya que en este caso, se describe en forma completa un método de solucion. Se observa
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que si se tiene una raiz, es facil encontrar las otras dos y que las raices de la ctbica
general (2.2) se obtienen mediante la sustitucion x = y—— Cardano descubrié con
su alumno Ferrari que efectivamente el primero en descubrir el método para resolver
el problema del cubo y la cosa igual al niimero habia sido del Ferro cerca a 1515
(Davila, 2003b, p. 53).

2.3.13. Problema 1.3: Solucion general de la ecuacion bicuadratica (Ludovico Ferrari)

Otra de las aportaciones del Ars Magna de Cardano, fue el método para resolver la
ecuacion de grado cuarto y el crédito del descubrimiento Cardano lo da a Ludovico
Ferrari. Ludovico fue alumno de Cardano, y encontré un método para calcular las
raices de la ecuaciones de cuarto grado Ax*+Bx’ +Cx*> +Dx +E = 0.

Problema:
xt+ ax® +bx* +ex +d =0 (2.3)

Solucidén:

Primero se elimina el término cubico con la sustitucién x =y —k

(y-k)+a(y-k)}+b(y—k)?+c(y—k)+d =0
Se hace el coeficiente del término cibico —4k +a =0 para obtener que k =7

Entonces se llega ala ecuacién y +y2( +b)+y(———+1)+(—ﬁ+——f+d) 0
Que se representa como:

yt+py?+qy +r=0
Ahora, se introduce un parametro « y se expresa la ecuacién en términos de p,q,r
como:
2
)

()?+Ep+a)2=20£);—61)’+(0f2+17“—r+j (2.4)

Luego, se toma el lado derecho de la igualdad de (2.4) y se factoriza:

2
a’+pa—r+b-
— )

2a(y* -5 sLy +(
Ahora, para que la expresion sea un cuadrado perfecto se necesita que:

2
2 2 4
q° _a'tpa-r+

16a2 — 2a

Para que esto suceda « debe ser la raiz de la ecuacion cubica auxiliar que actual-
mente se conoce como “la ctibica resolvente” de la ecuacion cuartica:

8a’+8pa?+(2p2-8r)a—q%=0

la cual se resuelve usando la férmula de Cardano (férmula del Ferro).
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Y se obtiene la raiz a( de la cubica, luego la ecuacién 2.4 se expresa como:

()/2+%+060)2 =2040(}’—4§70)2

Y se encuentra que,

(y2+5 +ag) =+ V2a0(y - 11)

4a
Estas son dos ecuaciones cuadrdticas para y por lo que se obtienen las cuatro solu-
ciones, las cuales se reemplazan en x =y — ¢ para obtener las raices de (2.3).

En la configuracion-epistémica predominan los procedimientos que presenta
Cardano, para dar solucién a la ecuacion (2.3), este procedimiento es diferente al
de los algebristas italianos del siglo XVI, pero los métodos son equivalentes (Davila,
2003b, p. 54). La obra de Cardano del Ars Magna, marcé un punto en la historia del
desarrollo del algebra, por esto, a Cardano se le considera como una figura central
en este proceso.

2.3.14. Problema 1.4: Relacion entre los coeficientes y las raices de las ecuaciones
algebraicas (Cardano y Viéte)

Problema: ;Qué relacion existe entre las raices y los coeficientes
de la ecuacion algebraica?

Solucion:

Para la ecuacién de grado dos ax?+bx +¢c =0 =(x —x1)(x —x,) se tiene que si
X1,X, son las raices de la ecuacion, entonces:
-b

X1+X2=7
C

X1X2 =,
Para la ecuacion algebraica general de grado n:
apx"+a,-1x" 1 +.. +a;x+ag =0 se tiene entonces que:

An_1=—au(x1+x3+...+x,)
Apna=a,(xX1X0+ .. +X1X, +X2X3+ 0. + Xp_1Xp)
Apn_3=a,(X1%2X3 +X1X2 + X4+ ... +Xn-2Xpn—1Xp)

ar=(=1)"la, (x1%2..Xp_2Xp + oo +X2.. Xp_1%p)
ag=(-1)"a,(x1x2..x,)

La configuracion epistémica asociada al problema hace referencia a la generalizacion
delarelacion que existe entre los coeficientes de una ecuacion algebraica de gradon y
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sus raices. La configuracién tiene como objeto primario matematico predominante a
los argumentos, ya que se presentan féormulas generales que establecen las relaciones
entre los coeficientes y las raices de la ecuacion de grado n. Las relaciones se pueden
definir como funciones de los polinomios simétricos elementales los cuales fueron
descritos por Newton y otros matematicos.

2.3.15. Problema 1.5: Solucién general de las ecuaciones de grado 2 (Francois
Viéte)

Problema: a quadr + B2in A aequantur Z plano

Solucion:

Para la solucién de la ecuacién x2+2ax =b, Viéte inicia con la sustitucién x =u —v:
(u—v)*+2a(u—v) =b yluego hace la sustitucion v = § para obtener:
a a —
(u=95)*+2a(u—-95)=b
asi,
u?—au +(5)?+2au =a’+b
(u+5)*=a’+b
entonces,
_ 2 _a
u=Na*+b-3
asi,

x=u-5=(Va’+b-%)-%5

x=Va’+b-a

En esta configuracion, se verifica que el procedimiento descrito por Viéte, corresponde
al desarrollo de la formula para las ecuaciones de segundo grado; pero la nueva
notacion, hace posible la discusion de las técnicas generales para resolver algunas
clases de ecuaciones.

2.3.16. Problema 1.6: Solucion general de la ecuacidon algebraica de grado 3
(Francois Viete)v

Problema: x>+ ax?*+bx +c=0

Solucion:
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Primero hace la sustitucién x = y — § para reducir la ecuacién a una de la forma

y>+3py =q:
(y=5)+a(y—5)2+b(y—%5)+c=0

De donde se obtiene:
2 3
y st =)y (g v =0

—b_a
Sehace p=3-5y

3
b
1=-C % o)

Se llega a la ecuacion y3+3py =q equivalentea y3+py +q =0
que segun los métodos de Cardano:

Se supone la solucién de laforma y =3fu + v .
Asi, que:

y =) +3QE T+ ) y
y3=3(Juv)y—(u+v)=0

Ecuacién que se compara con la ecuacién y3 +py +q =0 para obtener:

uy ==(5)?

u+tv=—q

En segundo lugar, si u, v son raices de la cuadritica, se tiene:
22— (u+v)z+uv =0=z2+qz —(£)? =0 = cuyas soluciones son:

2 3
z= —% + ! + ‘07 entonces como:

%=y como la solucién es de la forma:

y=3v + i[v setiene que:

3 [a2 p3 3 [a2  p3
y = \/—% + qT + 12’7 + \/—% + % + ‘% de cuyas combinaciones salen 6 raices

pero solo 3 raices cumplen la condicién que uv =—( %) 3 asi que:

3 2 3 3 2 3
— _4q q p _4 _ q p
J’_\/ 2+V4+27+\/2 Tty

En la configuracién epistémica relacionada con la practica matematica, los términos
en el algebra de Vieta, tenia algo de verbal, ya que no se adopté el simbolo + hasta
mucho tiempo después de éstos desarrollos; también se observa de la solucion, que el
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objeto matematico predominante corresponde a procedimientos, ya que la solucion
presenta un método claro para solucionar las ecuaciones de grado tres (Davila,
2003b, p. 39).

2.3.17. Problema 1.7: El simbolismo algebraico y la solucion de la ecuacion de
grado 4 (Thomas Harriot)

Problema: aaaa —6aa +136a = 1155

Solucidén:

Laecuaciénes a*—6a2+136a =1155

Parte de la ecuacion equivalente aaaa —

2aa +1=4aa —136a +1156

Asique:

(aa —1)2=(2a-34)2

aa —1=2a-34 aa —1=34-2a
33=2a—aa aa +2a =35

aa —2a =-33 aa +2a+1=1+35
aa —2a+1=+1-33

a—1=\/—_32 a+1=\/§
1-a=+-32 a=+36-1=5
a=1+\/—_32 —a—lzﬁ
a=1-+-32 a=-v36-1=-7

El problema en este caso corresponde a resolver la ecuacion de grado cuarto (Dévila,
2003b, p. 40). En el procedimiento que desarrolla, se observa como completar
cuadrados y la simplificacion de algunos pasos elementales en el proceso de obtener
las raices de la ecuacion; el conocimiento sobre la extraccion de la raiz cuadrada cuyo
resultado corresponde a dos valores; uno positivo y el otro negativo y el manejo de
todas las raices sean negativas, positivas, reales o complejas. En el procedimiento se
hace evidente el manejo de la notacion relacionada con un simbolismo algebraico
que sirvio para influenciar a las dos siguientes generaciones de matematicos ingleses:
incluso a Lagrange en el siglo XVIII y a Silvester en el siglo XIX, los cuales se
expresaron bien del trabajo de Harriot.

2.3.18. Problema 1.8: Solucién de la ecuacion algebraica de grado 4 (Euler)
Problema: Ax*+ Bx*+ Cx*+ Dx+ E=0

Solucidén:
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Para solucionar la ecuacién Ax* + Bx3+Cx? + Dx + E = 0 se inicia eliminando el
término cubico: para esto, se divide por A y propone la sustitucidn:

y=x- 4% lo cual lleva a una ecuacién donde se ha eliminado el termino de grado
tres:

yt—ay?-by —c=0=x*—-ax?-bx —c

Euler, toma la solucién para la ecuacién de grado cuarto de la forma:
x=+p +q +r

donde, p, g, r se calculan en funcién de las raices a, b,c.
Elevando al cuadrado la solucién, obtiene:

x2—(p+q+r)=2(p +q +r)

Elevando nuevamente al cuadrado se obtiene que:
x*=2(p+q+r)x?+(p+q+r)2=4(pqg +pr +qr) +8pqrx

Se realizan las sustituciones:

f=p+q+r
& =pq +tpr +qr
h =pqr

Y se establece la ecuacion reducida de cuarto grado como:

x*—2fx?2—8Vhx —(4g — f?) =x*—ax?>—-bx —c =0

Luego:
f=5
2
_b
h=g
_ 4c+a2
8§ =716

Y se llega a la ecuacién reducida:

x*+Px2+Qx +R =0 donde se conoce P, Q, R

Ahora, pasa a construir la ecuacion cabica auxiliar con raices P> 4-7:

(z—p)z—q)z—r)=2>~(p+q+r)z2+(pq +pr +qr)z—pqr =z>—fz2+gz—h =0=
x3+ax?+bx +c de donde se conocen los coeficientes f, g, h utilizando el método de
Cardano (utiliza la ecuacion en x).

Para esto se hace la sustitucidn:
x =z — % para eliminar el término cuadrético:
2 3
3 _a” 2a° _ ab —
22 +(b-5)z+ 55 S +c=0
z23+pz+q =0
2
=(b—9
con p=(b-%

3 b
a=(% -4 +o)
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Esta ecuacion tiene como solucién (método de Cardano):
— 1 - —~—\ L

= (Fa VB + (- VD)) -4

A=($+(5)

Donde se tiene que si:

A =0 todas las raices son reales y al menos dos de ellas iguales.
A >0 la ecuacidn tiene una raiz real y dos imaginarias.
A <0 la ecuacion tiene tres raices reales simples.

Ahora, la raiz A se escoge arbitrariamente y se fija; las raices u, v se escogen de
modo que cumplan la relaciéon p =—-3uv, es decir, se escoge una arbitrariamente y
la otra se calcula mediante la relacién dada y se tiene que:

3/— e ’ 1. . . . ’
u =1/ Tq +4A es una raiz ctibica arbitraria del radicando, se define la raiz v me-

diante la relaciéon p =—3uv para obtener:

v=\3/_7—\/X

Con estas tres raices llamadas p, g, r se obtienen cuatro raices:

x1=~p +q+Ar

Xp=Ap-~q-r

X3 = —\/]7+ \/a— \/7

X4 = —\/[7— \/a+ \/F

Finalmente, como se tenia que la solucién a la ecuacién de grado cuatro era de la

forma y; =x; — % se reemplaza y se obtienen las cuatro soluciones de la ecuacién
de grado cuatro.

Cardano en su obra del “Ars Magna” establece que el primero en dar solucién a
la ecuacién de grado cuarto fue Ludovico Ferrari; sin embargo, Leonhard Euler
también interviene en la soluciéon de las ecuaciones de grado cuarto, como lo
muestra el procedimiento descrito para la solucion; este procedimiento inicia con
una sustitucion adecuada que permite eliminar el término cubico, de donde resulta
una ecuacion incompleta de grado cuatro; para ésta toma una soluciéon apropiada
de la forma x = +/p ++/q + 7 que eleva al cuadrado dos veces para obtener una
ecuacion incompleta de grado cuarto en p, g, r. Luego, construye la ecuacion
algebraica de grado tres con raices p, g, r donde conoce los coeficientes de la ecuacion
y utiliza el método de Cardano para solucionar la ecuacién de grado tres, iniciando
con la eliminacion del término cuadratico: mediante una sustitucion, propone una
solucién para la cubica de la forma y = {fu + /v y construye la ecuacién de grado
dos con u,v raices de la ecuacion que resuelve por férmula la ecuacion de grado dos.
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Este procedimiento, le permite obtener las soluciones para la ecuacion de grado tres y
llegar finalmente a la solucion de la ecuacion de grado cuatro. Se observa que en esta
configuracion epistémica, el objeto matematico primario predominante corresponde
alos procedimientos y métodos particulares para encontrar la solucion general de las
ecuaciones de grado cuarto.

2.3.19. Problema 1.9: Planteamiento de problemas geométricos relacionados con
ecuaciones algebraicas de grado 4 (René Descartes)

Problema: x*4 + bx"3 + cx2 +dx +e=0

Solucion:

Descartes, primero plantea un cambio de variable:

z=x+ % asique x =z — % que se reemplaza para suprimir el término ctbico:
4 _3b%\,2 _be , b2 _bd , bic _3b*y _

4+ (c—g)z*+(d-F+F)z+(e— +35 —572) =0

llegando a la ecuacién:

zt+pzl+qz+r =0

La idea de Descartes es factorizar la ecuacion de la forma:
(z2+az+B)(z2—az+y) =0

De donde resulta:

2+ (y+B—a?)z?+a(y—B)z+py =0

Llegando a una ecuacién de la forma z*+pz2+qz +r =0

Donde se obtiene que:

y+B—a’=p
a(y—p)=¢q
By =r

Con estas ecuaciones y haciendo operaciones se llega a la ecuacién:
a®+2pat+(p?—-4r)a?—q?=0

Ecuacién de sexto grado, donde « tiene solo potencias pares.

Finalmente se hace la sustituciéon, A =a? y se obtiene la ecuacién cibica:
A34+2p A2 +(p2—4r)A—q2%=0

Ecuacion que se resuelve nuevamente por el método de Cardano para hallar «, 8, y
y reemplazarlas en las ecuaciones:

(z24+az+B)=0
(z2—az+y)=0

Se obtienen asi, las cuatro raices para finalizar con la sustituciéon x =z — % y obtener
los valores de las raices en la variable x.
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En el problema, se observa que el objeto matematico primario predominante en la
configuracién epistémica, corresponde nuevamente a los procedimientos; ya que se da
un método general para solucionar éstas ecuaciones de grado cuarto, diferente al de
Euler. Entre los conceptos que se utilizan se encuentra la factorizacion de trinomios,
que representan la idea genial de Descartes. En su obra La Géométrie, en uno de los
apéndices ejemplifica su método: para bien conducir la razon y buscar la verdad de las
ciencias; método que expone en su tratado Discours de la Méthode de 1637.

2.3.20. Problema 1.10: El problema de Pappus (Descartes)

Problema de Pappus descrito por Descartes: “Teniendo tres, cuatro o un niimero
mayor de rectas, dadas en su posicion, se intenta hallar en primer lugar un punto
desde el cual se pudiesen trazar tantas lineas rectas, una sobre cada una de las
dadas, formando dngulos dados, de modo que el rectdngulo formado por dos de las
trazas desde el mismo punto, guarde una proporcion dada con el cuadrado de la
tercera, en el caso de que no hayan sino tres; o bien con el rectdngulo de las otras
dos si no hay mds que cuatro; o bien, si hay cinco, que el paralelepipedo formado
por tres guarde la proporcion dada con el paralelepipedo construido sobre las dos
restantes y otra linea dada; si hay seis, que el paralelepipedo construido sobre
tres guarde una proporcion dada con el paralelepipedo formado por las otras
tres; si hay siete, que el resultado obtenido cuando se multipliquen cuatro de ellas
entre si, guarde la proporcion dada con el resultado de las otras tres y también
de una linea dada; si hay ocho, que el resultado obtenido de la multiplicacion
de cuatro, guarde la proporcion dadaconelresultadoobtenidodelasotrascuatro.
Deestemodo,talcuestionpuedehacerseextensiva a cualquier otro niimero de lineas”
(Descartes, 1596).

Figura 2.3: Caso particular para cuatro rectas (Chavarria, 2014, p. 69)

El problema en términos modernos, se traduce en: Dado un numero par de rectas
(2n rectas), encontrar el lugar geométrico de los puntos tales que el producto de sus
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distancias, bajo angulos dados, a n de esas rectas se encuentre en una relacién dada
con el producto de las distancias, bajo angulos también dados, a las otras n rectas.

2.3.21. Problema 1.11: Problemas en Teoria de numeros: Aritmética modular
(Fermat)

Problema: pequefio teorema de Fermat: Si p es un niimero primo que no divide al
entero a, entonces a"p—1= 1modp.

Demostracion: Fermat no da demostracion del teorema.

Problema: ;Cuando un niimero n es expresable como la suma de dos cuadrados?
(Fermat en 1636).

Demostracion: Fermat no da demostracion del teorema y es Euler el que da una
primera demostracion del teorema.

2.3.22. Problema 1.12: Problemas en Teoria de nimeros: Aritmética modular (Euler)

Problema: Teorema de Fermat por Euler: Sea p un primo impar. Entonces p es
suma de dos cuadrados si y solo si p = 1(mod4)

En la configuraciéon epistémica correspondiente a la demostracion del teorema,
realizada por Euler, se observan como objetos matemadticos predominantes los
conceptos de congruencias y numeros primos, el método del descenso infinito de
Fermat, los residuos cuadraticos, el principio del buen orden y conceptos de
divisibilidad. En la prueba sobresalen los objetos matematicos de los argumentos
deductivos para obtener la prueba del teorema. En la configuraciéon se utilizan
numerosos conceptos que ahora hacen parte de la rama de la matematica conocida
como Teoria de nimeros y de igual forma de Matematica discreta.

Problema: Teorema de Euler-Fermat: Si a y n son primos relativos, entonces n
divide al entero a®"—1 (Euler en 1736).

2.3.23. Problema 1.13: Las resolventes de Lagrange y el conjunto S,

Joseph Louis Lagrange, fue un fisico, matematico y astrénomo, italiano que hizo
importantes contribuciones a la astronomia, la mecdnica y las matematicas en la
linea de algebra. En 1771, en su memoria Réfléxions sur la Résolution Algébrique
des Equations, presenté un método que tenia su base en técnicas hasta el momento
conocidas para solucionar ecuaciones algebraicas hasta el grado cuarto y por el
método de radicales. Lagrange pensé que podia extender el método a la solucién
de ecuaciones de grado mayor o igual que cinco, sin llegar a lograrlo. Como se
ha establecido, las ecuaciones de tercer y cuarto grado fueron resueltas por los
matematicos italianos en el siglo XV1, asi que en la primera parte de su memoria, se
encuentran los diferentes métodos conocidos para resolver las ecuaciones de tercer y
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cuarto grado. Lagrange buscaba los principios basicos de estos métodos para usarlos
y encontrar soluciones semejantes por el método de radicales para las ecuaciones de
grado mayor a cuatro (Ruffini y Abel a inicios del siglo XIX basandose en estas ideas
demostraron que esto era imposible).

El método de Lagrange, consistia en sustituir una ecuacion por otra de menor grado:
encontro6 que se trataba siempre de la existencia de funciones resolventes de las raices
y que las funciones mismas eran raices de ecuaciones de grados menores. En su
articulo presentd varios ejemplos, entre ellos:

Problema: Determinar las resolventes, para la ecuacion de grado tres
XC+ax*+bx+c=0

Solucidén:

El trabajo de Lagrange para la ecuacién ctbica x3+ ax?+bx +c¢ =0 se inicia con la
sustitucion y =x + % para eliminar el término cuadrético y llegar a la ecuacion ctbica
y3+py +q =0. El teorema fundamental del 4lgebra, que era conocido, garantizaba la
existencia de las raices x1,X,,x3 de la ecuacion. Por tanto define la funcion:

r=1x1tUaxytHsxs

Donde 11,12, 3 pertenecen a los nimeros complejos y luego de permutar las tres rai-
ces obtiene las siguientes seis combinaciones:

ri=p1X1tUaxo+U3xs
T2 =U1X1+U2X3+3Xx2
r3=u1Xa+prx3+psx;
T4 =U1X3+pU2Xy +p3x]
rs =p1X3+Ho2X1+U3X2
Te =H1X2+tUoX1 +U3X3
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Con las funciones r1,..., r¢ Lagrange construye la ecuacién de sexto grado (Chavarria, 2014):
(y—ri)(y—r2)(y—r3)..(y —r6) =0

Luego toma de manera conveniente 1 =1, =w,u3 =w? donde w es una raiz cubica
distinta de la unidad, es decir, w3 —1 =0y se tiene que w3 —1=(w—1)(w?+w +1) luego
V3 1, \3

; -1 A :
w podriaser - ——=7i 0 5+ —5~i

Y reemplazando, obtiene las funciones:
rl=x1+wxs+w’xs
ry=X1twxs +(L)2X2
r3 =X twxs +w2x1
ra=x3+wxs+wlx,
rs =X3t+twx; +(L)2X2

e =X twx; +(L)ZX3

Haciendo cédlculos encuentra una relaciéon entre ry,..., rg; estas relaciones son diferentes
cuando se establece un orden diferente para las permutaciones (Chavarria, 2014, p. 83):

wr; =wx, +wixs +w3x;
=X3 +twx, +CU2.X2 =Trs

2r =w?x; +w3xy + wixs

w
=x;+twxs+w?x; =r;3
Wry =wxq +w2x3 +(4)3XZ
=xy+twx, +w3x3=rg

2

[ ) =w2x1 +w3x3 +a)4x2

=X3twxy +w2x1 =14

Al conjunto de permutaciones de las raices {r,..., r¢} se le conoce actualmente como
el conjunto S3 de permutaciones de tres elementos y corresponde al grupo simétrico
de orden 3. A este conjunto lo llama Lagrange inicialmente, la Resolvente de la ecuacién
de tercer grado y basandose en esta idea, encuentra la resolvente para la ecuacién de
cuarto grado. Esto fortalecio la idea equivocada de que dicho conjunto deberia existir
para la ecuacion de quinto grado.

Con estos desarrollos en la ecuacidn se tiene que:

(y—ri)(y—r2)(y—r3)(y—ra)(y—rs5)(y—r16) =0
=(y—r)(y—r2)(y—?r)(y—w?r:)(y —wr )y —wrs)
=(y’ = (ri+re’)y+ o))y -wr)
=y’ —(n+rne+ne’) +(’ri+rie+rie’)y-—w’rn

:y3_rf
Ahora,
(y—r2)(y—w?rm)(y—wry) =(y3—r3)

Luego,
(P =) =r3) =) =i +r)y> +rir]
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Ahora toma y3 =t y obtiene una ecuacién auxiliar de grado menor que la ctibica (Cha-
varria, 2014, p. 88):

t2—(ri+r3)t+rir3=0 (2.5)

A partir de las permutaciones se pueden encontrar los valores para x;, x;, x3 tomando:
r14+ry=2x1 +w(xy+x3) +w?(xy+x3)
r1+7r2=2x1 +(w+w?)(x3+x3)
r1+r; =2x; +(—1)(Xz +X3)
ri+ry=—x1+3x1 — X2 — X3
Asi,
X1 =§[(x1 +xy+x3) +r+713]
x2=3[(x1 +x2+x3) +w?r +wrs]

1

3

x3=%[(x1+x3+x3) +wr; +w?r,]

Como las soluciones quedaban expresadas en términos de rj, r, faltaba determinar
(ri+r3) y rjr} para reemplazarlas en la ecuacién de grado dos en la variable t:

Luego para,

r13 =ririri
=(x1+wxs+w?x3)(x; +wxs +w?x3)(x; +wxy +w3x3)

Como w? =1 se tiene que:

3_.3,.3, .3 2 2 2 2(342 2 2
ri=x] x5 +x3 +0(3x7xa +3x5x3 +3x5x1) + 0 (3x7x3 +3x5x) +3x5%2) +6X1%2%3

r23 =xf +x§ +x§ +w(3xfx3 +3x§x1 +3x§x2) +w2(3xfx2 +3x§x3 +3x§x1) +6Xx1X2X3

3,3 _9(x3 433 2 2 2 2 2 2 2(242
ri+ry =2(x] + x5 +x3) +w(3x7x3 +3x5x1 +3x5x5 +3x7x2 +3x5x3 +3x5x1) +w(3x7x, +
3x§x3 +3x§x1 + 3xfx3 +3x§x1 +3x§x2) +12x1x2x3
Seahace R =xfx2 +x§x3 +x§x1 +xfx3 +x§x1 +x§x2 se tiene:

ri+r3=2(x} +x3+x3) +@(3R) +w2(3R) +12x;x,x3

Como w+ o =— 1 se tiene que:
r+r3 =2(x3+x3+x3) +(—1)(3R) +12x,x2x3

Para continuar con el calculo de r} +r; se utilizan las identidades de Girard que esta-
blecen la relacién entre los coeficientes y las raices de la ecuacién, que para el caso de
la ecuacioén ctbica y* + py +g =0 corresponden a:

X1 +x2 +x3 =0 el término en x2
X1X2 +X1X3+X2X3=p

X1X2X3 =—¢q
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Y tomando,

3_ .34 .3, .3 2 2 2 2 2 2
(x1+x2+x3)° =x7 +x5 +x35 +3x7x2 +3x5x3 +3x5x1 +3x7x3 +3x5x1 +3x5x2 +6X1X2X3
(x1+x2+x3)% =x3 +x3 +x§’ +(3R) +6x1x3%3
Utilizando las tres identidades, se tiene que:
xf +x§’ +x§ =—(3R) —6x1x2x3
Asi, 713 +r23 =2(—(3R) —6x1x3x3) +(—3R) +12x;x5x3

3, .3 _
r{+r; =—9R
Y se tiene que R +3x1xx3 =(x1 +x3+x3)(x1X2 +X1%X3 +X2X3)
Por las relaciones de Girard, se tiene que R =—3x;x,Xx3y
r13+r23 =27x1X2X3
3,.3_
ri+r; =-27q

Falta calcular (r1r3)3 =r}r}

Entonces, rir2=(x; +wxs+w?x3)(x; +wxs+w?xy)
r1r2:xf+x§+x§+w(x1x2 +x1%x3 +x3%x3) +w2(x1Xx2 +X1X3 +X2X3)
De igual forma, como w + w? =—1 se tiene que:
riry =x? +x2+x2+(=1)(x1x2 +x1X3 +x2x3)
_ 2.2, .2 _

Ahora, (x1+x2+x3)2=x7+x5+x3+2(x1x2+x1x3+x2x3) =0
Por las identidades de Girard se tiene que:
xf+x§+x§:—2(x1x2 +x1x3+x2x3) =0
Reemplazando en:

22 2 (L
riry =x7+x5 +x3+(=1)(x1x2 +x1x3 +x2x3)
=—2(x1x2 +x1x3+x2x3) +(—=1)(x1x2 +x1x3 +x2X3)
:—3(X1X2 +Xx1x3 +XZX3) :—3p

Asi, (r1r)3=-27p3
Y reemplazando en la ecuacién de segundo grado t2—(r} +r3)t +rjr} =0 se tiene :
t2—(-27gq)t—-27p3=0

Como r; y r; son soluciones de la ecuacién cuadratica, aplicando el método de radica-
les se tiene que :

5279 | /27242  4Q7)p? v

t=rj 2 1 71
_ .3 _727q _ 27292 4(27)p?3
t=ry=—3 Tt 2

Finalmente en la solucion:

1
X1 = 3[(361 +x5+x3) +71] +72]
Se escribe como:

3/ 3,3/ 3
xlzé[(x1+x2+X3)+\/rl+ r5]

Y la solucion es:

1 3/ -27 27292 . 4(27)p3 3[-27 272q2 | 4(27)p?3
x1=§[(xl+x2+x3)+\/Tq+VTq+f+ -\ TR =g

Por las identidades de Girard, se tiene que x; +x, + x3 =0 entonces,

e VTS e T3
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En esta ecuacion, Lagrange llegd a la misma expresion que su antecesor Cardano, para
la solucion de la ecuacion cubica por medio de radicales, a través del proceso que hoy
se conoce como: La resolvente de Lagrange (Chavarria, 2014, p. 93).

De igual forma se procede con:

X2 =%[(x1+x2+x3) +w2r +wrsy)

x3=3[(x1+x2+x3) +wr +w?r;]

A partir de estos desarrollos, se tiene que: Fppeensl forman el grupo simétrico S, de
permutaciones con tres elementos al cual Lagrange denominé inicialmente como:
“La resolvente de la ecuacion de tercer grado” y siguiendo las mismas ideas pasa a
hallar la resolvente para la ecuacion de cuarto grado.

2.3.24. Problema 1.14: El teorema de Lagrange

En el articulo de 1771 de Lagrange, aparece por primera vez, El teorema de Lagrange,
en una forma limitada y dificil de reconocer; este articulo lo publicé en dos partes
la academia de Berlin entre los afios (1770-1771). En esta obra de 200 paginas no se
mencionaban los grupos, sin embargo, fue una de las bases mas importantes para el
desarrollo del algebra moderna del siglo XIX. Los matematicos que vinieron después,
como Galois y Abel estudiaron esta obra para sus investigaciones. El tema de la obra
se relacionaba con el problema de buscar soluciones generales de las ecuaciones:
este era el problema del algebra en la época, para buscar la solucion general de las
ecuaciones de grado mayor o igual que 5, por el método de radicales.

El Teorema de Lagrange en su forma primitiva se enuncio en la siguiente forma:

Si f (x,X,...,x,) es una funcion de n variables y si bajo las n! posibles permutaciones
de las variables, aparecen t funciones distintas, entonces t es un divisor de n!

Segun esto, el teorema de Lagrange en su forma original equivale a decir que el
indice del subgrupo H de S es un divisor del orden de S , donde H es el subgrupo de
permutaciones que dejan fija a f. Asi, el teorema que se llama teorema de Lagrange
fue enunciado en forma restringida y en un lenguaje diferente al que se conoce en la
actualidad.

La idea de grupo de permutaciones la formula mas adelante Galois, 50 afios después;
pero las semillas del concepto las encontré en el trabajo de Lagrange. Sin embargo,
sus construcciones o procedimientos en el proceso general para resolver una
ecuacion algebraica de cualquier grado en 1770 y 1771 fallaban en el método para
las ecuaciones de orden superior a cuatro porque involucraban la solucion de una
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ecuacion de orden superior; pero con las soluciones de las ecuaciones de grado
menor a cinco, Lagrange crey6 poder extender su método sin lograrlo.

En este apartado se analizaron las configuraciones epistémicas que se muestran en
las tablas 6.19, 6.20 y 6.21.

Tabla 2.9: Configuracion epistémica CE1

CE1l. Relacion entre los coeficientes y las raices de las ecuaciones algebraicas de grado 2,3y 4 y el
problema del simbolismo algebraico

CEl.14 El Teorema de Lagrange

CE1.13 Las resolventes de Lagrange y el conjunto S,

CE1.8 Euler y la solucién de la ecuacion algebraica de grado 4

CEL7 Harriot: el simbolismo algebraico y la solucion de la ecuacion de grado 4

CEL6 Viéte y la solucion general de la ecuacion algebraica de grado 3

CEl.5 Viéte y la solucion de las ecuaciones algebraicas de grado 2

CEl4 Relacién entre los coeficientes y las raices de las ecuaciones algebraicas de Cardano y
Viete

CEl3 Ferrari y la solucion general de la ecuacién bicuadratica

CE12 Método de radicalesvpara la solucién de las ecuaciones algebraicas generales de grado
3y 4 enlaedad media

CEl.1 Cardano y la solucion de un caso especial de la ecuacion cubica

CEl.1. La geometria y las ecuaciones algebraicas de grado 4
CEl.10 Descartes y el problema de Pappus
CEL9 Descartes y el planteamiento de problemas geométricos relacionados con ecuaciones

algebraicas de grado 4

CE1.2. Las ecuaciones algebraicas y los problemas de teoria de nimeros en aritmética modular

CEL.12 Euler y los problemas en Teoria de nimeros con Aritmética modular

CEL.11 Fermat y los problemas en Teoria de niimeros con Aritmética modular

2.3.25. Problema 2.1: Imposibilidad de resolver por radicales la ecuacion general
de grado 5 (Paolo Ruffini)

Teorema 2.3. Si una ecuacion es resoluble con el uso de radicales, las expresiones para
las raices pueden darse de tal forma que los radicales en ellas sean funciones racionales
con coeficientes racionales de las raices de la ecuacion dada y las raices de la unidad.
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8.3 Schema della dimostrazione del 1813 1

Cerchiamo di capire come Ruffini intende procedere discutendo un esempio
particolare. Una formmla risclutiva algebrica per 'equazione

™ t+ar™ 4+ br™ 2o tu=10 (8.1)

consiste nel trovare una funzione F(xy, s, ,o5) delle radici di (8.1) che ne
dipenda in modo simmetrico, in modo da poter essere espressa in termim dei
coefficienti di (8.1): F(zy,25,--- ,2,) = fla,b,e,---u) e grazie alla quale sia
possibile esprimere tutte le radici di (8.1). L'ambiguita in una tale formula, gia
evidenziata da Vandermonde, risiede in questo: se

3 * .
x1 = F (21,22, ;Tn),

dove F™* indica una determinazione particolare della F, allora permutando in
amhbo 1 membri x; ed x2, si deve anche avere

x2 = F*(ra, 21, 2n).

Ad esempio questa situazione si presenta nella formula risolutiva delle equazioni
di secondo grado che, detta @« = £1 una radice quadrata dell'unita, si puo
scrivere come
 —b+avbr—Ade
— 5 3
scelto & = +1 e ricordando che b = —(x1 + 2), ¢ = r122 e che il radicando va
considerato in senso aritmetico, si ottiene

(w4 ma) + 3l ) — Ao

Ty = 5 = F*(z,z5).

Figura 2.4: Demostracion del teorema de Ruffini de 1813 (dimat.unipv.it/ rosso/
Ruffini-Abel)

Paolo Ruffini, matematico italiano, continué con los desarrollos de Lagrange y
presentd la demostracion sobre lairresolubilidad de la ecuacion de grado quinto por el
método de radicales, pero, la notacion que utilizé para representar las permutaciones
hicieron que ésta fuera ignorada por los matematicos de la época. Ruffini present6 la
demostracion en dos publicaciones: la primera en el articulo sobre Teoria generale
della equazion y en La reflessione intorno alla soluzione della equazioni algebriche
generali (1799). El método de Ruffini establecia que no existia una resolvente para
las ecuaciones de grado mayor o igual a cinco. Sin embargo, la afirmacién no tuvo
las justificaciones suficientes para la época y no pudo lograr la aceptacion de los
matematicos; ademads, Ruffini utiliz6 una afirmacién que en su momento no tenia la
justificacion suficiente pero que luego llegd a convertirse en el teorema que se conoce
como el teorema de Abel-Ruffini (Mufioz, 2011, p. 6).

2.3.26.Problema 2.2: Generalizacion del Teorema de Rufinni (Agustin Louis Cauchy)
Uno de los primeros trabajos de Cauchy fue generalizar el teorema de Ruffini:

Si mediante las permutaciones de sus n - variables un polinomio toma mds de dos
valores, entonces él toma al menos p valores.
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En el teorema p es el mayor primo en la factorizacion de #; asi, en el lenguaje de la
teoria de Grupos, no hay subgrupos del grupo simétrico de n— permutaciones con un
indice i tal que 2 < i < p (segtin algunos autores, aqui Cauchy crea la nocién de Grupo
de permutaciones al estudiar las permutaciones de las raices).

El método que utilizé6 Cauchy dio origen al cdlculo de sustituciones, grupos de
permutaciones: su método comprendia una fundamentaciéon de las matematicas,
especialmente de Analisis y sele considera como el fundador del rigor en matematicas:
la base de sus trabajos fueron los conceptos de teoria de grupos, tales como el orden
de un elemento, la nocién de subgrupo y la de conjugacion.

En la misma direccidn, el siguiente teorema de Cauchy fue fundamental para la
teoria de grupos finitos:

Para cualquier primo p que divida al orden hay un elemento de orden p.

Este teorema fue notablemente mejorado por Sylow de la siguiente forma: “Si G
es un grupo finito abeliano y p es un primo divisor del orden del grupo, existe al
menos un elemento de orden p. Cauchy estudi6 ciertos conceptos en varios de sus
articulos publicados en 1815 y 1844 entre ellos, las permutaciones de conjuntos
finitos arbitrarios ademas, introduce la notacion que se utiliza actualmente; define
el producto de permutaciones, permutaciones ciclicas, transposiciones, conjunto
de permutaciones generadas por productos de ciertas permutaciones dadas y en
particular prueba que, los 3 ciclos generan todas las permutaciones pares. A Cauchy
se le debe la notacion y muchos resultados actuales; sus contemporaneos usaron sus
resultados sobre permutaciones para realizar sus aportes en la teoria de las ecuaciones
algebraicas, pero fue Galois quién utilizo el término Grupo asociado a una ecuacién y
que resultd en la terminologia actual como el Grupo de Permutaciones.

2.3.27. Problema 2.3: Imposibilidad de resolver por radicales la ecuacion algebraica
general de grado 5 (Niels Henrik Abel)

Abel, fue un matematico Noruego, que proporcioné la demostraciéon correcta y
aceptada por los matematicos de la época, sobre la imposibilidad de resolver por el
método de radicales, la ecuacion general de quinto grado.

Abel escribe sobre la demostracidon de Ruffini:

El primero y si no estoy equivocado, el tnico que antes que yo ha intentado
demostrar la imposibilidad de la solucion algebraica de una ecuacion en general, ha
sido el gedmetra Ruffini. Pero su demostracion es tan complicada que es muy dificil
afirmar lo acertado de su razonamiento. Me parece que no son siempre satisfactorios
(Henrik, 1881, p. 218).
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El trabajo en el que resuelve por radicales la ecuacion de quinto grado, lo presenté a
su mentor Michael Holmboe (1795-1850) otro matematico noruego, pero ninguno
de los matematicos noruegos pudieron probar la veracidad del trabajo. Asi, Holmboe
lo envia a la Real Sociedad de Ciencias de Dinamarca, donde lo revisa el matemdtico
danés Carl Ferdinand Degen (1766-1825) y sugiere presentar ejemplos numéricos;
en este ejercicio Abel encuentra un error en su razonamiento lo que hace detener
su trabajo en esta linea y se dedica entonces al estudio de las integrales elipticas que
también eran su tema de trabajo.

Desde Lagrange, después de presentar un intento fallido en la solucion por radicales
de la ecuacion de quinto grado el problema se plantea en otra direccién: en la
busqueda de un método desde la perspectiva geométrica y analitica y es desde este
punto de vista que Abel logra demostrar la imposibilidad de resolver por radicales
la ecuacion de quinto grado y de grados superiores. En su articulo Mémoire sur les
equations algébriques, oul’on demontres 'impossibilité de la resolution de I'equation
générales du cinquiéne degré (1824), reconoce la importancia de su hallazgo al afirmar
(Chavarria, 2014):

Los gedmetras se han ocupado mucho de la solucion general de las ecuaciones
algebraicas y varios de ellos trataron de probar la imposibilidad. Pero, si no estoy
equivocado, no han tenido éxito hasta ahora, por eso, espero que acojan con agrado
esta memoria, la cual estd destinada a llenar el hueco existente en la teoria de las
ecuaciones algebraicas (Abel, 1824, p. 3).

En 1826 Abel present6 una nueva version de la memoria; més clara y se publica en
el Journal fiir die reine und angewandte Mathematik - Revista de matemdticas puras
y aplicadas fundado por August Leopold Crelle (1780-1855): matematico aleman,
reconocido en el campo de las matematicas por sus publicaciones en matematicas
aplicadas y escolares. Crelle se convirtié en amigo y benefactor de Abel. Pero Abel
queria dar a conocer su trabajo a matematicos prestigiosos, por este motivo se
desplazé a Berlin para entrevistarse con Gauss a quién habia enviado su memoria
pero Gauss la ignor6 por completo afirmando: He aqui otra de esas moustruosidades.

Abel, lleg a Paris donde present6 su memoria a la Academia de Ciencias de Francia
para su publicacion en la revista de la academia: el documento para ser evaluado fue
revisado por Augustin Louis Cauchy (1789-1857) y Adrien Marie Legendre (1752-
1857). Legendre le dejé la responsabilidad a Cauchy afirmando que era poco legible
y Cauchy no se interesé por el trabajo al punto que fue extraviado. Abel regresé a
Europa donde fallecié debido a una tuberculosis pulmonar (Chavarria, 2014).

Legendre, después de la muerte de Abel afirmo:

;Qué descubrimiento es ese de Abel? ... ;Como es posible que ese descubrimiento,
quizas el mas importante que se haya hecho en nuestro siglo, se comunicara a su
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academia hace dos afios y se escapara a la atencion de sus colegas? (Muioz, 2011,
p-17).

Luego de la muerte de Abel, Cauchy y Legrendre intentaron publicar la memoria en
la revista de la académia, pero ya se habia publicado en el Journal de Crelle. En 1830
le concedieron el gran premio de matematicas y esta demostracion funda las bases
del Algebra abstracta.

En la configuracién epistémica CE2, determinada por la situacion-problema que
se relaciona con la demostracion del Teorema sobre la imposibilidad de resolver
la ecuacion algebraica de grado n > 4 por radicales dada por Abel, sobresalen los
procedimientos que utiliza para determinar las raices de las ecuaciones algebraicas.
Abel hace uso de sustituciones apropiadas donde utiliza el concepto de funcién
racional de las raices, raices de la unidad, permutaciones de las raices de la ecuacion,
multiplicidad de una raiz, valores de la funcién de las raices. Ademas, utiliza métodos
de solucién de sistemas de ecuaciones lineales, lo cual le permiten llegar a una
contradiccidn en lo cual se basaba el método de demostracion.

Se presenta en la tabla 2.11, la configuracion epistémica definida a partir de estas tres
configuraciones epistémicas que se determinan en la edad moderna y en el perido
dos.

Tabla 2.10: Configuracion epistémica CE2

CE2. Busqueda de métodos generales y la imposibilidad de solucionar las ecuaciones de
grado n > 4 por el método de radicales

Abel y la demostracion de la imposibilidad de resolver por radicales las ecuaciones
CE2.3 .
algebraicas de grado n > 4
CE2.2 Cauchy y el conjunto de permutaciones de las raices de las ecuaciones algebraicas
CE21 Ruffini y la demostracion de la imposibilidad de resolver por radicales la ecuaciéon
’ general de grado 5

2.3.28. Problema 3.1: Problemas en aritmética modular (Carl Friedrich Gauss)

Gauss inicid sus investigaciones en teoria de niimeros durante su estancia en
el Collegium Carolinum en 1795, pero inicia la escritura de sus Disquisitiones
arithmeticae, a lo largo de su estancia en la Universidad de Goéttingen entre 1795 y
1798. En su diario cientifico, en 1796 aparecen dos de sus resultados mas brillantes:
la descomposicion de todo niimero entero en tres triangulares y la construccion del
hepta-decagono regular. Ambos recogidos en las Disquisitiones. A finales de 1798
Gauss entrega el manuscrito a un editor de Leipzig, pero dificultades econémicas
retrasan la publicacion hasta el verano de 1801. Con las Disquisitiones, Gauss da una
nueva orientacion a la Teoria de Niimeros, dejando de ser ésta una acumulacion de



Omaida Seplveda Delgado 155

resultados anecdoticos aislados para convertirse en una rama de las matematicas tan
importante como el analisis o la geometria (Pérez, s.f.).

Las Disquisitiones se encuentran organizadas en siete secciones: 1) Numeros
congruentes en general; 2) Congruencias de primer grado; 3) Residuos de potencias;
4) Congruencias de segundo grado; 5) Formas y ecuaciones indeterminadas de
segundo grado; 6) Aplicaciones de las nociones anteriores; 7) Ecuaciones de las
secciones de un circulo.

Problema: Pequefio Teorema de Fermat (Art. 49 y 50): Si p es un niimero primo que
no divide a a, a*'—1 es siempre divisible por p.

Problema: Teorema de Wilson (Art. 49 y 50): El producto de todos los niimeros
menores que un niimero primo dado, aumentado en una unidad es siempre divisible
por dicho niimero.

Problema: Ley de reciprocidad cuadrdtica
Demostracion:

En la seccion (4) de su libro, Gauss proporciona la primera demostracion de la Ley de
reciprocidad cuadritica, ala que denomina Theorema aureum (Art. 131) y siguientes:

Si p es primo de la forma 4n + 1, +p serd un residuo o un no-residuo de todo primo
que tomado positivamente sea un residuo o un no residuo de p. Si p es de la forma
4n + 3, —p tiene la misma propiedad. Esto es, existe una reciprocidad entre el par de
congruencias x* = g(modp), x> =p(modq)en la que tanto p como g son primos; ambas
congruencias son posibles o ambas son imposibles, a no ser que tanto p como g dejen
residuo 3 cuando se dividen por cuatro, en cuyo caso una de las congruencias es
posible y la otra no. Gauss contaba con esta demostracion desde 1796, a los 19 afios.
Euler y Legendre lo habian intentado sin éxito como comenta el propio Gauss en el
art. 151. solo por esta demostracion Gauss ya deberia ser considerado como uno de
los matematicos mas potentes de la época (Pérez, s.f.).

2.3.29. Problema 3.2: Solucidn de ecuaciones ciclotomicas (Carl Friedrich Gauss)

El problema de la solucién de las ecuaciones de grado quinto por el método de
radicales después de los hallazgos de Abel, se plante6 en términos de la pregunta
scuando una ecuacion es resoluble por medio de radicales? En la época de Gauss
se tenfa que algunas familias particulares de ecuaciones de grado mayor a cuatro
eran resolubles por radicales; asi, el interés de los matematicos se enfocd hacia la
caracterizacion de manera general de las ecuaciones de grado quinto y mayores que
eran resolubles por radicales; este problema fue resuelto finalmente, por Galois como
se presenta mds adelante. En 1801 Gauss retoma el planteamiento de Vandernomde
(1735-1796) de su obra Mémoire sur le Résolution des Equations- 1770 en la que
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afirmaba que:todas las ecuaciones, a las que actualmente se les llama ciclotémicas
x”— 1 =0 donde p es un niimero primo, son resolubles por el método de radicales. Esta
afirmacion no pudo ser demostrada en general; Vandermonde logr6 probarla para
p < 11 y logra probar el planteamiento; Gauss empled la técnica basada en reducir el
grado de la ecuacion, que fue el método empleado por Lagrange.

Problema: Hallar las raices de la ecuacion x"'—1 = 0 con n un niimero primo impar

La ecuacion se llama ciclotémica y salvo para x = 1, todas las raices son imaginarias.
La ecuacion también se denomina ecuacion para la division del circulo y esto se debe
a que las raices pueden escribirse como:

Xk =cos (@) +sen (@) parak=1,2,.., n.

Gauss encontr6 que todas las raices eran de la forma r, %, r,..., "' o 1, 1, ...,
r"D¢ para cualquier entero positivo o negativo e. Los métodos que desarrolld se
relacionaban con los “grupos”. Una consecuencia geométrica de este trabajo fue la
demostracion que se puede inscribir un poligono regular de 17 lados en un circulo
usando regla y compas. Esto como consecuencia, de que las raices complejas al
dibujarlas geométricamente corresponden a los vértices del poligono regular de n
lados sobre el circulo unitario.

2.3.30. Problema 3.3: Teorema Fundamental del Algebra (Carl Friedrich Gauss)

Aunque no se habia demostrado El Teorema fundamental del dlgebra; (1798) ya se
tenian suficientes ejemplos que una ecuacion de grado » tiene n raices. El Teorema
fundamental del algebra establece que toda ecuaciéon polinomial de grado n con
coeficientes complejos tiene n raices complejas (Chavarria, p. 79). Descartes da una
primera version de este teorema y presenta ejemplos; sin embargo es Carl Friedrich
Gauss quién presenta la primera demostracion acabada de este teorema (ver, Salazar,
2009, p. 137-139).

La configuracion epistémica, se relaciona con la demostracion dada por Gauss del
Teorema Fundamental del Algebra: su primera demostracién formal fue presentada
en su tesis doctoral: Nueva demostracion del teorema de que toda funcién algebraica
en una variable puede ser factorizada en factores reales de primero o segundo grado
(1799). Para su demostracion, recurrié a métodos geométricos y la demostracion
resulto tan clara que fue aceptada por la comunidad matematica. Esta demostracion
representa una interaccion entre los procedimientos geométrico y los algebraicos,
junto con la representacion grafica de los nuimeros complejos que se habian
descubierto en 1797 por Wessel (1745-1818). Gauss fue el primero en observar que
en todas las demostraciones anteriores se suponia la existencia de las raices y se
deducian propiedades de ellas. El mismo no afirmé tener la demostracién, sino que
una demostracion rigurosa debia ir en esos términos. En el trabajo, Gauss hace una
critica a los intentos anteriores de D’ Alembert, Euler y Lagrange y aborda el teorema
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desde una perspectiva diferente: Gauss no calcula las raices de un polinomio real sino
que demuestra la existencia de éstas por medio de un método muy original (Davila,
2003b, p.50). Entre los conceptos que utiliza para su demostracion se encuentran:
factor cuadratico irreducible, propiedades de los numeros complejos y de identidades
trigonomeétricas relacionadas con ellos, coordenadas polares, intersecciéon de
curvas algebraicas, cantidades infinitamente largas, funciones continuas, numeros
complejos y rama de la curva.

En general la demostracion de Gauss se baso en los siguientes argumentos: si se
tiene el polinomio real P(z) que tiene una raiz compleja de la forma a + bi entonces
P(a + bi) = 0 y ademas, esta funcion algebraica se puede representar como P(x + yi) =
u(x, y) + iv(x, y). La gran originalidad de Gauss fue la de hacer corresponder cada raiz
compleja a + bi del polinomio con un punto (a,b) del plano cartesiano. Asi, el punto
(a,b) debia ser la interseccion de las curvas u =0 y v =0 por lo que era necesario
probar que estas dos curvas se cortaban. Gauss utilizé un argumento cualitativo para
esta prueba y su razonamiento se basé en las graficas de las curvas por lo que no fue
completamente riguroso: sin embargo, su argumento fue convincente y la prueba
que un polinomio real de grado n se factoriza como producto de factores lineales de
primero y segundo grado (Davila, 2003b, p.82).

2.3.31. Problema 3.4: Ecuaciones solubles por radicales: el grupo de Galois asociado
a la ecuacion polinomial (Evariste Galois)

Galois fue un matematico francés, que siendo adolescente determind la condicion
necesaria y suficiente para que un polinomio fuera soluble por radicales. Dio soluciéon
a un problema abierto mediante el nuevo concepto de Grupo de Permutaciones.
La idea genial de la teoria de Galois es que se pueden representar ciertos conjunto
asociados a la solucion de ecuaciones algebraicas mediante grupos de simetrias. El
4 de julio de 1843, Liouville se dirige a la Academia de Ciencias de Paris con estas
palabras:

Espero interesar a la Academia anunciando que entre los papeles de Evariste Galois
he encontrado una solucidn tan precisa como profunda de este bello problema:
scuando es una ecuacion soluble por radicales?

Teorema 2.4. Si p(x) = 0 es soluble por radicales, entonces el Grupo de Galois del
polinomio es soluble.

Laidea de la prueba del Teorema de Galois consiste en suponer que si G es un grupo
soluble, tenemos una cadena G = G, G,,.., G, de forma que G,es normal en G,
y el cociente G, /G, tiene orden primo. Asociada a la cadena hay una cadena de
subconjuntos de los nimeros complejos F,c F,... © F, tales que F,es el conjunto de
numeros complejos que quedan fijos bajo la accién de G, (esto es g(z) = z para todo
elemento de G,). El conjunto F contiene a los coeficientes de p(x), mientras que todas
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las raices de p(x) = O estdn en F, . Elhecho que G, /G, tenga orden primo implica que
los elementos de F,se pueden construir por radicales a partir de los coeficientes del
polinomio p(x) (De la Pefia, 2011).

Problema: Probar que el polinomio x°—6x +3 = 0 no es soluble por radicales.

Solucion:

1) La ecuacién x° —6x +3 = 0 tiene tres soluciones reales y dos complejas. La observacién
se sigue del hecho que el polinomio toma valores negativos en —2 y en 1, valores positivos
en —1y 2y sabiendo que tiene un solo maximo local en \4/§ y un solo minimo local </§ .

2) El polinomio x* — 6x + 3 =0 no puede escribirse como producto de dos polinomios con
coeficientes enteros de grado menor que cinco:

Supongamos que este no fuera el caso y se tuviera que p(x) = q(x)r(x) con q(x), r(x) de
grado menor que cinco. Como el grado de q(x) mas el grado de r(x) es 5, entonces se puede
suponer que g(x) tiene grado 1 o 2, mientras que r(x) tiene grado 4 o 3.

Si q(x) tiene grado 1, entonces q(x) = nx + my r(x) = ax*+ a,x’+ ax’+ a x + a,con m, n,
a, a,a, a,, a,nameros enteros. Asi que na, = 11lo que implica que n =10 n = -1y ademads
2= —m es una solucién de p(x) = 0. Pero por el punto 1) se sabe que que p(x) =0 no tiene
soluciones enteras.

Se pasa a suponer ahora que que g(x) = bx*+ bx + by r(x) =ax’+ ax’+ ax + a,con
coeficientes enteros. Entonces, igualando los coeficientes de los polinomios p(x) = q(x)r(x)
se tiene que: a0b0 = 3 a0bl + alb0 = —6a0b2 + albl + a2b0 = 0 alb2 + a2bl + a3b0 =0
a2b2 +a3bl =0a3b2=1

De la primera ecuacion se concluye que uno y solo uno de a0 b, es divisible entre 3. De
la segunda ecuacidn se obtiene que b, es también divisible por 3 y finalmente, de la tercera
ecuacion se tiene que b, es divisible por 3. Esto contradice la ultima ecuacion.

3) Un polinomio de grado 5 que satisface las condiciones 1) y 2) tiene como grupo de Galois
a S.. El grupo de Galois G es un grupo de permutaciones de las cinco raices complejas del
polinomio p(x) por el Teorema Fundamental de la Aritmética, luego G es un subgrupo de
S, Un polinomio (con la propiedad 2) tiene siempre un elemento de orden 5 en el grupo
de Galois, esto es, hay una permutacién g € G tal que g¢° = 1 pero g’ # 1 para 1 <i < 4. Por
otra parte, como hay dos raices no reales de p(x) estas tienen la forma s + ti, s — ti lo que
produce un elemento de orden 2 en G : en efecto, la transformacién de plano complejo g
que consiste en enviar cualquier nimero complejo x, = s + ti en su conjugado complejo x, =
s — ti tiene la propiedad: o bien x, x, son reales y ambas raices quedan fijas, o bien envia la
raiz x en la segunda x, (esto sucede en caso que x,, x, no sean reales). Esta transformacion
satisface también que g*(z) = z para todo niimero complejo z. Se puede asi suponer que a G
le pertenecen la transposicion (1, 2) y la rotacion (5, 4, 3, 2, 1). Estos elementos generana S,.
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4) El grupo S_no es soluble. Esto es, no hay una cadena de subgrupos S_.= G, G,...., G, de
forma que cada G,sea normal en G - y el cociente G~ /G, tenga orden primo: en efecto, esto
es asi porque S_tiene como subgrupo normal a A, que no tiene subgrupos normales.

5) El teorema de Galois indica que: si p(x) = 0 es soluble por radicales, entonces el grupo de
Galois del polinomio es soluble. Entonces como S, no es soluble se sigue que el polinomio
p(x) = x° —6x +3 = 0 no es soluble por radicales (De la Pena, 2011).

Problema: Hallar el grupo de Galois de la ecuacion x*+bx +c =0

Solucidén:

Se generaliza el grupo de Galois para un polinomio de grado 2.

1) Sean r, r,las raices de la ecuacion algebraica; los coeficientes de la ecuacién b, ¢ vienen
dados por funciones polindmicas simétricas:

Como x*+bx +c =0 = (x -1 )(x —1)) = X’ —(r +1)x +11,
Se tiene que:

c=rpr,

b=—(r +r)

Y b*—4c = (r, +r,)* —4r r,= (r,—r,)* funcién simétrica

Vb2 —dc=\/(r1+r3)2—4rira =+/(r1 —r2)2 =*(r1 —r2) funcién no simétrica

2) Se define el conjunto K = {conjunto de todas las expresiones que se pueden obtener a
partir de b, ¢ haciendo sumas, restas, multiplicaciones y divisiones}

Y Ky =Ko(Vb2—4c)con b, c €K, r,, r, € K de forma que el paso de K a K, representa
resolver la ecuacion. Como las funciones de K son invariantes al permutar sus dos variables
r,, 1, diremos que su grupo de simetrias es S,, mientras que las funciones de K, no son en
general simétricas de ningin modo y por tanto se le asigna el grupo trivial de simetrias {id}.

Asi, se puede representar en el siguiente esquema:
K() '\/ Kl =K0( Vb2—4C)
N N
S, =Gy P G,={id}

3) Como el indice de G, respecto a G, es 2 se tiene que G, es normal respecto a G,.

Entonces, si el polinomio tiene una sola raiz, el grupo de Galois del polinomio es el trivial,
esto es, contiene solo la permutacion identidad. Si el polinomio tiene dos raices racionales
el grupo de Galois es el trivial y finalmente si las dos raices son irracionales entonces el
grupo de Galois contiene dos permutaciones y es isomorfo al grupo de los enteros médulo 2.
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Problema: Identificar el grupo de Galois de la ecuacion x* + bx*+ cx +d =0

1)1)Seanr, 1,7, las raices de la ecuacion algebraica; los coeficientes de la ecuacién b,c,d
vienen dados por funciones polindmicas simétricas:

Comox’+bx*+cx+d=0=(x—r)(x-r)x—r)=x~(r +r,+r)+ (rr,+rr+r2r3)
X =TT,

Se tiene que:

d= —r I,

b=—(r +r,+r,)

c=rlr,+rr, +1,1,

2) Se toma:

a) D = (9bc — 27° — 27d)* +4(3¢ — b?)?

_ (9bc—2b%-27d)+ \D
b)E = >

c)t=%/§

d) La férmula para resolver la ecuacion:

—b t b2—3¢
3 T3t T3;

2) Se tiene que D = =27(r, —1,)*(r, —1,)*(r,~1,)?
E=(ri+¢ra+¢2%r3)3
c= % (raiz cubica de la unidad)

3) Se observa la perdida de simetrias por medio de radicales: D es una funcién simétrica
pero V D no, aunque perduran algunas simetrias, asi VD es invariante al cambiar (r,r,,r,)

— rpryr,). También E goza de las mismas simetrias que V D pero al extraer las raices

cubicas ge pierden todas ellas.
4) Se tiene el siguiente esquema para la ecuacion cubica:
Ky | Ki=Ko(ND) § K;=K{(JE)

N N N
S3=Gy > G,y =A3 > Gzz{id}

5) La normalidad de A, se justifica ya que el indice respecto a S, es 2, también es evidente
que {id} es un subgrupo normal de A..

Entonces el grupo de Galois del polinomio corresponde a un subgrupo del grupo S segtin
la naturaleza de las raices.

Problema: Grupo de Galois de la ecuacion x*+bx*+cx*+dx*+ex + f=0
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Solucidén:

Al aplicar el método descrito para las ecuaciones de grado 2,3 y 4 se verifica que no existe
una cadena de subgrupos desde S, a {id} donde cada uno sea subgrupo normal del anterior.
Asi no se puede escribir la expresion:

S5 > A5 >..> {id}

Porque A, no tiene subgrupos normales propios (ningin A, para n > 5). La cadena se corta y
falta hacer los radicales ), ~J.... por tanto, no existe una férmula para resolver la ecuacion de
quinto grado usando solo sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y radicales (Teorema de
Abel). Lo mismo se aplica a la ecuacion general de grado n > 5; pero hay casos particulares de
ecuaciones que si se pueden resolver por radicales (ciclotomicas) (Poveda, s.f.).

Se presentan en la tabla 2.12. las configuracion epistémicas CE3, C3.1, relacionadas
con los problemas presentados en este periodo, que corresponde a la tltima etapa en
la emergencia del objeto Grupo.

Tabla 2.11: Configuracion epistémica CE3

CE3. Clasificacion de las ecuaciones algebraicas solubles por radicales

CE3.4 Grupo de Galois asociado a la ecuacién polinomial: ecuaciones solubles por radicales
CE3.3 Gauss y la demostracion del Teorema Fundamental del Igebra
CE3.2 Gauss y la solucion de ecuaciones ciclotomicas

CE3.1 Problemas en aritmética modular

CE3.1 Gauss y problemas en aritmética modular

2.3.32. Problema 4.1: Propiedades generales de los grupos continuos de
transformaciones (Sophus Lie)

Lie fue un matematico noruego, que cred gran parte de La teoria de la simetria
continua y la aplicéd al estudio de la geometria y de las ecuaciones diferenciales
parciales; los grupos de Lie son importantes en el andlisis matematico, la fisica y
la geometria porque sirven para describir la simetria de las estructuras analiticas;
fueron introducidos por Sophus Lie en 1870 para estudiar simetrias de ecuaciones
diferenciales y se relacionan con temas de geometria diferencial. Lie escribe a Mayer
en 1874: “Mis primeros trabajos estaban, por decirlo asi, preparados por adelantado
para servir de fundamento a la nueva teoria de los grupos de transformaciones
(Campos, 2007)”. Lie propone considerar un nuevo elemento generador a la manera
de Pliicker: considerar no solo un punto sobre ella, sino un punto y la tangente en
ese punto a la curva, es lo que llama un elemento lineal, ahora elemento de contacto
de primer orden. Las transformaciones apropiadas son entonces aquellas que aplican
curva sobre curva pero que no solamente hacen corresponder puntos sino elementos
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de contacto de primer orden; en cada punto la imagen del elemento de contacto en
primer orden es la imagen del elemento de contacto en el punto de partida. Son las
transformaciones de contacto (Campos, 2007).

La idea anterior, la generaliza a n dimensiones y esto le permite a Lie refinar la
nocion de variedad integral de un sistema diferencial hasta constituirla en la esencia
de la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden, segiin Demidov
citado en Campos (2007). Tal desarrollo fue el fruto de un denotado estudio por parte
de Lie de las concepciones al respecto de Euler, Lagrange, Monge, Pfaft, Hamilton,
Pliicker y Jacobi. Las generalizaciones logradas por Lie mediante su concepcion
de los elementos de contacto le permitieron ligar las nociones de incidencia de
elementos de contacto, formas de Pfaff, transformaciones de contacto, invariacion
de una ecuacion diferencial mediante una transformacion.

El gran mérito de Lie al dar solucién de sistemas diferenciales, dependia finalmente
de los grupos continuos finitos de transformaciones. Van der Waerden citado en
Campos (2007) explico que lo de continuo tenia que ver con la diferenciabilidad
(como se tenia en 1870) y lo de finito con el nimero de parametros: si hay infinitos
parametros, o mejor, una funcion arbitraria, se dice que el grupo es infinito: desde
Hermann Weyl en 1934, se le dice grupo de Lie.

La condicién de invariaciéon conduce a un sistema diferencial cuya solucién es
la que provee los parametros. Al nacimiento de los grupos de transformaciones
dedican Lie y Engel grandes esfuerzos, materializados en tres gruesos volimenes
publicados entre 1888 y 1893: el primero, trataba de propiedades generales de
los grupos de transformaciones; el segundo, trataba de transformaciones de
contacto y el tercero, consta de seis partes, las cuatro primeras relacionadas con
los grupos continuos finitos. La primera, trata de los de la recta y el plano. La
segunda, de los del espacio tridimensional. La tercera, del grupo proyectivo del
espacio tridimensional. La quinta parte estudia el problema de los fundamentos
de la geometria. La sexta da consideraciones generales acerca de grupos continuos
finitos: en particular, figuran alli tres célebres teoremas, llamados fundamentales,
junto con sus reciprocos, que constituyeron la base de toda la teoria y han sido
profundamente estudiados, desde el punto de vista local inicialmente y luego desde
el punto de vista global (Campos, 2007).

2.3.33. Problema 4.2: La clasificacion de las Geometrias (Felix Klein)

Klein, fue un matematico aleman, que demostré que las geometrias métricas,
euclidianas y no euclidianas constituian casos particulares de la geometria proyectiva.
En 1872 present6 una notable clasificacion de la Geometria: EI programa Erlangen,
pone fin a la escision entre geometria pura y geometria analitica. En esta clasificacion
el concepto de Grupo, desempen6 un papel fundamental, ya que el objeto de cada
geometria se convierte en el estudio del grupo de transformaciones que la caracteriza.
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Lie, Klein, Poincaré, Hilbert y Cartan demarcaron toda una época en la historia de
la geometria, donde parte de su obra puede ser estudiada desde un mismo punto de
vista: “la construccion de la geometria sobre la nocion de grupo” (Campos, 2007).
Klein vivié en la época de la consolidacion Weierstrassiana del analisis y en la de
la consolidacion de las geometrias no euclidianas, a las cuales él mismo hizo una
contribucion esencial; demostrando que si la geometria proyectiva es consistente,
también lo serdn las geometrias esférica, euclidiana e hiperbélica. Klein estaba mas
cerca de la concepcion estructural de Hilbert o Bourbaki: construye las geometrias
eliptica e hiperbdlica a partir de la euclidiana. Pero demuestra igualmente cémo
construir la euclidiana a partir de la eliptica. El segundo estudio fundamental de Klein
sobre la geometria fue el que se conoce como programa Erlangen: Consideraciones
comparativas de las nuevas investigaciones geométricas: asi, Klein escribe (Campos,
2007, p. 88):

“Siguiendo la analogia con las transformaciones del espacio, se habla de transfor-
maciones de la variedad; estas también forman grupo”. Para decir algo de lo abstracto,
la variedad parte de lo concreto, el espacio. Hay transformaciones del espacio que
no alteran las propiedades geométricas de las figuras. Llamese grupo principal
de transformaciones del espacio al conjunto de todas estas transformaciones. Las
propiedades geométricas no son alteradas por las transformaciones del grupo principal.
La reciproca es igualmente verdadera: las propiedades geométricas son caracterizadas
por su invariacion relativamente a las transformaciones del grupo principal.

Esta fue la idea central del Programa Erlangen, que en términos actuales equivale
a: “una geometria determina un grupo y Reciprocamente, un grupo determina una
geometria”. Por lo tanto, una geometria es una tripla (V,G, I), en la que V es un
conjunto no vacio, el de los elementos de base de la geometria; G es un grupo de
transformaciones; I son las propiedades de los elementos de V', invariantes respecto
de G. Por ejemplo, si V es el plano euclidiano bidimensional, G puede ser el grupo
de similitudes, es decir, de las transformaciones que no alteran los angulos, pero si
las distancias; entre las propiedades I se encontraran los teoremas de semejanza de
triangulos. Un subgrupo, es el de las isometrias, las cuales conservan las distancias,
a demas de los angulos. Entre las propiedades I se encontraran los teoremas clasicos
de congruencia de triangulos. La geometria de la congruencia resulta subordinada a
la de la semejanza (Campos, 2007, p. 88).

Problema:como generalizacion de la geometria de [Euclides], Klein pone la
cuestion general: dados una variedad y un grupo de transformaciones de esta
variedad, determinar las propiedades de sus elementos que no son alteradas por las
transformaciones del grupo.

La geometria proyectiva no nacid sino cuando se volvié costumbre considerar como
enteramente idénticas a la figura primitiva y a todas aquellas que se obtienen de
ella por proyeccion, y enunciar las propiedades proyectivas de tal manera que se
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ponga en evidencia su independencia respecto de las modificaciones causadas por
la proyeccidn; esto era lo mismo que tomar como base de consideraciones el grupo
de las transformaciones proyectivas. El grupo de las semejanzas es subgrupo del
proyectivo; asi, la geometria de la semejanza resulta subordinada a la proyectiva.
La subordinante es mas general. Se llega a la idea de las geometrias equivalentes.
Dos geometrias aparentemente disimiles pueden resultar equivalentes si es posible
exhibir una correspondencia inyectiva entre los elementos de cada geometria. Los
grupos seran isomorfos (Campos, 2007). En 1872, Klein en el Programa Erlangen,
hizo una sistematizacién y jerarquizacion de las geometrias, mediante grupos
y subgrupos, concibiendo como objeto de cada una el estudio de propiedades
invariantes respecto de un determinado grupo de transformaciones y considerando
cada geometria como subgeometria de otra. Asi, clasificar geometrias es, clasificar
grupos de transformaciones. En esta direccion, la Topologia es la geometria de
los homeomorfismos o aplicaciones bicontinuas, que constituyen un grupo de
transformaciones que conservan la conexion (deformar sin cortar); en la geometria
proyectiva, las transformaciones son proyectivas o proyectividades que constituyen
un grupo que conserva la alineacion; el grupo de transformaciones afines o afinidades
conserva el paralelismo y caracteriza la geometria afin.

Dentro de ésta se encuentra incluida, la geometria de la semejanza. Asi, la geometria
euclidea es, la geometria de las congruencias, que consiste en el estudio de propiedades
de las figuras, incluidas las areas y longitudes, que permanecen invariantes bajo el
grupo de las transformaciones rigidas, generado por las traslaciones y rotaciones en
el plano. Esto es equivalente al axioma no postulado de Euclides, de que las figuras no
varian en sus propiedades cuando se las somete a movimientos en el plano. Por tanto,
la geometria euclidea, desde el punto de vista de Klein, es solo un caso especial de la
geometria afin, y ésta a su vez un caso especial de una geometria atin mas general, la
proyectiva (Gomez, Garcia, Pina & Navarro, 2003).

2.3.34. Problema 4.3: La clasificacion de los grupos finitos simples

En 1983 se logrd terminar la clasificacion de los grupos finitos simple, estableciéndose
que existian cinco grandes familias y que cualquier grupo finito simple pertenece a
una de esas cinco familias, con la excepcion de 26 grupos que reciben el nombre de
grupos esporadicos. El mayor de ellos es conocido como grupo monstruo (ver, figura
2.1).

Problema: Clasificar los grupos finitos simples.
Solucidn:
Todo grupo finito simple puede ser:

Un grupo ciclico de orden primo: se tratan de los unicos grupos finitos simples
abelianos. El famoso teorema de Walter Feit y John G. Thompson, establece que todo
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grupo finito de orden impar es resoluble. Por tanto, todo grupo finito simple tiene,
o bien orden impar y se trata de un grupo ciclico de orden primo, o bien orden par.

Un grupo no abeliano de orden par, que puede ser:
Un grupo alternado de grado al menos 5.

Un grupo de Lie simple incluyendo los grupos clasicos: Los grupos de las
transformaciones proyectivo especial, unitarias, simplécticas u ortogonales sobre
un cuerpo finito. Un grupo de Lie excepcional o twisted incluyendo al grupo de
Tits F4(2)’

Uno de los 26 grupos esporadicos incluyendo al grupo monstruo. John Conway
consider¢ al grupo de Tits como un grupo esporadico (porque no es estrictamente
un Grupo de Lie), en cuyo caso hay 27 grupos esporadicos.

Los ordenes y nombres de los grupos corresponden a:

Los grupos esporadicos suelen ser de orden grande. El mds pequefo es de orden
7.920. Los mds grandes son el “baby monster group” de orden superior a 4 1033
y el “monstruo” de orden superior a 8 1053. Veinte de los 26 grupos esporadicos
estan incluidos en el grupo monstruo. A los seis restantes, J1, /3, J4,0'N,Ru,Ly se les
llama “grupos parias”; cinco de los mas pequefos fueron descubiertos por Mathieu
en 1860 y el resto entre 1965 y 1975. Sin embargo varios fueron predichos antes de
ser construidos (Recuperado el dia 4 de marzo de 2016, de http://mimosa.pntic.mec.
es/jgomez53/matema/gruposimple.htm).

2.3.35. Problema 4.4: La clasificacion de los grupos cristalograficos

Setiene que un grupo G de movimientos en el plano se denomina grupo cristalogrdfico,
si el subgrupo de G formado por las traslaciones es un grupo abeliano infinito y
generado por dos elementos. Asi, por ejemplo, se tiene que es imposible llenar todo
el plano con pentagonos regulares, sin cortarse unos con otros o dejar espacios libres.
Esta limitacion se llama restriccion cristalogrdfica y proviene del hecho que los grupos
de cristalografia no pueden tener simetrias rotatorias de orden 5; pero si es posible
tener grupos cristalograficos con rotaciones de orden 6 (Rivero, 1999).

En la misma direccién, se define un grupo discontinuo, como aquel grupo G de
movimientos en el plano donde se cumple que para cada punto P del plano existe un
entorno, disco abierto D con centro en P tal que la imagen o(P no se encuentra en D,
para todo o en G diferente de la identidad.

Problema 1: ;Qué grupos discontinuos de traslaciones existen en el plano?

Todo grupo de traslaciones discontinuo G en el plano corresponde a uno de los
siguientes:
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1) G consiste solo de la identidad. G =(I)

2) G estd generado por una traslacion. G =(T )

3) G estd generado por dos traslaciones. G =(T, T,)

Problema 2: ;Cuales son los generadores de un grupo cristalografico?

Si G es un grupo cristalografico de movimientos directos, entonces G esta generado
por traslaciones y una tnica rotacion de orden n=1, 2, 3, 4, 6 (Rivero, 1999).

Problema 3: ;Cuantos grupos cristalograficos planos existen?

Existen 17 grupos cristalograficos no isomorfos. Estos se clasifican de acuerdo al
grupo de rotaciones:

1) Grupos sin rotaciéon: Wiy, Wll, le, W13

2) Grupos con rotacién de orden 2: W5, Wzl, W22, W23, W24
3) Grupos con rotacion de orden 3: W3, W31, W32

4) Grupos con rotacion de orden 4: Wy, W41, W42

5) Grupos con rotacion de orden 6: W, W61

La notacién, W indica para el subindice i el tipo de rotacién que contiene el grupo, asi
el 1 indica una rotacion de orden 1 (la identidad); el 2 una rotacién de orden 2 o giro
de 180 grados; el 3, una rotacion de orden 3 o giro de 120 grados y asi sucesivamente.
El subindice j se usa para diferenciar los posibles movimientos inversos, dentro de
una familia con el mismo orden del grupo de rotaciones (Rivero, 1999).

2.3.36. Problema 4.5: La clasificacion de los grupos puntuales

Una molécula presenta simetria de tipo puntual, si todos sus elementos de simetria
pasan por un unico punto. La existencia de uno o varios elementos de simetria
obliga o impide la existencia de otros en la molécula. Asi, solo son posibles algunos
conjuntos de elementos de simetria.

Problema: ;Cudl es el grupo puntual de la molécula?

Elemento de simetria Operaciones Orden del grupo (yrup? punt]ual
de simetria

Cs E,2Cs 3 Cs

C3,3C, E,2C3,3C, 6 Ds

C3,3O’V E,2C3,3O’V 6 C3V

C3,30’h E,2C3,30'h,253 6 C3h
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G tual
Elemento de simetria Operaciones Orden del grupo rupc.) pun ,ua
de simetria
C3,3(32,0']1 E,2C3,3C2,30’h 12 D3h
S3,3O'T, 283,30,
C3,3C5,i E,2C3,3C5,i 12 IDEY
56,3ad 286,304

La (*) significa que los elementos se encuentran implicados por los anteriores. Cada
uno de los conjuntos de elementos de simetria forma un grupo puntual de simetria
y los elementos de simetria que posee la molécula determinaran el grupo puntual al
cual pertenece.

2.3.37. Problema 4.6: Los grupos en la Fisica

Por simetria de un sistema fisico se entiende cuando las ecuaciones de movimiento
permanecen invariables respecto a un cierto conjunto de transformaciones: si una
ecuacion es invariante respecto a las transformaciones A,B, entonces es también
invariante respecto a la transformaciéon C que resulta de la aplicacion sucesiva
de A y B. La transformacién C se denomina producto de las transformaciones
y asi la operaciéon de multiplicacién es una operacién interna en el conjunto de
transformaciones de simetria de un sistema fisico. Un conjunto de transformaciones
con estas propiedades se denomina un Grupo de transformaciones de simetria del
sistema fisico dado (Pietrashen & Trifonov, 2000).

Problema: ;Qué grupos utiliza la Fisica?
Algunos de los grupos que utiliza la fisica corresponden a:

1) Grupo de desplazamientos (traslaciones) en el espacio tridimensional: sus
elementos son las transformaciones de traslacion del origen de coordenadas en
un vector arbitrario a, es decir, ¥ = r + a; este es un grupo continuo triparamétrico
(el vector a tiene tres componentes).

2) Grupo de rotaciones O*(3): sus elementos son las transformaciones de rotacion
del espacio tridimensional o las matrices ortogonales correspondientes con
determinante igual a la unidad. Este grupo es continuo y triparamétrico (los
9 elementos de una matriz ortogonal estdn relacionados entre si mediante
condiciones.) Tres parametros independientes pueden ser escogidos, por ejemplo,
{, 6, y}. Los angulos polares {¢,0} determinan la posicion del eje de rotacion
que pasa por el origen de las coordenadas. El angulo {y} describe la rotacion
respecto a este eje. La invariancia respecto al grupo O*(3) pone de manifiesto la
propiedad de isotropia del espacio tridimensional (esto es, las tres direcciones
son equivalentes, no existe una directiva privilegiada). Si al grupo de rotaciones
se le aflada la operacion de inversién dada por x = — x, y = — y, z = — z se obtiene
el grupo ortogonal O(3).
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3) Los grupos de simetria de las moléculas (grupos puntuales) estin compuestos por
ciertas transformaciones ortogonales del espacio tridimensional. Por ejemplo,
el grupo de simetria de una molécula con forma de tetraedro regular (como la
molécula CH4) consta de 24 elementos: rotaciones y reflexiones que transforman
uno en otro los vértices del tetraedro.

4) Los grupos de simetria de los cristales (o grupos espaciales) que estan compuestos
por un numero finito de transformaciones ortogonales, de desplazamientos
(traslaciones) discretos y de los productos de estas transformaciones. Tal
simetria es invariante solo a un cristal infinito o bien a un modelo de cristal con
las denominadas condiciones de contorno ciclicas.

5) Grupos de permutaciones de n objetos, por ejemplo, de las coordenadas de n
particulas idénticas. Es un grupo de orden n!.

6) El grupo de Lorentz L', formado por las transformaciones que describen el paso
de un sistema de referencia a otro que se encuentra en movimiento rectilineo
uniforme respecto al primero. Este grupo contiene al grupo de rotaciones
O*(3) y depende de 6 parametros: los 3 angulos que determinan la orientaciéon
relativa de los ejes coordenados espaciales y las tres componentes de la velocidad
del movimiento relativo. El requisito de la invariancia de las ecuaciones de
movimiento respecto al grupo de Lorentz es una consecuencia de los postulados
de la teoria de la relatividad.

Los grupos anteriores no agotan, todos los ejemplos de los grupos que tienen
aplicaciones en la Fisica y se puede decir, que la importancia de la Teoria de
Grupos, son sus métodos, que proporcionan la posibilidad de clasificar los estados
de un sistema fisico a partir de sus propiedades de simetria, sin resolver las propias
ecuaciones de movimiento (Pietrashen & Trifonov, 2000).

Se presenta en la tabla 2.13. y 2.14., las configuraciones epistémicas CE4.4, CE4.3,
CE4.2 y CE4.1, relacionadas con los problemas del periodo cuatro y que corresponde
a a la definicion abstracta de grupo y luego a algunas de las aplicaciones del objeto
Grupo en contextos extramatematicos.

Tabla 2.12: Configuracion epistémica CE4.4

CE4.4 Los grupos en los contextos extramatematicos

CE4.6 Grupos en fisica

CE4.5 Clasificacion de los grupos puntuales

CE4.4 Clasificacion de los grupos cristalograficos
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Tabla 2.13: Configuracion epistémica CE4.3

CEA4.3 Clasificacion de los grupos finitos simples

CE4.2 Clasificacion de las geometrias

CE4.1 Los grupos continuos finitos de transformaciones y las ecuaciones diferenciales parciales

2.3.38. Problema 5: Primera definicion abstracta de Grupo (Cayley)

Las investigaciones sobre los grupos continuos de transformaciones, prepararon
el camino para la definicién abstracta de Grupo, ya que representaban una vision
mas amplia del concepto, donde se daban ejemplos de grupos infinitos y por tanto
se extiende el campo de aplicacién de la nocidn grupo, la cual estuvo presente en
desarrollos de Teoria de Numeros, Geometria, Ecuaciones diferenciales parciales y
Teoria de Funciones.

Problema: ;Qué es un grupo?

Arthur Cayley dio el paso definitivo para la definicion abstracta de Grupo en su
articulo, “Sobre la Teoria de Grupos que dependen de la ecuacién ctbica 8" = 17,
en la cual se encuentra la primera definicion abstracta de grupo que corresponde a:

“Un conjunto de simbolos {1, «, f,...} todos ellos diferentes y tal que el producto de
cualquiera dos de ellos (no importa en que orden) o el producto de ellos consigo
mismo, pertenecen al conjunto; se dice ser un grupo”

Como parte de la definicion Cayley establece que el producto de estos simbolos, no
tiene porque ser conmutativo, pero si asociativo. Cayley presenta varios ejemplos en
su articulo como:

1) Los cuaterniones con la suma
2) Las matrices invertibles con la multiplicacion
3) Grupos de permutaciones con la operacién compuesta

También, Cayley muestra que cualquier Grupo abstracto, es isomorfo a un grupo
de permutaciones: este resultado se conoce como el Teorema de Cayley; introduce
ademds, la tabla de multiplicacion para un grupo y afirma que: “un grupo abstracto,
queda determinado por ésta”. En 1878, escribe 4 articulos sobre el tema, uno de ellos
llamado “The theory of groups.” Esta definiciéon no llamé la atencién de la comunidad
matematica y se tuvo que esperar muchos afios para que el concepto abstracto de
Grupo, iniciara a permear a los matematicos del siglo XX. En la tabla 2.15 se presenta
la configuracidn epistémica, correspondiente a ésta practica matematica.
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Tabla 2.14: Configuracion epistémica CE5

CE5 Definicion abstracta de Grupo

CE5.1 Cayley y la primera definicion abstracta de Grupo

2.4. Significado global del objeto Grupo

El estudio histérico, epistemoldgico y fenomenoldgico de la evolucion del objeto
Grupo permite la reconstrucciéon del significado global del objeto matematico, a
partir de la identificacién de doce sistemas de practicas, las cuales llevan asociadas
cada una, una configuracién epistémica, la cual constituyen un significado parcial
del objeto de investigacion: las configuraciones asociadas a los sistemas de practicas
se han denominado: CEQ. Métodos empiricos para la solucion de las ecuaciones
algebraicas de grado 1,2 y 3 en las civilizaciones antiguas y en la edad media (siglo
V-XV); CEl. Relacion entre los coeficientes y las raices de la ecuacion algebraica de
grado 2,3, 4y el simbolismo algebraico en el renacimiento (siglo XV-XVI); CE1.1. La
geometria y las ecuaciones algebraicas de grado 4 (Descartes); CE1.2. Las ecuaciones
algebraicas y los problemas de teoria de nimeros en aritmética modular (edad
moderna); CE2. Busqueda de métodos generales y la imposibilidad de solucionar
por radicales la ecuacion algebraica general de grado n > 4 (edad moderna, siglo
XVII-XVIII); CE3. Clasificacion de las ecuaciones algebraicas solubles por radicales
y la Teoria de Galois (edad contemporanea, siglo XVIII-); CE3.1. Problemas en
aritmética modular; CE4.1 Los grupos finitos de transformaciones y las ecuaciones
diferenciales parciales; CE4.2. La clasificacion de las geometrias (euclidianas y no
euclidianas; CE4.3. Clasificacion de los grupos finitos simples; CE4.4. Los grupos
en los contextos extramatematicos (CE4.4, CE4.5, CE4.6) y en el nivel superior se
encuentra la configuraciéon CE5. Definicion abstracta de Grupo.

En esta direccion, desde el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento Matematico,
se entiende el significado de un concepto desde una perspectiva pragmatista, es
decir, en términos de los sistemas de practicas en las que dicho objeto interviene
(significado sistémico): estos sistemas de practicas estdn ligados a situaciones-
problemas, de donde se deriva la posibilidad de distinguir los distintos significados
cuando se abordan problemas diferentes (Pino-Fan, 2013, p. 129). Estas doce
configuraciones epistémicas descritas pesar de que se consideran distintas, guardan
algunas similitudes, de tal forma que se pueden relacionan como se ilustra en la figura
6.14. Se consideraron cronolégicamente segun las etapas de evolucion del objeto
Grupo definidas en la obra de Piaget & Garcia (2008). Estos sistemas de practicas/
significados parciales, se pueden ver como “primarios” ya que, las configuraciones
activadas en éstos sistemas (CEO, CE1, CE1.1, CE1.2, CE2, CE3, CE3.1, CE4.1, CE4.2,
CE4.3, CE4.4y CE5), tienen un caracter extensivo, es decir, resuelven ciertos tipos de
situaciones-problemas, con métodos y procedimientos particulares.
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En un primer 